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Ââåäåíèå.

Òåîðèÿ ïëàñòè÷íîñòè ýòî î÷åíü îáøèðíûé ðàçäåë îáùåé ìåõàíèêè äåôîðìèðóå-
ìûõ òâåðäûõ òåë, ó÷èòûâàþùèé íåëèíåéíîå ïîâåäåíèå ìàòåðèàëîâ ïðè íàãðóæåíèè.
Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðè ýòîì îñòàþòñÿ ïðåæíèìè. Ìåíÿþòñÿ òîëüêî îïðåäåëÿþùèå
ñîîòíîøåíèÿ, òî åñòü ñâÿçè ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè è äåôîðìàöèÿìè. Â çàâèñèìîñòè îò
èíòåíñèâíîñòè íàãðóçîê òåëî íàõîäèòñÿ â ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèÿõ, êàæäîìó èç êîòîðûõ
ñîîòâåòñòâóþò ñâîè îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ. Ïîä óïðóãèì ñîñòîÿíèåì ïîíèìàåòñÿ
òàêîå ñîñòîÿíèå òåëà, êîãäà ïîñëå ñíÿòèÿ íàãðóçîê òåëî âîññòàíàâëèâàåò ñâîþ ïðåæ-
íþþ ôîðìó. Â ýòîì ñëó÷àå çàâèñèìîñòü σ˜ ∼ ε˜ ìîæåò áûòü êàê ëèíåéíîé (ëèíåéíàÿ

óïðóãîñòü), òàê è íåëèíåéíîé. Ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ðåçèíà.
Åñëè ïîñëå ñíÿòèÿ íàãðóçêè òåëî íå âîññòàíàâëèâàåò ñâîè ãåîìåòðè÷åñêèå ðàçìåðû,

òî â ýòîì ñëó÷àå òåëî íàõîäèëîñü â ïëàñòè÷åñêîì ñîñòîÿíèè, à îñòàòî÷íàÿ äåôîðìàöèÿ
íàçûâàåòñÿ ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèåé. Ïëàñòè÷åñêèå äåôîðìàöèè ñóùåñòâåííî çàâè-
ñÿò îò òîãî êàêèì îáðàçîì ïðîèñõîäèëî íàãðóæåíèå òåëà.

Åù¼ îäíà ñèòóàöèÿ, êîãäà ïîñëå íàãðóæåíèÿ è ôèêñàöèè íàãðóçîê íàïðÿæåíèÿ è
äåôîðìàöèè ìåíÿþòñÿ ñî âðåìåíåì. Òàêîå ñîñòîÿíèå íàçûâàåòñÿ âÿçêîóïðóãèì. Õàðàê-
òåð âÿçêîóïðóãîãî ñîñòîÿíèÿ çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû òåëà. Ïðè âûñîêîé òåìïåðàòóðå
óïðóãèå òåëà ñòàíîâÿòñÿ âÿçêîóïðóãèìè, ïðè ýòîì âÿçêîóïðóãîñòü ìîæåò áûòü êàê ëè-
íåéíîé, òàê è íåëèíåéíîé.

1 Äèàãðàììà ðàñòÿæåíèÿ. Óñëîâíàÿ è èñòèííàÿ äèà-

ãðàììû íàïðÿæåíèé.

Èíôîðìàöèþ î òîì êàêîå ñîñòîÿíèå òåëà â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû íàãðóæåíèÿ ìû ïî-
ëó÷àåì ýêñïåðèìåíòîâ íà ðàñòÿæåíèå èëè ñæàòèå îáðàçöà èç ìàòåðèàëà òåëà. Êàê ïðà-
âèëî ýòî ïðèçìàòè÷åñêèé îáðàçåö êðóãëîãî èëè æå ïðÿìîóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ. Â îáðàçöå
âûäåëÿåòñÿ ðàáî÷àÿ çîíà ðàáî÷àÿ çîíà äëèíîé íå ìåíåå ïÿòè õàðàêòåðíîãî ïîïåðå÷íîãî
ðàçìåðà. Êîíöû ñòåðæíÿ ñïåöèàëüíî ãîòîâÿò ïî çàõâàòû èñïûòàòåëüíîé ìàøèíû.

1.1 Äèàãðàììà ðàñòÿæåíèÿ.

Ðàáî÷àÿ çîíà ðàçìå÷àåòñÿ ìåòêàìè, ïîçâîëÿþùèìè îöåíèâàòü èçìåíåíèå äëèíû ìåæ-
äó ìåòêàìè è ñòåïåíü å¼ íåðàâíîìåðíîñòè ïî äëèíå îáðàçöà. Íà ðèñóíêå 1 ïîêàçàíà
ðàáî÷àÿ ÷àñòü îáðàçöà (áåç ðàçìåòêè) â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû èñïûòàíèÿ.
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Ðèñ. 1: Îáðàçåö â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû èñïûòàíèé

Îáðàçåö íà÷àëüíîé äëèíû l0 íàãðóæàåòñÿ íåáîëüøîé íà÷àëüíîé íàãðóçêîé P0 è çà-
ìåðÿåòñÿ âåëè÷èíà àáñîëþòíîãî óäëèíåíèÿ ∆l = l− l0. Äàëåå íàãðóçêà ìåäëåííî óâåëè-
÷èâàåòñÿ è ñíîâà çàìåðÿåòñÿ âåëè÷èíà óäëèíåíèÿ, è òàê äàëåå. Â ðåçóëüòàòå èçìåðåíèé
ïîëó÷àåòñÿ òàáëèöà çàâèñèìîñòè P îò ∆l, êîòîðóþ, â íåêîòîðîì ìàñøòàáå, ìîæíî èçîá-
ðàçèòü â âèäå â âèäå ãðàôèêà P = f(∆l). Èìåííî ýòîò ãðàôèê è íàçûâàåòñÿ äèàãðàììîé
ðàñòÿæåíèÿ.

1.2 Óñëîâíàÿ è èñòèííàÿ äèàãðàììû íàïðÿæåíèé.

Îäíàêî äèàãðàììà ðàñòÿæåíèÿ ñâÿçàíà c îáðàçöîì îïðåäåë¼ííîé äëèíû l0 è îïðåäå-
ë¼ííîãî íà÷àëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ F0. ×òîáû èçáåæàòü ýòîãî íåäîñòàòêà âìåñòî
äèàãðàììû ðàñòÿæåíèÿ ñòðîÿò òàê íàçûâàåìóþ óñëîâíóþ äèàãðàììó íàïðÿæåíèé

Ðèñ. 2: Óñëîâíàÿ äèàãðàììà íàïðÿæåíèé

σ = f(ε) , σ ≡
P

F0

, ε =
l − l0

l0
(1.1)

Äèàãðàììà íàïðÿæåíèé, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñóíêå 2, ÿâëÿåòñÿ óñëîâíîé íå òîëüêî
èç-çà îïðåäåëåíèÿ óñëîâíîãî íàïðÿæåíèÿ, íî è èç-çà òîãî, ÷òî îíà íå ñîîòâåòñòâóåò íè
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îäíîìó èç ìàòåðèàëîâ. Íà ýòîé äèàãðàììå îáîçíà÷åíû òèïè÷íûå ñèòóàöèè, êîòîðûå
ìîãóò áûòü ó ðåàëüíûõ ìàòåðèàëîâ. Îäíàêî ðàçíîîáðàçèå ìàòåðèàëîâ ñòîëü âåëèêî,
÷òî ìîãóò áûòü è òàêèå, êîòîðûå íå âëåçàþò â îáîçíà÷åííûå ðàìêè. Ïðèìåðîì ìîæåò
ñëóæèòü ÷óãóí, ó êîòîðîãî çàâèñèìîñòü íàïðÿæåíèÿ îò äåôîðìàöèè ïðè ðàñòÿæåíèè
ïðàêòè÷åñêè ñ íóëÿ ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé [1, ñòð. 51], ïðè ýòîì äåôîðìàöèÿ äî ðàçðó-
øåíèÿ ñîñòàâëÿåò íå áîëåå 0.5%. Ïðè ñæàòèè äåôîðìàöèè òàêæå ìàëû, íî ïðåäåëüíîå
ðàçðóøàþùåå íàïðÿæåíèå íàìíîãî áîëüøå ïðåäåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ ïðè ðàñòÿæåíèè.

Â óñëîâíîé äèàãðàììå óñëîâíîå íàïðÿæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñèëà îòíå-
ñ¼ííàÿ ê ïåðâîíà÷àëüíîé ïëîùàäè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ.

Â èñòèííîé äèàãðàììå èñòèííîå íàïðÿæåíèå ðàâíî îòíîøåíèþ äåéñòâóþ-
ùåé ñèëû ê ïëîùàäè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ â íàèáîëåå ñóæåííîì ìåñòå (øåé-
êå, ðèñóíîê 1ñ).

Èñòèííàÿ äèàãðàììà ïðåäñòàâëÿåò ñâÿçü ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè è äåôîðìàöèÿìè
âïëîòü äî ðàçðûâà. Íà íà÷àëüíûõ ýòàïàõ óñëîâíàÿ è èñòèííàÿ äèàãðàììû ìàëî îòëè-
÷àþòñÿ. Â óñëîâíîé äèàãðàììå, ïîñëå îáðàçîâàíèÿ øåéêè, ñèëó óìåíüøàþò, ñëåäîâà-
òåëüíî íà äèàãðàììå ïîñëå ìàêñèìàëüíîé òî÷êè E èä¼ò ïàäàþùèé ó÷àñòîê (ðèñ. 2).
Â èñòèííîé äèàãðàììå ïàäàþùåãî ó÷àñòêà íåò, òî åñòü, ðàñòÿãèâàþùåå íàïðÿæåíèå â
øåéêå ðàñò¼ò âïëîòü äî ðàçðûâà.

1.3 Îïèñàíèå äèàãðàììû íàïðÿæåíèé.

1.3.1 Ó÷àñòîê ëèíåéíîé è íåëèíåéíîé óïðóãîñòè. Ïðåäåë óïðóãîñòè. Ó
áîëüøèíñòâà ìàòåðèàëîâ âíà÷àëå íàãðóæåíèÿ çàâèñèìîñòü íàïðÿæåíèÿ îò äåôîðìà-
öèè ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé âïëîòü äî òî÷êè A. Òàêèì îáðàçîì, íà äèàãðàììå tgφ = σ/ε =
E = const. � ìîäóëü Þíãà. Åñëè îò òî÷êè A íà÷àòü ðàçãðóçêó, òî îíà ïîéäåò ïî
ïðÿìîé OA äî íóëÿ. Ó÷àñòîê OA íàçûâàåòñÿ ó÷àñòêîì ëèíåéíîé óïðóãîñòè. Íàïðÿ-
æåíèå σï íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè.

Äàëåå íà äèàãðàììå âûäåëÿåòñÿ íåáîëüøîé íåëèíåéíûé ó÷àñòîê AU, ãäå ñâÿçü íà-
ïðÿæåíèé ñ äåôîðìàöèÿìè íåëèíåéíà(ó÷àñòîê íåëèíåéíîé óïðóãîñòè), íî ðàçãðóç-
êà, òåì íå ìåíåå, èä¼ò ïðî êðèâîé UAO äî íóëÿ, áåç îñòàòî÷íîé äåôîðìàöèè.

1.3.2 Ïëîùàäêà òåêó÷åñòè. Ïðåäåë òåêó÷åñòè. Çóá òåêó÷åñòè. Ñðàçó ïîñëå
òî÷êè U è äî êîíöà íà÷èíàåòñÿ ó÷àñòîê ïëàñòè÷íîñòè, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåòñÿ
òåì, ÷òî ïîñëå ðàçãðóçêè (óìåíüøåíèå íàïðÿæåíèé äî íóëÿ) â îáðàçöå îñòà-
¼òñÿ äåôîðìàöèÿ � ïëàñòè÷åñêàÿ äåôîðìàöèÿ.

Íà ó÷àñòêå ïëàñòè÷íîñòè èìåþòñÿ ñâîè õàðàêòåðíûå çîíû. Ó ïëàñòè÷íûõ ìàòåðèà-
ëîâ, ïîñëå òî÷êè B, èäåò ïëîùàäêà òåêó÷åñòè BD. Ñîñòîÿíèå òåêó÷åñòè õàðàêòå-
ðèçóåòñÿ òåì, ÷òî ïðè ïîñòîÿííîì íàïðÿæåíèè ðàñò¼ò äåôîðìàöèÿ. Íàïðÿ-
æåíèå σs, ïðè êîòîðîì íà÷èíàåòñÿ òå÷åíèå íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì òåêó÷åñòè.

Íà äèàãðàììå ïëîùàäêà òåêó÷åñòè èçîáðàæåíà äîñòàòî÷íî ïðîòÿæåííîé. Íà ñà-
ìîì äåëå, ó íåêîòîðûõ ìàòåðèàëîâ, ïëîùàäêà òåêó÷åñòè ëèáî î÷åíü ìàëà, ëèáî îíà
âîâñå îòñóòñòâóåò. Â ýòîì ñëó÷àå çà ïðåäåë òåêó÷åñòè óñëîâíî ïðèíèìàåòñÿ σs = σ0.2,
ãäå σs = σ0.2 � íàïðÿæåíèå, ïðè ðàçãðóçêå îò êîòîðîãî îñòàòî÷íàÿ äåôîðìàöèÿ ðàâíà
εp = 0.2% = 0.002 .

Íà äèàãðàììå (ðèñ. 2) ïîñëå ïðåäåëà òåêó÷åñòè ñèíèì ïóíêòèðîì èçîáðàæåí, òàê
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íàçûâàåìûé "çóá òåêó÷åñòè". Îí õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî ïðè äîñòèæåíèè ïðåäåëà
òåêó÷åñòè âîçìîæåí íåêîòîðûé ðîñò íàïðÿæåíèÿ, à çàòåì ðåçêîå ïàäåíèå äî ïðåäåëà
òåêó÷åñòè. Â êíèãå [2, ñòð. 31] ýòî ÿâëåíèå îáúÿñíÿåòñÿ ñòðóêòóðíîé ïåðåñòðîéêîé â
ìàòåðèàëå.

1.3.3 Àääèòèâíîñòü óïðóãîé è ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè. Åñëè ó÷àñòêå äèà-
ãðàììûUBCD, íàïðèìåð, îò òî÷êèK íà ïëîùàäêå òåêó÷åñòè íà÷àòü ðàçãðóçêó, òî îíà
ïîéäåò ïðàêòè÷åñêè ïî ïðÿìîé KK′ ïàðàëëåëüíîé OA. Îòðåçîê K′K′′ ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé óïðóãóþ äåôîðìàöèþ εy, êîòîðàÿ ïîëíîñòüþ ñíèìàåòñÿ ïðè ðàçãðóçêå. Îñòà¼òñÿ
ïëàñòè÷åñêàÿ äåôîðìàöèÿ, ïðåäñòàâëåííàÿ îòðåçêîì OK′ = εp. Òàêèì îáðàçîì, ïîë-
íàÿ äåôîðìàöèÿ OK′′ ðàâíà ñóììå óïðóãîé è ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè, òî
åñòü

ε = εy + εp (1.2)

1.3.4 Ýôôåêò Áàóøèíãåðà. Åñëè èç òî÷êè U ðàçãðóçèòü îáðàçåö äî íóëÿ, à ïî-
òîì ñæèìàòü åãî, òî êðèâàÿ ñæàòèÿ OB′ â òî÷íîñòè ïîâòîðèò êðèâóþ ðàñòÿæåíèÿ OB.
Òî åñòü, ïðåäåë òåêó÷åñòè íà ñæàòèå áóäåò ðàâåí ïðåäåëó òåêó÷åñòè ïðè ðàñ-
òÿæåíèè. Åñëè æå èç òî÷êè K′ (òî åñòü ïîñëå ïîëíîé ðàçãðóçêè) íà÷àòü ñæèìàòü
îáðàçåö äî òî÷êè N ′ íà÷àëà òåêó÷åñòè ïðè ñæàòèè, òî íîâûé ïðåäåë òåêó÷åñòè íà ñæà-
òèå áóäåò ìåíüøå ïðåäåëà òåêó÷åñòè íà ðàñòÿæåíèå σ′

s < σs. Â ýòîì ñîñòîèò ýôôåêò
Áàóøèíãåðà

1.3.5 Ðàçãðóçêà è ïîâòîðíîå íàãðóæåíèå. Ïåòëÿ ãèñòåðåçèñà. Ïîâòîðíîå íà-
ãðóæåíèå èç òî÷êèK′ ñíîâà ïðèâîäèò íàñ â òî÷êóK. Ïðè ýòîì, íîâûé ïðåäåë óïðó-
ãîñòè ñòàíîâèòñÿ áîëüøå ïåðâîíà÷àëüíîãî!

Ðåàëüíî ïðîöåññ ðàçãðóçêè è ïîâòîðíàÿ íàãðóçêà èä¼ò ïî íåëèíåéíîìó çàêîíó. Íà
ðèñóíêå 2 òðàåêòîðèÿ ðåàëüíîé ðàçãðóçêè è ïîâòîðíîé íàãðóçêè èçîáðàæåíà èçîáðà-
æåíà òî÷êàìè. Ïåòëÿ, îáðàçîâàííàÿ ýòèìè äâóìÿ êðèâûìè íàçûâàåòñÿ ïåòë¼é
Ãèñòåðåçèñà.

1.3.6 Ýôôåêò óïðî÷íåíèÿ ìàòåðèàëà. Åñëè ïðîäîëæèòü íàãðóæåíèå, òî âûé-
äåì íà ó÷àñòîêDE äèàãðàììû íàïðÿæåíèé. Ýòîò ó÷àñòîê íàçûâàåòñÿ ó÷àñòêîì óïðî÷-
íåíèÿ. Ïðè ðàçãðóçêå èç êàêîé ëèáî òî÷êè L ó÷àñòêà DE è ïîâòîðíîé íàãðóçêå ìû
ñíîâà ïðèõîäèì â òî÷êó L. Ýòî óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ïðåäåë òåêó÷åñòè ìàòåðèàëà
ïðè åãî ïðåäâàðèòåëüíîì äåôîðìèðîâàíèè çà èñõîäíûì ïðåäåëîì óïðóãî-
ñòè ïðèâîäèò ê ïîâûøåíèþ ðàáî÷åãî ïðåäåëà óïðóãîñòè è, ñîîòâåòñòâåííî,
ïðåäåëà òåêó÷åñòè ïðè ïîâòîðíîì íàãðóæåíèè. Â ýòîì çàêëþ÷àåòñÿ ýôôåêò
óïðî÷íåíèÿ.

1.3.7 Äåôîðìàöèîííàÿ àíèçîòðîïèÿ. Åù¼ îäíî èíòåðåñíîå ñâîéñòâî ìîæíî èç-
âëå÷ü èç àíàëèçà äèàãðàììû íàïðÿæåíèé. Äëÿ ýòîãî íóæíî ðàññìîòðåòü ïðîöåññ ðàç-
ãðóçêè èç íåêîòîðîé òî÷êè L ó÷àñòêà óïðî÷íåíèÿ. Ðàçãðóçêà èä¼ò ïðèáëèçèòåëüíî ïî
ëèíèè LL′ ïàðàëëåëüíîé ëèíèè OA.

Åñëè óãîë φ ̸= φ′, òî èìååò ìåñòî äåôîðìàöèîííàÿ àíèçîòðîïèÿ.

1.3.8 Ïðåäåë ïðî÷íîñòè. Îðäèíàòà σB ìàêñèìàëüíîé òî÷êè E íà äèàãðàììå íà-
ïðÿæåíèÿ íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïðî÷íîñòè, èëè èíà÷å ïðåäåëîì âðåìåííîãî ñîïðîòèâ-
ëåíèÿ (ñìûñë ýòîãî âòîðîãî îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ïðî÷íîñòè íå ÿñåí). Ïðåäåë ïðî÷-
íîñòè ïðè ðàñòÿæåíèè ðàâåí ìàêñèìàëüíîé ðàñòÿãèâàþùåé ñèëå ïîäåë¼ííîé
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íà èñõîäíóþ ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ îáðàçöà. Ïîäðîáíåå îá ýòîì [3, ñòð.
130]

1.4 Âûâîäû èç àíàëèçà äèàãðàìì ðàñòÿæåíèÿ.

Ïðè ìàëûõ äåôîðìàöèÿõ ïîðÿäêà 0.3 − 0.5%, äèàãðàììà ëèíåéíàÿ è ñâÿçü ìåæäó
íàïðÿæåíèåì è äåôîðìàöèåé òàêæå ëèíåéíàÿ. Ïðè äàëüíåéøåì äåôîðìèðîâàíèè âîç-
íèêàþò ïëàñòè÷åñêèå äåôîðìàöèè, êîòîðûå ïðè ðàçãðóçêå îñòàþòñÿ â òåëå. Ýòè äåôîð-
ìàöèè ñóùåñòâåííî áîëüøå óïðóãèõ è ñîñòàâëÿþò 10−20%. Ñâÿçü ìåæäó íàïðÿæåíèåì
è äåôîðìàöèåé ñóùåñòâåííî íåëèíåéíàÿ.

2 Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ òåîðèè íàïðÿæåíèé.

2.1 Òåíçîð íàïðÿæåíèé.

Ñëîæíîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå â êàæäîé òî÷êå òåëà îïèñûâàåòñÿ òåíçîðîì íàïðÿ-
æåíèé σ˜ , êîòîðûé â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ â êàæäîì èç ÷åòûð¼õ äèàäíûõ áàçèñîâ
ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñâîèìè êîìïîíåíòàìè

σ˜ = σij e⃗i ⊗ e⃗j = σij e⃗
i ⊗ e⃗ j = σ·j

i· e⃗
i ⊗ e⃗j = σi·

·j e⃗ i ⊗ e⃗ j

Áàçèñ ñ íèæíèìè èíäåêñàìè e⃗i ⊗ e⃗j íàçûâàåòñÿ êîâàðèàíòíûì äèàäíûì áàçèñîì,
à áàçèñ ñ âåðõíèìè èíäåêñàìè e⃗ i ⊗ e⃗ j � êîíòðàâàðèàíòíûì äèàäíûì áàçèñîì. Ñîîò-
âåòñòâåííî, σij è σij íàçûâàþòñÿ êîíòðàâàðèàíòíûìè è êîâàðèàíòíûìè êîìïîíåíòàìè
òåíçîðà íàïðÿæåíèé. Áàçèñû e⃗ i ⊗ e⃗ j è e⃗ i ⊗ e⃗j íàçûâàþòñÿ ñìåøàííûìè äèàäíûìè áà-
çèñàìè [4], à σ·j

i· è σi·
·j � ñìåøàííûìè êîìïîíåíòàìè òåíçîðà íàïðÿæåíèé.

Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ðàçíèöà ìåæäó êîâàðèàíòíûìè è êîíòðàâàðèàíòíûìè
êîìïîíåíòàìè èñ÷åçàåò.

2.2 Èíâàðèàíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé.

Èíâàðèàíòàìè íàçûâàþòñÿ êîìáèíàöèè èç êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé, êîòî-
ðûå íå èçìåíÿþòñÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèè êîîðäèíàò. Èç òåîðåìû Ãàìèëüòîíà-Êåëè
ñëåäóåò, ÷òî âñÿêèé ñèììåòðè÷íûé òåíçîð èìååò òîëüêî òðè íåçàâèñèìûõ
èíâàðèàíòà [4, ñòð.]

J1 = σi
i , J2 = σi·

·jσ
j·
·i , J3 = σi·

·kσ
k·
·j σ

j·
·i (2.1)

Â ïðÿìîóãîëüíûõ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ âñå èíäåêñû îïóñêàþòñÿ âíèç

J1 = σii , J2 = σijσij , J3 = σikσkjσij (2.2)

Âìåñòî èíâàðèàíòîâ J1, J2, J3 ìîæíî ââåñòè äðóãèå èíâàðèàíòû, èìåþùèå ôèçè÷å-
ñêèé ñìûñë

σ = 1
3
J1 = 1

3
σii � ñðåäíåå ãèäðîñòàòè÷åñêîå íàïðÿæåíèå , (2.3)

s =
√
sijsij =

√
(σij − σδij)(σij − σδij) =

√
J2 +

1
3
J2
1 � ìîäóëü

äåâèàòîðà íàïðÿæåíèé , (2.4)

σu =
√

3
2
sijsij � èíòåíñèâíîñòü íàïðÿæåíèé =
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= 1√
2

√
(σ11 − σ22)2 + (σ22 − σ33)2 + (σ33 − σ11)2 + 6(σ2

12 + σ2
13 + σ2

23) , (2.5)

T =
√

1
2
sijsij = 1√

3
σu � èíòåíñèâíîñòü êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé (2.6)

Ïîíÿòèå îá èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé áûëî ââåäåíî À.À. Èëüþøèíûì [5, ñòð. 30].
Êîýôôèöèåíò 3/2 â âûðàæåíèè (2.5) ïîäîáðàí òàê, ÷òîáû ïðè ïðîñòîì ðàñ-
òÿæåíèè èíòåíñèâíîñòü íàïðÿæåíèé ñîâïàäàëà ñ ðàñòÿãèâàþùèì íàïðÿæå-
íèåì, íàïðèìåð

σij = 0 (ij ̸= 11) ⇒ σu = 1√
2

√
2σ2

11 = σ11

Êîýôôèöèåíò 1/2 â âûðàæåíèè (2.6) äëÿ èíòåíñèâíîñòè êàñàòåëüíûõ íà-
ïðÿæåíèé âûáðàí òàê, ÷òîáû ïðè ïðîñòîì ñäâèãå èíòåíñèâíîñòü ñäâèãà ðàâ-
íÿëàñü âåëè÷èíå ñäâèãîâîãî íàïðÿæåíèÿ. Â ñàìîì äåëå: ïóñòü âñå σij = 0, êðîìå
σ12 = σ21 ̸= 0, òîãäà

σu = 1√
2

√
6σ2

12 =
√
3σ12 ⇒ T = 1√

3
σu = σ12

2.3 Íàïðàâëÿþùèé òåíçîð íàïðÿæåíèé.

Íàïðàâëÿþùèé òåíçîð � ýòî áåçðàçìåðíûé òåíçîð s̄ij, êîìïîíåíòû êîòîðîãî îïðå-
äåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå:

s̄ij =
sij
s

(2.7)

Î÷åâèäíî, ÷òî êîìïîíåíòû íàïðàâëÿþùåãî òåíçîðà óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ:

s̄ij s̄ij =
sij
s

sij
s

=

(√
sijsij

)2
s2

=
s2

s2
= 1

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íàïðàâëÿþùèé òåíçîð èìååò 4 íåçàâèñèìûå êîìïîíåíòû.

2.4 Ñêàëÿðíûå è âåêòîðíûå õàðàêòåðèñòèêè íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ.

Ñêàëÿðû s è σ íàçûâàþòñÿ ñêàëÿðíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè íàïðÿæåííî-
ãî ñîñòîÿíèÿ, à s̄ij � âåêòîðíûìè. Çíàÿ ýòè õàðàêòåðèñòèêè ìîæíî íàéòè òåíçîð
íàïðÿæåíèé

σij = ss̄ij + σδij (2.8)

Òàêèì îáðàçîì, 6 êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé â êàæäîé òî÷êå òåëà
âûðàæàþòñÿ ÷åðåç 2 ñêàëÿðíûå âåëè÷èíû s è σ, èìåþùèå ðàçìåðíîñòü

íàïðÿæåíèé, è 4 áåçðàçìåðíûå âåêòîðíûå âåëè÷èíû.

2.5 Ïîíÿòèå î ïðîñòîì è ñëîæíîì íàãðóæåíèè.

Ïîíÿòèå î ïðîñòîì è ñëîæíîì íàãðóæåíèè ââ¼ë À.À. Èëüþøèí. Íàãðóæåíèå â
òî÷êå òåëà íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè âñå êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé
ïðîïîðöèîíàëüíû îäíîìó ñêàëÿðíîìó ïàðàìåòðó λ. Â ýòîì ñëó÷àå ìåíÿþòñÿ
ïðîïîðöèîíàëüíî λ òîëüêî ñêàëÿðíûå õàðàêòåðèñòèêè íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ, à âåê-
òîðíûå îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè.

σij = σ0
ijλ = (s0λ) s̄0ij + (σ0λ) δij (2.9)
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3 Ýëåìåíòû òåîðèè äåôîðìàöèé.

Äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå òåëà â êàæäîé òî÷êå õàðàêòåðèçóåòñÿ ñèììåòðè÷íûì
òåíçîðîì äåôîðìàöèé, êîòîðûé òàê æå êàê è òåíçîð íàïðÿæåíèé ðàçëàãàåòñÿ â êðèâî-
ëèíåéíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïî îäíîìó èç äèàäíûõ áàçèñîâ

ε˜ = εij e⃗i ⊗ e⃗j = εij e⃗
i ⊗ e⃗ j = ε·ji· e⃗

i ⊗ e⃗j = εi··j e⃗ i ⊗ e⃗ j

3.1 Èíâàðèàíòû òåíçîðà äåôîðìàöèé.

Òåíçîð äåôîðìàöèé, òàêæå êàê è òåíçîð íàïðÿæåíèé, èìååò òðè íåçàâèñèìûõ èíâà-
ðèàíòà

I1 = εii , I2 = εi··jε
j·
·i , I3 = εi··kε

k·
·j ε

j·
·i (3.1)

3.2 Âûðàæåíèå äåôîðìàöèé ÷åðåç ïåðåìåùåíèÿ.

Â ëàãðàíæåâîì ïîäõîäå êîìïîíåíòû òåíçîðà äåôîðìàöèé âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîì-
ïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèé ui ïî ôîðìóëàì Ãðèíà

εij =
1

2

(
∇jui +∇iuj +∇iu

k∇juk

)
, (3.2)

ãäå∇i � ñèìâîë êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé. Â ïðÿìîóãîëüíûõ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ
ðàçíèöà ìåæäó âåðõíèìè è íèæíèìè èíäåêñàìè èñ÷åçàåò è êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ
ñòàíîâèòñÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ∇iuj =

∂uj

∂xi
= uj,i. Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëû Ãðèíà

ïðèíèìàþò âèä:

εij =
1

2

(
ui,j + uj,i + uk,iuk,j

)
(3.3)

3.3 Ñëó÷àé ìàëûõ äåôîðìàöèé. Äèëàòàöèÿ.

Ïðè ìàëûõ äåôîðìàöèÿõ, òî åñòü êîãäà |ui,j| ≪ 1 íåëèíåéíûå ÷ëåíû â ôîðìóëå (3.3)
ìîæíî îòáðîñèòü è ôîðìóëû Ãðèíà ïåðåõîäÿò â ôîðìóëû Êîøè

εij =
1

2

(
ui,j + uj,i

)
(3.4)

Ïåðâûé èíâàðèàíò òåíçîðà äåôîðìàöèé ïðè ìàëûõ äåôîðìàöèÿõ îáîçíà÷àåòñÿ ÷å-
ðåç ε. Îí èìååò ñìûñë îòíîñèòåëüíîãî èçìåíåíèÿ îáú¼ìà è íàçûâàåòñÿ äèëàòàöèåé

ε = εii = div u⃗ ≈ dV − dV0

dV0

(3.5)

Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ìàëûå äåôîðìàöèè

3.4 Äåâèàòîð äåôîðìàöèé. Mîäóëü äåâèàòîðà äåôîðìàöèé è íàïðàâëÿþ-
ùèé âåêòîð äåôîðìàöèé.

Îïðåäåëèì äåâèàòîð äåôîðìàöèé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

eij = εij − 1
3
εδij (3.6)

Äåâèàòîð äåôîðìàöèé èìååò 5 íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò, ïîñêîëüêó

eii = εii − 1
3
εjjδii = εii − εjj = 0 (3.7)
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Ìîäóëü òåíçîðà äåôîðìàöèé îïðåäåëèì òàêæå êàê è â ñëó÷àå òåíçîðà íàïðÿæåíèé

e =
√
eijeij =

√
(εij − 1

3
εδij)(εij − 1

3
εδij) =

=
1√
3

√
(ε11 − ε22)2 + (ε22 − ε33)2 + (ε33 − ε11)2 + 6(ε212 + ε213 + ε223)

(3.8)

Íàïðàâëÿþùèé âåêòîð äåôîðìàöèé

ēij =
eij
e

(3.9)

Íàïðàâëÿþùèé âåêòîð äåôîðìàöèé èìååò âñåãî ëèøü 4 íåçàâèñèìûå êîìïîíåíòû, âñëåä-
ñòâèå äâóõ ðàâåíñòâ

ēii = 0 , ēij ēij = 1 (3.10)

3.5 Ñêàëÿðíûå è âåêòîðíûå õàðàêòåðèñòèêè äåôîðìàöèè.

Äâå ôóíêöèè ε è e íàçûâàþòñÿ ñêàëÿðíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè äåôîðìàöèè, à íà-
ïðàâëÿþùèé òåíçîð ēij ñ ÷åòûðüìÿ íåçàâèñèìûìè êîìïîíåíòàìè íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì
äåôîðìàöèè. ×åðåç ýòè øåñòü âåëè÷èí ìîæíî âûðàçèòü âñå øåñòü êîìïîíåíò òåíçîðà
äåôîðìàöèé ïî ôîðìóëå

εij = e ēij +
1
3
εδij (3.11)

3.6 Èíòåíñèâíîñòü äåôîðìàöèé.

Â âûðàæåíèè (2.5) äëÿ èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé σu êîýôôèöèåíò 3/2 âûáðàí òàê,
÷òîáû ïðè ïðîñòîì ðàñòÿæåíèè èíòåíñèâíîñòü íàïðÿæåíèé ðàâíÿëàñü ðàñòÿãèâàþùåìó
íàïðÿæåíèþ. Ïîïðîáóåì ââåñòè ïîõîæèì ñïîñîáîì èíòåíñèâíîñòü äåôîðìàöèé, òî åñòü
îïðåäåëèì εu êàê âåëè÷èíó ïðîïîðöèîíàëüíóþ ìîäóëþ äåâèàòîðà äåôîðìàöèè

εu = Ce =
√
eijeij =

=
C√
3

√
(ε11 − ε22)2 + (ε22 − ε33)2 + (ε33 − ε11)2 + 6(ε212 + ε213 + ε223)

(3.12)

Êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè C òàê, ÷òîáû ïðè îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè èíòåí-
ñèâíîñòü äåôîðìàöèé ðàâíÿëàñü ïðîäîëüíîé äåôîðìàöèè ε11. Â ýòîì ñëó÷àå, êðîìå
ïðîäîëüíîé äåôîðìàöèè, èìååòñÿ ïîïåðå÷íàÿ äåôîðìàöèÿ

ε22 = ε33 = −νε11 , ε12 = ε13 = ε23 = 0

Îòñþäà è èç (3.12) ïîëó÷àåì

εu =
C√
3

√
2(1 + ν)2ε211 = C

√
2
3
(1 + ν)ε11 = ε11 ⇒ C =

√
3
2

1
1+ν

(3.13)

3.7 Èíòåíñèâíîñòü äåôîðìàöèé äëÿ ïëàñòè÷åñêè íåñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà.
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Â ýòîì ñëó÷àå êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ν = 1/2, òîãäà C =
√

2/3. Ñëåäîâàòåëüíî,
äëÿ ïëàñòè÷åñêè íåñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà

εu =
√

2
3
e =

√
2
3

√
eijeij =

=

√
2

3

√
(ε11 − ε22)2 + (ε22 − ε33)2 + (ε33 − ε11)2 + 6(ε212 + ε213 + ε223)

(3.14)

Ïðè ïðîñòîì ðàñòÿæåíèè

ε22 = ε33 = −1
2
ε11 , ε12 = ε13 = ε23 = 0 ⇒ εu = ε11

3.8 Àêòèâíîå íàãðóæåíèå è ðàçãðóçêà.

Ïðîöåññ äåôîðìàöèè â òî÷êå òåëà ñ÷èòàåòñÿ àêòèâíûì, åñëè σu â ýòîé òî÷êå â äàí-
íûé ìîìåíò íàãðóæåíèÿ èìååò çíà÷åíèå ïðåâûøàþùåå âñå åãî ïðåäøåñòâóþùèå çíà÷å-
íèÿ. Åñëè σu ìåíüøå õîòÿ áû îäíîãî èç ïðåäøåñòâóþùèõ çíà÷åíèé, òî òàêîé ïðîöåññ
ÿâëÿåòñÿ ïàññèâíûì è íàçûâàåòñÿ ðàçãðóçêîé.

sijdε
p
ij > 0 � ÍÀÃÐÓÇÊÀ , sijdε

p
ij 6 0 � ÐÀÇÃÐÓÇÊÀ (3.15)

4 Òåîðèÿ ìàëûõ óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé À.À.

Èëüþøèíà.

Îñíîâíîå îòëè÷èå óêàçàííîé òåîðèè îò òåîðèè óïðóãîñòè çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäå-
ëÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿõ, ñâÿçûâàþùèõ íàïðÿæåíèÿ è äåôîðìàöèè. Ïðè ýòîì äåëàþòñÿ
ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ:

4.1 Îñíîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ è ãèïîòåçû ÒÌÓÏÄ.

Òåîðèÿ ìàëûõ óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé îñíîâàíà íà òð¼õ îñíîâíûõ ïðåä-
ïîëîæåíèÿõ

4.1.1 I. Ïëàñòè÷åñêàÿ íåñæèìàåìîñòü.

Ïëàñòè÷åñêàÿ íåñæèìàåìîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ïåðåõîäå â ïëàñòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå
ìàòåðèàë ñòàíîâèòñÿ íåñæèìàåìûì

εii = ε11 + ε22 + ε33 = 0 (4.1)

4.1.2 II. Ãèïîòåçà åäèíîé êðèâîé.

Ïðè ëþáîì ÍÄÑ â àêòèâíîì ïðîöåññå èíòåíñèâíîñòü íàïðÿæåíèé ÿâëÿåòñÿ âçàèì-
íîîäíîçíà÷íîé ôóíêöèåé èíòåíñèâíîñòè äåôîðìàöèé

σu = f(εu) , εu = f−1(σu) (4.2)
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Â îáëàñòè óïðóãîñòè f(εu) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé îäíîðîäíîé ôóíêöèåé, òî åñòü

σu = 3µεu , (4.3)

ãäå µ � óïðóãèé ìîäóëü ñäâèãà.
Ïðè ÷èñòîì ñäâèãå â óïðóãîé îáëàñòè σ12 ̸= 0 è ε12 ̸= 0. Ñëåäîâàòåëüíî σu =

√
3σ12

è εu = 2ε12/
√
3. Òîãäà èç ôîðìóëû (4.3) ïîëó÷àåòñÿ çàêîí Ãóêà ïðè ñäâèãå σ12 = 2µε12.

Ïðè ïðîñòîì ðàñòÿæåíèè â óïðóãîé îáëàñòè σu = σ11 è εu = 2(1 + ν)ε11/3. Èç
ôîðìóëû (4.3) ïîëó÷àåì:

σ11 = 3µεu = 3µ
2(1 + ν)

3
ε11 = 2µ(1 + ν)ε11 = Eε11 ,

ãäå E = 2µ(1 + ν) � ìîäóëü Þíãà, âûðàæåííûé ÷åðåç ìîäóëü ñäâèãà è êîýôôèöèåíò
Ïóàññîíà â óïðóãîé îáëàñòè. Òàêèì îáðàçîì, îïÿòü èç ôîðìóëû (4.3) ïîëó÷åí çàêîí
Ãóêà ïðè ïðîñòîì ðàñòÿæåíèè.

4.1.3 III. Íàïðàâëÿþùèå òåíçîðû íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé.

s̄ij = ēij ⇒ sij
s

=
eij
e

⇒ sij =
s

e
eij (4.4)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

s =
√

2
3
σu , e =

√
3
2
εu ,

ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñâÿçü ìåæäó äåâèàòîðàìè:

sij =
2σu

3εu
eij ⇒ sij =

2f(εu)

3εu
eij (4.5)

Â ýòîé ôîðìóëå çàâèñèìîñòü f(εu) � ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ (ëèáî àíàëè-
òè÷åñêàÿ) êðèâàÿ ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé óñëîâíóþ äèàãðàììó íàïðÿæåíèé
ïðè ïðîñòîì ðàñòÿæåíèè îáðàçöà.

4.2 Ôóíêöèÿ ïëàñòè÷íîñòè À.À. Èëüþøèíà.

Ôîðìóëó (4.5) óäîáíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

sij = 2µ
[
1 − ω(εu)]eij , (4.6)

ãäå ω(εu) � ôóíêöèÿ ïëàñòè÷íîñòè À.À. Èëüþøèíà

ω(εu) = 1 −
f(εu)

3µεu
= 1 −

σu

3µεu
(4.7)

4.3 Íåðàâåíñòâî äëÿ ôóíêöèè ïëàñòè÷íîñòè.

Íà óïðóãîì ó÷àñòêå ôóíêöèÿ ïëàñòè÷íîñòè òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ
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Â ñàìîì äåëå, ñîãëàñíî (4.3), íà óïðóãîì ó÷àñòêå σu = 3µεu. Òîãäà

ω = 1− σu

3µεu
= 1− 3µεu

3µεu
= 1− 1 = 0

Íà íåëèíåéíîì ó÷àñòêå ôóíêöèÿ ïëàñòè÷íîñòè ìåíüøå åäèíèöû, òî åñòü

0 6 ω(εu) 6 1 (4.8)

Ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (4.8) âûòåêàåò èç ãèïîòåçû åäèíîé êðèâîé (4.2), ñîãëàñíî
êîòîðîé σu = f(εu) è åñòü äèàãðàììà íàïðÿæåíèé (ðèñ. 2) ïðè ïðîñòîì ðàñòÿæåíèè. Êàê
âèäíî èç ðèñóíêà ôîðìóëû (4.3) âñÿ êðèâàÿ σu(εu) ïîñëå òî÷êè A � ïðåäåëà ïðîïîð-
öèîíàëüíîñòè, ëåæèò íèæå ïðÿìîé OR. Òàêèì îáðàçîì, σu(εu) < 3µεu, ñëåäîâàòåëüíî,
σu/(3µεu) < 1. Îòñþäà è èç ôîðìóëû (4.7), êàê ðàç è ñëåäóåò ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà
(4.8).

5 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ÒÌÓÏÄ.

5.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.

5.1.1 Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿþòñÿ îäèíàêîâûìè, êàê
â òåîðèè óïðóãîñòè, òåîðèè âÿçêîóïðóãîñòè, òàê è â ÒÌÓÏÄ

σij,j + Xi(x) = 0 (5.1)

5.1.2 Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ïðè àêòèâíîì è ïàññèâíîì íàãðóæåíèè.
Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ïðè àêòèâíîì íàãðóæåíèè çàïèñûâàþòñÿ â âèäå äâóõ ñîîò-
íîøåíèé. Ïåðâîå èç íèõ � ñâÿçü äåâèàòîðà íàïðÿæåíèé ñ äåâèàòîðîì äåôîðìàöèé. Âòî-
ðîå ñîîòíîøåíèé âûðàæàåò óïðóãèé çàêîí ñâÿçè ãèäðîñòàòè÷åñêîãî íàïðÿæåíèÿ ñ îò-
íîñèòåëüíûì èçìåíåíèåì îáú¼ìà (äèëàòàöèåé). Ýòî âòîðîå ñîîòíîøåíèå îäèíàêîâî ïðè
íàãðóçêå è ðàçãðóçêå. Ïðè àêòèâíîì íàãðóæåíèè, ñîãëàñíî (3.15), sijdε

p
ij = sijdeij > 0

sij = 2µ
(
1 − ω(εu)

)
eij , σ = Kε (5.2)

Ïðè ðàçãðóçêå, òî åñòü ïðè sijdε
p
ij = sijdeij 6 0, íà÷èíàÿ ñ äîñòèãíóòûõ çíà÷åíèé s∗ij

è e∗ij ñâÿçü ìåæäó äåâèàòîðàìè ñòàíåò ëèíåéíîé [6, ñòð. 36]

sij − s∗ij = 2µ(eij − e∗
ij) (5.3)

5.1.3 Ñîîòíîøåíèÿ Êîøè è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Ñîîòíîøåíèÿ Êîøè

εij =
1
2

(
ui,j + uj,i

)
, ε = uk,k ,

eij = εij − 1
3
εδij =

1
2

(
ui,j + uj,i

)
− 1

3
uk,kδij

(5.4)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñìåøàííîãî òèïà

ui

∣∣
Σu

= u0
i , σijnj

∣∣
Σp

=
(
sij + σδij

)
nj

∣∣
Σp

= p0i (5.5)
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5.1.4 Äðóãàÿ çàïèñü îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé. Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøå-
íèÿ â âèäå äâóõ íåçàâèñèìûõ âûðàæåíèé (5.2) íå âñåãäà óäîáíû. Èõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü
åäèíîé ôîðìóëîé

σij =sij + σδij = 2µ(1− ω)
)(
εij − 1

3
εδij

)
+Kεδij =

=
[
K − 2

3
µ(1− ω)

]
εδij + 2µ(1− ω)εij =

(
λ+ 2

3
µω

)
εδij + 2µ(1− ω)εij =

= λεδij + 2µεij − 2µω
(
εij − 1

3
εδij

)
=

(
λδijδkl + 2µ∆ijkl

)
εkl − 2µωIijklεkl =

= Cijklεkl − 2µωIijklεkl = Cijklεkl − 2µωeij ,

(5.6)

ãäå Cijkl = λδijδkl + 2µ∆ijkl � òåíçîð ìîäóëåé óïðóãîñòè îäíîðîäíîãî èçîòðîïíîãî ìà-
òåðèàëà, Iijkl = ∆ijkl − 1

3
δijδkl � òåíçîð ÷åòâ¼ðòîãî ðàíãà, âûäåëÿþùèé òåíçîð-äåâèàòîð

èç ëþáîãî ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà.

5.2 Ìåòîä óïðóãèõ ðåøåíèé À.À. Èëüþøèíà.

Ôîðìóëà (5.6) èñïîëüçóåòñÿ â ìåòîäå óïðóãèõ ðåøåíèé À.À. Èëüþøèíà äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷ ÒÌÓÏÄ. Ýòî ðåêóððåíòíûé ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Ñóòü ìåòîäà
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íà êàæäîì ýòàïå ðåøàåòñÿ çàäà÷à òåîðèè óïðóãîñòè ñ îäíèì è
òåì æå òåíçîðîì ìîäóëåé óïðóãîñòè Cijkl. Âõîäíûå äàííûå X

(n+1)
i , u

0(n+1)
i è p

0(n+1)
i íà

êàæäîì ñëåäóþùåì ýòàïå âû÷èñëÿþòñÿ ÷åðåç ðåøåíèå óïðóãîé çàäà÷è íà ïðåäûäóùåì
ýòàïå. À.À. Èëüþøèí óêàçàë óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ìåòîäà óïðóãèõ ðåøåíèé

0 < ω 6 ω +
dω

dεu
εu < 1 (5.7)

5.2.1 Ëîãèñòèêà ìåòîäà óïðóãèõ ðåøåíèé. Ïîäñòàâèì îïðåäåëÿþùèå ñîîòíî-
øåíèÿ (5.6) â óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (5.1) è âî âòîðîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå (5.5). Çàïèøåì
òî, ÷òî ïîëó÷èëîñü â ñëåäóþùåì âèäå:(

Cijklεkl
)
,j
+Xi − 2µ

[
ω(εu)eij

]
,j
= 0 , Cijklεklnj

∣∣
Σp

= p0i + 2µω(εu)eijnj

∣∣
Σp

(5.8)

Äàëåå çàïèøåì ýòè óðàâíåíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:(
Cijklε

(n)
kl

)
,j
+X

(n)
i = 0 , Cijklεklnj

∣∣
Σp

= p
0(n)
i , (5.9)

ãäå

X
(n)
i (x) =

{
Xi(x) if n = 0

Xi(x)− 2µ
[
ω(ε

(n−1)
u )e

(n−1)
ij

]
,j

if n > 0
, (5.10)

p
0(n)
i =

{
p0i if n = 0

p0i + 2µω(ε
(n−1)
u )e

(n−1)
ij nj

∣∣
Σp

if n > 0
(5.11)

Ïðè êàæäîì n ïîñòàíîâêà çàäà÷è èìååò âèä êëàññè÷åñêîé çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè

σ
(n)
ij,j +X

(n)
i (x) = 0 , � óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ,

σ
(n)
ij = Cijklε

(n)
kl , � îáîáù¼ííûé çàêîí Ãóêà ,

ε
(n)
ij = ∆ijklu

(n)
k,l , � ñîîòíîøåíèÿ Êîøè , (5.12)

u
(n)
i

∣∣
Σu

= u
0(n)
i , σ

(n)
ij nj

∣∣
Σp

= p
0(n)
i , � ñìåøàííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ .

Çäåñü u
0(n)
i = u0

i ïðè âñåõ n > 0, à X
(n)
i (x) è p

0(n)
i âû÷èñëÿþòñÿ ïî ïðåäûäóùåìó

ïðèáëèæåíèþ ïî ôîðìóëàì (5.10) è (5.11).
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5.3 Ìåòîä ïåðåìåííûõ ïàðàìåòðîâ óïðóãîñòè È.À. Áèðãåðà.

Ñóòü ýòîãî ìåòîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî íà êàæäîì ýòàïå âû÷èñëåíèé íóæíî ðåøàòü
çàäà÷ó òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ íåîäíîðîäíîãî óïðóãîãî òåëà [7].

5.3.1 Ëîãèñòèêà ìåòîäà ïåðåìåííûõ ïàðàìåòðîâ óïðóãîñòè. Çàïèøåì ôîð-
ìóëó (5.6) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

σij =
[(
λ+ 2

3
µω

)
δijδkl + 2µ

(
1− ω

)
∆ijkl

]
εkl (5.13)

Òåïåðü çàïèøåì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

σ
(n)
ij = C

(n)
ijklε

(n)
kl =

[
λ(n)δijδkl + 2µ(n)∆ijkl

]
ε
(n)
kl (5.14)

ãäå

λ(n) =

{
λ if n = 0

λ+ 2
3
µω(ε

(n−1)
u ) if n > 0

, µ(n) =

{
µ if n = 0

µ
[
1− ω(ε

(n−1)
u )

]
if n > 0

,

(5.15)
Äàëåå ïðè êàæäîì n ðåøàåì êëàññè÷åñêóþ çàäà÷ó òåîðèè óïðóãîñòè

σ
(n)
ij,j +Xi(x) = 0 , � óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ,

σ
(n)
ij = C

(n)
ijklε

(n)
kl , � îáîáù¼ííûé çàêîí Ãóêà ,

ε
(n)
ij = ∆ijklu

(n)
k,l , � ñîîòíîøåíèÿ Êîøè , (5.16)

u
(n)
i

∣∣
Σu

= u0
i , σ

(n)
ij nj

∣∣
Σp

= p0i , � ñìåøàííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ .

Êàê âèäíî, íà êàæäîì ýòàïå ðåøàåòñÿ çàäà÷à òåîðèè óïðóãîñòè ñ íåèçìåííûìè âõîä-
íûìè äàííûìè, íî ñ èçìåíÿþùèìèñÿ ìîäóëÿìè óïðóãîñòè. Íà÷àëîì ðåêóðñèè ÿâëÿåòñÿ
çàäà÷à äëÿ îäíîðîäíîãî èçîòðîïíîãî óïðóãîãî òåëà. Íà ñëåäóþùåì øàãå ìîäóëè óïðó-
ãîñòè èçìåíÿþòñÿ è ñòàíîâÿòñÿ çàâèñÿùèìè îò êîîðäèíàò. Çàäà÷à äëÿ íåîäíîðîäíîãî
óïðóãîãî òåëà ñóùåñòâåííî îñëîæíÿåòñÿ. Òàêèå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ
ðàçäåëà ÌÄÒÒ ïîä íàçâàíèåì "Ìåõàíèêà êîìïîçèòîâ".
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