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1 Äèíàìè÷åñêàÿ çàäà÷à ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâ¼ð-

äîãî òåëà.

Ïóñòü íàãðóçêè, äåéñòâóþùèå íà òåëî ìåíÿþòñÿ âî âðåìåíè. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðå-
ìåùåíèÿ, äåôîðìàöèè, íàïðÿæåíèÿ òàêæå çàâèñÿò îò âðåìåíè. Çàäà÷à îòûñêàíèÿ ýòèõ
âåëè÷èí â êàæäîé òî÷êå òåëà â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè è ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêîé çà-
äà÷åé ÌÄÒÒ.

1.1 Ïîñòàíîâêà íåñòàöèîíàðíîé, äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè.
Ñèñòåìà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ îòëè÷àåòñÿ îò óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ íàëè÷èåì èíåðöè-
îííîãî ÷ëåíà è íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Çàïèøåì ýòó ñèñòåìó óðàâíåíèé ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:
óðàâíåíèÿ:

σij,j +Xi(x, t) = ϱ(x)
∂2ui
∂t2

, σij = Cijkl(x) εkl , εkl = ∆klmn um,n ; (x ∈ V ); (1.1)

ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

σij nj|Σp
= p0i (y, t), y ∈ Σp ; ui|Σu

= u0i (y, t), y ∈ Σu ; (Σp ∪ Σu = Σ) ; (1.2)

íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

ui(x, 0) = fi(x),
∂ui(x, 0)

∂t
= gi(x) (1.3)

Âìåñòî 15 óðàâíåíèé (1.1) ìîæíî çàïèñàòü ñèñòåìó èç òð¼õ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî
òð¼õ ïåðåìåùåíèé [

Cijkl(x)uk,l
]
,j
+Xi(x, t) = ϱ(x)

∂2ui
∂t2

(1.4)

Óðàâíåíèÿ (1.1), èëè æå óðàâíåíèÿ (1.4), ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ ëèíåéíîé
òåîðèè óïðóãîñòè íåîäíîðîäíîãî àíèçîòðîïíîãî òåëà.

1.1.1 Óñëîâèÿ ãèïåðáîëè÷íîñòè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.4)
áóäåò ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìîé â òî÷êå x îáëàñòè V, åñëè â ýòîé òî÷êå îïðåäåëåíû êî-
ýôôèöèåíòû Cijkl(x), ϱ(x), è åñëè

ϱ(x) > 0 , Cijkl(x)γijγkl > 0 äëÿ ∀ γij = γji ̸= 0 (1.5)

1.1.2 Òèïû ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (1.2) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
óñëîâèÿ ñìåøàííîé êðàåâîé çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà íà âñåé ãðà-
íèöå òåëà çàäàþòñÿ òîëüêî ïåðåìåùåíèÿ (Σp ≡ ∅) çàäà÷à íàçûâàåòñÿ ïåðâîé êðàåâîé
çàäà÷åé. Åñëè æå íà âñåé ãðàíèöå çàäàíû ðàñïðåäåë¼ííûå íàãðóçêè (Σu ≡ ∅), òîãäà ýòî
âòîðàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à1. Âîçìîæíû è äðóãèå òèïû ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Â ëþáîì ñëó÷àå
â êàæäîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè òåëà äîëæíû áûòü çàäàíû òîëüêî òðè âåëè÷èíû, êîòîðûå
êîìáèíèðóþòñÿ èç êîìïîíåíò âåêòîðà ïåðåìåùåíèé u⃗ = (u1, u2, u3) è èç êîìïîíåíò âåê-

òîðà íàïðÿæåíèé íà ïîâåðõíîñòè òåëà S⃗ = (σ1jnj, σ2jnj, σ3jnj), íàïðèìåð ñëåäóþùèì
îáðàçîì: [

aik(y)uk + bik(y)σkj nj

]
Σ
= q0i (y, t), (y ∈ Σ) , (1.6)

ãäå êîýôôèöèåíòû aik(y) è bik(y) � ôóíêöèè, çàäàííûå íà Σ.

1íåêîòîðûå àâòîðû, íàîáîðîò, íàçûâàþò ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷å ñëó÷àé çàäàíèÿ íà âñåé ïîâåðõíîñòè

ðàñïðåäåë¼ííûõ óñèëèé, à âòîðîé êðàåâîé çàäà÷åé � ñëó÷àé çàäàííûõ ïåðåìåùåíèé ïîâåðõíîñòíûõ

òî÷åê
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1.1.3 Óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòÿõ ðàçðûâà êîýôôèöèåíòîâ (êîíòàêòíûå óñëî-
âèÿ). Â êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëàõ êîýôôèöèåíòû Cijkl è ϱ ìîãóò áûòü ðàçðûâíû
íà êóñî÷íî-ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè Σr, ðàçäåëÿþùåé ðàçëè÷íûå ôàçû êîìïîçèòà. Äëÿ âû-
äåëåíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (1.1)�(1.4) â òî÷êàõ ãëàäêîñòè
ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà äîëæíû áûòü ïîñòàâëåíû äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ. Êîíòàêòíûõ
óñëîâèé äîëæíî áûòü ðîâíî øåñòü è îíè ñîñòàâëÿþòñÿ èç çíà÷åíèé âåêòîðà ïåðåìå-
ùåíèé è êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé ïî îáåèì ñòîðîíàì ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà.
Íàïðèìåð:
èäåàëüíûé (æåñòêèé) êîíòàêò

[[ui]]Σr
= 0, [[σij]]nj|Σr

= 0 , (n⃗ ⊥ Σr , |n⃗| = 1) ; (1.7)

ñêîëüçÿùèé êîíòàêò

[[un]]Σr
≡ [[ui]]Σr

ni = 0, [[σn]]Σr
≡ [[σij]]Σr

ninj = 0 , (1.8)

σ±
τ (1)

≡ σ±
ijnjτ

(1)
i = 0 , σ±

τ (2)
≡ σ±

ijnjτ
(2)
i = 0 (1.9)

Ïðè íàëè÷èè òðåíèÿ íà êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè ïåðåìåùåíèå òî÷åê ïî íîðìàëè è
íîðìàëüíîå íàïðÿæåíèå íåïðåðûâíû, à êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ ñ îáåèõ ñòîðîí ïî-
âåðõíîñòè ðàçðûâà ïðîïîðöèîíàëüíû íîðìàëüíîìó íàïðÿæåíèþ [1]

σ±
τ (1)

≡ σ±
ijnjτ

(1)
i = k1σ

±
ijninj = k1σ(n) , σ±

τ (2)
≡ σ±

ijnjτ
(2)
i = k2σ

±
ijninj = k2σ(n) (1.10)

Â ôîðìóëàõ (1.7)�(1.10): n⃗ � åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà, τ⃗ (1) è τ⃗ (2)

� åäèíè÷íûå êàñàòåëüíûå âåêòîðû ê ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà. Êàê ïðàâèëî, ýòè òðè âåê-
òîðà îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé ðåïåð. f+ � çíà÷åíèå ôóíêöèè f íà ïîâåðõíîñòè
ðàçðûâà ñî ñòîðîíû íàïðàâëåíèÿ íîðìàëè n⃗, f− � çíà÷åíèå ôóíêöèè f ñ ïðîòèâîïîëîæ-
íîé ñòîðîíû îò íàïðàâëåíèÿ íîðìàëè, [[f ]] ≡ f+−f− � ñêà÷¼ê ôóíêöèè íà ïîâåðõíîñòè
ðàçðûâà.

1.1.4 Äîïîëíèòåëüíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â ñèíãóëÿðíûõ ëèíèÿõ è â ñèí-
ãóëÿðíûõ òî÷êàõ. Ñèíãóëÿðíûå ëèíèè è ñèíãóëÿðíûå òî÷êè � ýòî òàêèå ëèíèè
è òî÷êè, ãäå ãðàíè÷íûå, èëè êîíòàêòíûå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ íåîïðåäåë¼ííûìè. Ýòè
ëèíèè è òî÷êè ìîãóò áûòü íà ïîâåðõíîñòè òåëà, à òàêæå è âíóòðè òåëà Σ, åñëè îíà
ïðåäïîëàãàåòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé, ò.å. íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè òåëà ñóùåñòâóåò âñþäó çà
èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà êóñî÷íî-ãëàäêèõ ð¼áåð (ëèíèé) ãðàíèöû è âåðøèí ãðàíè-
öû (òî÷åê) [2]. Ê âåðøèíàì ãðàíèöû îòíîñÿòñÿ òàêæå è òî÷êè èçëîìà ð¼áåð. Íà ð¼áðàõ
è â âåðøèíàõ íîðìàëü íåîïðåäåëåíà, ïîýòîìó â ýòèõ ìåñòàõ íå îïðåäåëåíû ãðàíè÷-
íûå óñëîâèÿ è îíè ÿâëÿþòñÿ ñèíãóëÿðíûìè ëèíèÿìè è òî÷êàìè. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
íå îïðåäåëåíû òàêæå è íà ëèíèÿõ ðàçäåëÿþùèõ ÷àñòè ïîâåðõíîñòè òåëà, ãäå çàäàíû
óñëîâèÿ ðàçíûõ òèïîâ. Òàêèì îáðàçîì, ëèíèè ðàçäåëà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé òàêæå ÿâëÿ-
þòñÿ ñèíãóëÿðíûìè ëèíèÿìè íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè â ýòèõ ìåñòàõ ìîæåò
ñóùåñòâîâàòü åäèíñòâåííàÿ íîðìàëü. Âíóòðåííèå ñèíãóëÿðíûå ëèíèè è òî÷êè ðàñïîëà-
ãàþòñÿ íà ïîâåðõíîñòÿõ êîíòàêòà ðàçëè÷íûõ ôàç êîìïîçèòà.

Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïðè çàäàííûõ íà-
÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ íåîáõîäèìû äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà ñèíãóëÿðíûõ
ëèíèÿõ è òî÷êàõ.

1.2 Îñíîâíûå ÷àñòíûå çàäà÷è îáùåé äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è. Èñõîäíàÿ çàäà-
÷à â îáùåì ñëó÷àå êðàéíå ñëîæíà. Â çàâèñèìîñòè îò ôîðìû îáëàñòè òåëà, òèïà ãðà-
íè÷íûõ è íà÷àëüíûõ óñëîâèé îíà ïîäðàçäåëÿåòñÿ íà áîëåå ïðîñòûå çàäà÷è.
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1.2.1 Çàäà÷à Êîøè. Åñëè ñðåäà áåñêîíå÷íà, òî ðåøåíèå óðàâíåíèé äâè-
æåíèÿ çàâèñèò òîëüêî îò îáú¼ìíûõ íàãðóçîê è îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ò.å. îò
ïåðåìåùåíèé è ñêîðîñòåé òî÷åê òåëà â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Òàêàÿ
çàäà÷à íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé Êîøè .

Â çàäà÷å Êîøè îáú¼ìíûå íàãðóçêè ìîãóò áûòü ñîñðåäîòî÷åííûì èñòî÷íèêîì

X⃗(k)(x, t) = P (t)H(t)δ(x− ξ)δkj e⃗j , (1.11)

ãäå H(t) �ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà, δ(x−ξ) = δ(x1−ξ1)δ(x2−ξ2)δ(x3−ξ3) � äåëüòà-ôóíêöèÿ
Äèðàêà, ξ � òî÷êà ïðèëîæåíèÿ ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû P (t). Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè
â ñëó÷àå ñîñðåäîòî÷åííîãî èñòî÷íèêà íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøå-
íèåì .

1.2.2 Çàäà÷à î ñâîáîäíûõ êîëåáàíèÿõ òåëà. Åñëè â îãðàíè÷åííîì òåëå îáú-
¼ìíûå è ïîâåðõíîñòíûå íàãðóçêè îòñóòñòâóþò (ãðàíèöà ñâîáîäíà îò íàãðó-
çîê è çàêðåïëåíèé), à äâèæåíèå òî÷åê òåëà ïðîèñõîäèò çà ñ÷¼ò íà÷àëüíûõ
âîçìóùåíèé, òî òàêàÿ çàäà÷à íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé î ñâîáîäíûõ êîëåáàíèÿõ
òåëà.

Ïîâåäåíèå òåëà ïðè ñâîáîäíûõ êîëåáàíèÿõ õàðàêòåðèçóåò åãî äèíàìè÷åñêóþ èíäèâè-
äóàëüíîñòü, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò ïîâåäåíèå òåëà ïðè âñåõ äðóãèõ âîçäåéñòâèÿõ [3, ñòð.
35]. Ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ â òåëå âîçìîæíû âî-ïåðâûõ, ïîòîìó, ÷òî îíî èìååò ìàññó è
ìîæåò â äâèæåíèè íàêàïëèâàòü êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ, à âî-âòîðûõ äåôîðìèðóåìîå
òâåðäîå òåëî ñïîñîáíî íàêàïëèâàòü ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ ïðè îòêëîíåíèè åãî òî÷åê
îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïðè ñâîáîäíûõ êîëåáàíèÿõ, ïîî÷åðåäíî, îäèí âèä ýíåðãèè
ïåðåõîäèò â äðóãîé. Ýòà ñèòóàöèÿ ïîõîæà íà êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà, ó êîòîðîãî â âåðõíåì
ïîëîæåíèè ìàêñèìàëüíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ è ìèíèìàëüíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ (íóëå-
âàÿ), à â íèæíåì ïîëîæåíèè, íàîáîðîò, ìàêñèìàëüíà êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ è ìèíè-
ìàëüíà ïîòåíöèàëüíàÿ.

1.2.3 Çàäà÷à îá óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèÿõ òåëà (ñòàöèîíàðíàÿ äèíàìè÷å-
ñêàÿ çàäà÷à). Ïóñòü âõîäíûå äàííûå (ãðàíè÷íûå âîçäåéñòâèÿ è îáú¼ìíûå íàãðóçêè)
ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè âðåìåíè. Åñëè îíè ïðèëîæåíû äàâíî (ñ ìîìåíòà
âðåìåíè t = −∞), òî ïåðåìåùåíèÿ, äåôîðìàöèè è íàïðÿæåíèÿ â òåëå ÷åðåç êàêîå òî
âðåìÿ òàêæå ñòàíóò ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè, ò.å. óñòàíîâÿòñÿ. Â çàäà÷àõ îá óñòà-
íîâèâøèõñÿ êîëåáàíèÿõ çàðàíåå ïðåäïîëàãàåòñÿ íåêèé âèä ïåðèîäè÷åñêîé
çàâèñèìîñòè èñêîìûõ ôóíêöèé îò âðåìåíè. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â ñòàöèî-
íàðíûõ äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷àõ íå ðàññìàòðèâàþòñÿ. Ñóùåñòâåííûìè ÿâëÿþòñÿ
òîëüêî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.

Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âõîäíûå ãðàíè÷íûå äàííûå íóëåâûå, à îáú-
¼ìíûå íàãðóçêè ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè âðåìåíè, ò.å.

u0i ≡ 0 , p0i ≡ 0 , Xk(x, t) =
∗
Xk (x) cosωt+

∗
Y k (x) sinωt = Re

∗
Zk (x)e

iωt , (1.12)

ãäå i � êîìïëåêñíàÿ åäèíèöà, Re îáîçíà÷àåò äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü êîìïëåêñíîé ôóíê-
öèè Zk(x) = Xk(x) + iYk(x) êîîðäèíàò òî÷êè òåëà. Ïåðåìåùåíèÿ èùåì â âèäå òàêèõ æå
êàê è Xk(x, t) ïåðèîäè÷åñêèõ ïî âðåìåíè ôóíêöèé âðåìåíè, íî ñ äðóãîé êîìïëåêñíîé
àìïëèòóäîé

uk(x, t) =
∗
uk (x)e

iωt (1.13)

Ïîäñòàíîâêà ðåøåíèÿ (1.13) â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé êðàåâîé
çàäà÷å äëÿ àìïëèòóäû ïåðèîäè÷åñêèõ ïî âðåìåíè ïåðåìåùåíèé[

Cijkl
∗
uk,l

]
,j
+

∗
X i= −ϱω2 ∗

ui ;
∗
ui |Σu = 0 ,

∗
σij nj|Σp = 0 (1.14)
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1.2.4 Çàäà÷à î ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèÿõ òåëà. Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû. Åñëè

â óðàâíåíèÿõ (1.14) ïîëîæèòü
∗
X i≡ 0, òî ïîëó÷èì çàäà÷ó î ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèÿõ

òåëà [
Cijkl

∗
uk,l

]
,j
= −ϱω2 ∗

ui ;
∗
ui |Σu = 0 ,

∗
σij nj|Σp = 0 (1.15)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à î ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèÿõ ñîñòîèò â íàõîæäåíèè
ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è ïðè íóëåâûõ âõîäíûõ äàííûõ
(îáú¼ìíûå ñèëû è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ)

Î÷åâèäíûì ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (1.15) ÿâëÿåòñÿ íóëåâîå (òðèâèàëüíîå) ðåøå-

íèå
∗
ui≡ 0. Îäíàêî, ïðè íåêîòîðûõ ω çàäà÷à (1.15) ìîæåò èìåòü íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå.

Òàêèå ÷àñòîòû íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè, à êîëåáàòåëüíûå äâèæåíèÿ èì
ñîîòâåòñòâóþùèå íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè êîëåáàíèÿìè.

Â ìàòåìàòèêå çàäà÷à ïîäîáíàÿ çàäà÷å (1.15) íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé î ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèÿõ è ñîáñòâåííûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà.

1.2.5 Ñëó÷àé ðåçîíàíñà. Ïðè ïåðèîäè÷åñêèõ âíåøíèõ âîçäåéñòâèÿõ â äåôîðìè-
ðóåìîì òâåðäîì òåëå ìîæåò âîçíèêàòü ÿâëåíèå ðåçîíàíñà. Ðåçîíàíñ âîçíèêàåò òî-
ãäà, êîãäà ÷àñòîòà âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ áëèçêà èëè ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç
ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò. Âûðàæàåòñÿ ðåçîíàíñ â òîì, ÷òî àìïëèòóäà êîëåáàíèé
÷àñòèö òåëà âîçðàñòàåò äî òàêîé ñòåïåíè, ÷òî ìîæåò ïðîèçîéòè åãî ðàçðóøå-
íèå.

1.2.6 Çàäà÷à äèôðàêöèè.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ áåñêîíå÷íîå óïðóãîå ïðîñòðàíñòâî, â

Ðèñ. 1: Îòðàæåíèå è äè-
ôðàêöèÿ

êîòîðîì ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âîçìóùåíèå, èñõîäÿùåå èç òî÷-
êè A. Ïóñòü íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè îò òî÷êè A íàõîäèò-
ñÿ ïðåïÿòñòâèå, â êîòîðîì âîçìóùåíèÿ íå ìîãóò ðàñïðî-
ñòðàíÿòüñÿ ðèñ.1. Âîçìóùåíèÿ äîõîäÿò äî ïðåïÿòñòâèÿ è
îòðàæàþòñÿ îò íåãî. Ïðåïÿòñòâèå èìååò îáëàñòü ãåîìåòðè-
÷åñêîé òåíè êóäà íå ïðîõîäÿò ëó÷è, èñõîäÿùèå èç òî÷êè
A. ßâëåíèå äèôðàêöèè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âîçìóùå-
íèå ÷àñòè÷íî îòðàæàåòñÿ îò ïðåïÿòñòâèÿ è ïðîíèêàåò â
îáëàñòü òåíè.

Çàäà÷à äèôðàêöèè çàêëþ÷àåòñÿ â èçó÷åíèè âçà-
èìîäåéñòâèÿ ïðåïÿòñòâèÿ ñ ðàñïðîñòðàíÿþùèìñÿ â ñðåäå âîçìóùåíèåì. Â
ðåçóëüòàòå, èç ðåøåíèÿ çàäà÷è äèôðàêöèè, â ÷àñòíîñòè, âûòåêàåò âîçìîæíîñòü ïðåä-
ñêàçàíèÿ ïîâåäåíèÿ îòðàæåííîãî âîçìóùåíèÿ è âîçìóùåíèÿ â îáëàñòè ãåîìåòðè÷åñêîé
òåíè. Áîëåå ïîäðîáíûå ñâåäåíèÿ î çàäà÷å äèôðàêöèè, à òàêæå î å¼ ìàòåìàòè÷åñêîé
ïîñòàíîâêå ïðèâåäåíû, íàïðèìåð, â ìîíîãðàôèè [4]

2 Âîëíû â òâ¼ðäîì òåëå.

Îäíî èç ñàìûõ èíòåðåñíûõ è ðàçíîîáðàçíûõ ÿâëåíèé â ïðèðîäå ýòî ðàñïðîñòðàíÿþùè-
åñÿ â ñðåäå âîëíû. Ïðè ïîâåðõíîñòíîì âçãëÿäå íà âîëíû êàæåòñÿ, ÷òî ÷àñòèöû ñðåäû
ïåðåìåùàþòñÿ âìåñòå ñ âîëíàìè. Îäíàêî ýòî íå òàê, âîëíà áåæèò, à ÷àñòèöû ñðåäû
ïðàêòè÷åñêè îñòàþòñÿ íà ìåñòå. Â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ, åñëè ïîíàáëþäàòü çà êîðàá-
ëÿìè èëè çà ÷àéêàìè íà âîäå � îíè êà÷àþòñÿ íà âîëíàõ, ïðàêòè÷åñêè íå ïðèáëèæàÿñü
ê áåðåãó è íå óäàëÿÿñü îò íåãî.

2.1 Îáùèå ïîíÿòèÿ òåîðèè âîëí.
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2.1.1 Îïðåäåëåíèå âîëíû. Åñëè â òåëå èìååòñÿ âîçìóùåíèå êàêîé ëèáî
âåëè÷èíû â êàêîé ëèáî òî÷êå è ýòî âîçìóùåíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà äðóãèå
òî÷êè, òî ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèÿ íàçûâàåòñÿ âîëíîé.

2.1.2 Êîëåáàíèÿ. Ïðè ïðîõîæäåíèè âîëíû òî÷êè òåëà ìîãóò ïåðåìåùàòüñÿ ëèáî
â íàïðàâëåíèè âîëíû, ëèáî ïåðïåíäèêóëÿðíî åìó, ëèáî ïîä íåêîòîðûì óãëîì ê íàïðàâ-
ëåíèþ äâèæåíèÿ âîëíû.

Äâèæåíèå òî÷åê òåëà ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè âîëíû íàçûâàåòñÿ êîëåáàíè-
åì.

2.1.3 Ïåðèîä è ÷àñòîòà âîëí. Äèñïåðñèÿ âîëí. Äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå
Âîçìóùåíèÿ (âîëíû) ìîãóò áûòü ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ïî âðåìåíè.

Ïîä ïåðèîäîì âîëíû ïîíèìàåòñÿ ïðîìåæóòîê âðåìåíè T ìåæäó ñîñåä-
íèìè, îäèíàêîâûìè âîçìóùåíèÿìè. Âåëè÷èíà îáðàòíàÿ ïåðèîäó, èëè ÷èñëî
âîçìóùåíèé â åäèíèöó âðåìåíè, íàçûâàåòñÿ ÷àñòîòîé âîëíû ω = 1/T .

Ñëó÷àé, êîãäà ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû çàâèñèò îò ÷àñòîòû íàçû-
âàåòñÿ äèñïåðñèåé âîëí. Óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå ñêîðîñòü âîëíû ñ ÷àñòîòîé
íàçûâàåòñÿ äèñïåðñèîííûì óðàâíåíèåì, èëè äèñïåðñèîííûì ñîîòíîøåíèåì.

Òàêèì îáðàçîì, êîãäà ãîâîðÿò î äèñïåðñèè âîëí, òî èìåþòñÿ â âèäó ïåðèîäè÷åñêèå
âîëíû.

2.1.4 Ïðîäîëüíàÿ è ïîïåðå÷íàÿ âîëíû. Âîëíû (âîçìóùåíèÿ) âñåãäà ðàñïðî-
ñòðàíÿþòñÿ â îïðåäåëåííîì íàïðàâëåíèè, à òî÷êè ñðåäû, ãäå ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ âîëíû
ìîãóò äâèãàòüñÿ, â ïðèíöèïå, â ëþáîì íàïðàâëåíèè ïî îòíîøåíèþ ê íàïðàâëåíèþ ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ âîëíû. Åñëè íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ñîâ-
ïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû, òî òàêàÿ âîëíà íàçûâà-
åòñÿ ïðîäîëüíîé âîëíîé. Åñëè æå íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ òî÷êè ïåðïåíäè-
êóëÿðíî íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû, òî âîëíà íàçûâàåòñÿ ïîïå-
ðå÷íîé âîëíîé. Çàáåãàÿ âïåð¼ä, ñêàæåì, ÷òî â áåñêîíå÷íîé èçîòðîïíîé óïðóãîé ñðåäå
âîçìîæíû òîëüêî äâà òèïà âîëí � ïðîäîëüíûå è ïîïåðå÷íûå âîëíû. Â àíèçîòðîïíîé
ñðåäå ìîæåò áûòü áîëüøåå êîëè÷åñòâî íåçàâèñèìûõ òèïîâ âîëí.

2.1.5 Ïëîñêàÿ âîëíà. Ñôåðè÷åñêàÿ âîëíà Åñëè â äâèæåíèè íàõîäÿòñÿ âñå òî÷-
êè êàêîé ëèáî ïëîñêîñòè, òî ãîâîðÿò î ïëîñêîé âîëíå (âñå òî÷êè ïëîñêîñòè îäèíàêîâî
ñìåùàþòñÿ). Ïëîñêàÿ âîëíà ìîæåò áûòü è ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷íîé. Ïîä ñôåðè÷åñêîé
âîëíîé ïîíèìàåòñÿ òàêàÿ âîëíà, ïðè êîòîðîé âîçìóùåíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âî âñå ñòî-
ðîíû ïî ðàäèóñàì, èñõîäÿùèì èç îäíîé òî÷êè. Åñëè òî÷êè ðàâíîîòñòîÿùèå îò öåíòðà
âîçìóùåíèÿ èìåþò îäèíàêîâûå ðàäèàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ, òî ñôåðè÷åñêàÿ âîëíà íà-
çûâàåòñÿ ïðîäîëüíîé âîëíîé. Åñëè æå ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê îäèíàêîâû è êàñàòåëüíû ê
ñôåðå ñ öåíòðîì â öåíòðå âîçìóùåíèé, òî òàêèå ñôåðè÷åñêèå âîëíû íàçûâàþòñÿ ïîïå-
ðå÷íûìè âîëíàìè. Ðàçóìååòñÿ, ÷òî ñôåðè÷åñêèå âîëíû ìîãóò áûòü íè ïðîäîëüíûìè,
íè ïîïåðå÷íûìè.

2.2 Âîëíû â áåñêîíå÷íîé èçîòðîïíîé óïðóãîé ñðåäå (çàäà÷à Êîøè) Â áåñ-
êîíå÷íîé óïðóãîé ñðåäå ïðè÷èíàìè âîëíåíèÿ ìîãóò áûòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, à òàê æå
îáú¼ìíûå íàãðóçêè, çàâèñÿùèå îò âðåìåíè. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ îäíîðîäíîé èçîòðîï-
íîé ñðåäû èìåþò âèä:

(λ+ µ) grad div u⃗+ µ∆u⃗+ X⃗ = ϱ¨⃗u , (2.1)
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èëè â êîîðäèíàòíîé ôîðìå

(λ+ µ)uj,ji + µui,jj +Xi = ϱüi (2.2)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îáú¼ìíàÿ íàãðóçêà çàäàíà â êîíå÷íîé îáëàñòè, è ÷òî íà áåñ-
êîíå÷íîñòè ñðåäà ïîêîèòñÿ, ò.å. u⃗ → 0 è σ

˜
→ 0 ïðè x⃗ → ∞. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî

âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé Ãåëüìãîëüöà, ïî êîòîðîé ëþáîå îäíîçíà÷íîå è íåïðå-
ðûâíîå âåêòîðíîå ïîëå, îáðàùàþùååñÿ â íóëü íà áåñêîíå÷íîñòè, ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ñóììû ãðàäèåíòà ñêàëÿðíîé ôóíêöèè φ è ðîòî-
ðà âåêòîðíîé ôóíêöèè ñ íóëåâîé äèâèðãåíöèåé [5, ñòð. 131]

u⃗ = gradφ+ rot ψ⃗ , div ψ⃗ = 0 , (2.3)

èëè â ïîêîìïîíåíòíîé çàïèñè

ui = φ,i + ϵijkψk,j , ψi,i = 0 (2.4)

Îáú¼ìíóþ íàãðóçêó òàêæå ðàçëîæèì íà ïîòåíöèàëüíóþ è âèõðåâóþ ñîñòàâëÿþùèå

X⃗ = ϱ (gradΦ + rot Ψ⃗) , div Ψ⃗ = 0 , (2.5)

Ïîäñòàâèì ðàçëîæåíèå (2.5) â óðàâíåíèå (2.1) è ó÷ò¼ì, ÷òî div rot u⃗ = 0 è div gradφ =
∆φ (∆� îïåðàòîð Ëàïëàñà), ïîëó÷èì

grad[(λ+ 2µ)∆φ− ϱφ̈+ ϱΦ] + rot[µ∆ψ⃗ − ϱ
¨⃗
ψ + ϱΨ⃗] = 0 (2.6)

Îòñþäà ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèé φ è ψ⃗, êîòîðûå ãîðàçäî ïðîùå ÷åì èñõîäíûå
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

∆φ− 1

c21
φ̈ = − 1

c21
Φ , c1 =

√
λ+ 2µ

ϱ
(2.7)

∆ψ⃗ − 1

c22

¨⃗
ψ = − 1

c22
Ψ⃗ , c2 =

√
µ

ϱ
(2.8)

2.2.1 Âîëíîâîå óðàâíåíèå. Îïåðàòîð Äàëàìáåðà. Âîëíîâûå ïîòåíöèàëû. Óðàâ-
íåíèÿ (2.7) è (2.8) íàçûâàþòñÿ âîëíîâûìè óðàâíåíèÿìè. Îíè îïèñûâàþò ðàñïðîñòðà-
íåíèå íà÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿ ñî ñêîðîñòÿìè c1 è c2. Ïðè÷¼ì c1 � ñêîðîñòü ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ ïðîäîëüíûõ âîëí, à c2 < c1 � ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîïå-
ðå÷íûõ âîëí . Ê óðàâíåíèÿì (2.7) è (2.8) íóæíî äîáàâèòü åù¼ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ è
óñëîâèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè.

Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû

Dk ≡ ∆− 1

c2k

∂2

∂t2
, (k = 1, 2) (2.9)

íàçûâàþòñÿ îïåðàòîðàìè Äàëàìáåðà. Ôóíêöèè φ(x, t) è ψ⃗(x, t) íàçûâàþòñÿ ñêàëÿðíûì
è âåêòîðíûì ïîòåíöèàëàìè, ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ îïðàâäàíèÿ íàçâàíèÿ ïðîäîëüíûå è ïîïåðå÷íûå âîëíû ðàññìîòðèì ñëó÷àé êî-
ãäà âîëíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â îäíîì íàïðàâëåíèè, íàïðèìåð â íàïðàâëåíèè îñè x1.
Ïðè÷åì φ = φ(x1) è ψ⃗ = ψ⃗(x1) � ïëîñêàÿ âîëíà. Â ýòîì ñëó÷àå èç (2.4) ïîëó÷àåì

u1(x1) = φ,1 + ϵ123ψ3,2 + ϵ132ψ2,3 = φ,1 ,
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u2(x1) = φ,2 + ϵ231ψ1,3 + ϵ213ψ3,1 = ψ3,1 ,

u3(x1) = φ,3 + ϵ312ψ2,1 + ϵ321ψ1,3 = ψ2,1

Òàêèì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ ñêàëÿðíîé ôóíêöèè φ(x1) îïèñûâàþòñÿ ïðîäîëüíûå êî-
ëåáàíèÿ ìàòåðèàëüíûõ ÷àñòèö ïðè ïðîäîëüíîé âîëíå, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ â íàïðàâ-
ëåíèè îñè x1 ñî ñêîðîñòüþ c1. Ïðè ïðîäîëüíîé âîëíå, ïðîäîëüíûå êîëåáàíèÿ ÷àñòèö
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîöåññ ïåðèîäè÷åñêîãî ïðîäîëüíîãî ðàñòÿæåíèÿ-ñæàòèÿ ýëåìåí-
òàðíûõ îòðåçêîâ îñè x1.

Ñ ïîìîùüþ âåêòîðíîé ôóíêöèè ψ⃗(x1) îïèñûâàþòñÿ ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ ìàòå-
ðèàëüíûõ ÷àñòèö ïðè ïîïåðå÷íîé âîëíå, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ â íàïðàâëåíèè îñè x1 ñî
ñêîðîñòüþ c2. Ïîïåðå÷íîå äâèæåíèå ÷àñòèö â ïîïåðå÷íîé âîëíå ïðèâîäèò ê äåôîðìàöèè
ñäâèãà â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè.

2.2.2 Âîëíû äèëàòàöèè è âîëíû ñäâèãà. Ïîêàæåì, ÷òî ëþáûå âîëíû â áåñêî-
íå÷íîé èçîòðîïíîé ñðåäå ÿâëÿþòñÿ âîëíàìè äèëàòàöèè è ñäâèãà. Äëÿ ýòîãî ïðèìåíèì
ê âûðàæåíèþ (2.3) îïåðàöèþ äèâèðãåíöèè è ðîòîð, ïîëó÷èì:

ε = ui,i = div u⃗ = div gradφ+ rot div ψ⃗︸ ︷︷ ︸
0

= ∆φ ,

ω⃗ =
1

2
rot u⃗ =

1

2
rot gradφ︸ ︷︷ ︸

0

+
1

2
rot rot ψ⃗ =

1

2
rot rot ψ⃗

Ïðèìåíèì äàëåå îïåðàòîð Ëàïëàñà ê ñêàëÿðíîìó âîëíîâîìó óðàâíåíèþ (2.7) è îïå-
ðàòîð 1

2
rot rot ê âåêòîðíîìó âîëíîâîìó óðàâíåíèþ (2.8). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì âîëíî-

âûå óðàâíåíèÿ äëÿ äèëàòàöèè (ðàñòÿæåíèå-ñæàòèå ýëåìåíòà îáú¼ìà) è âåêòîðà âðàùå-
íèÿ îêðåñòíîñòè òî÷êè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî ýëåìåíòàðíîìó ñäâèãó â â ïëîñêîñòè, ïåðïåí-
äèêóëÿðíîé âåêòîðó âðàùåíèÿ.

∆ε− 1

c21
ε̈ = − 1

c21
∆Φ , (2.10)

∆ω⃗ − 1

c22
¨⃗ω = − 1

2c22
rot rot Ψ⃗ (2.11)

Ñêîðîñòü âîëí äèëàòàöèè c1 áîëüøå ñêîðîñòè âîëí ñäâèãà c2.
Ïóñòü â íåêîòîðîé òî÷êå â êàêîé òî ìîìåíò âðåìåíè çàäàíî ñìåùåíèå, ëèáî ýòîé

òî÷êå ïðèäàíà íåêîòîðàÿ ñêîðîñòü, ëèáî îäíîâðåìåííî çàäàíî è òî è äðóãîå (òàê ìîæíî
ìîäåëèðîâàòü çåìëåòðÿñåíèå). Èç ýòîé òî÷êè ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ âîëíû äèëàòàöèè è
âîëíû ñäâèãà, ïðè÷åì äî íàáëþäàòåëÿ âíà÷àëå ïðèäóò âîëíû äèëàòàöèè, à óæå ïîòîì,
ïî èñòå÷åíèè âðåìåíè � âîëíû ñäâèãà. Ïî ýòîé ïðè÷èíå âîëíû äèëàòàöèè íàçûâàþòñÿ
ïåðâè÷íûìè âîëíàìè (P -âîëíû), à âîëíû ñäâèãà � âòîðè÷íûìè âîëíàìè (S-âîëíû).

2.2.3 Ïëîñêàÿ âîëíà â áåñêîíå÷íîì ïðîñòðàíñòâå. Èçó÷èì ïëîñêóþ âîëíó
äðóãèì ñïîñîáîì. Ïóñòü îáú¼ìíûå íàãðóçêè îòñóòñòâóþò è â äâèæåíèè íàõîäÿòñÿ òî÷êè
ïëîñêîñòè ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè x1. Òî åñòü, âñå ìàòåðèàëüíûå òî÷êè ïëîñêîñòè èìå-
þò îäèíàêîâîå ñìåùåíèå u1(x1, t) â íàïðàâëåíèè îñè x1, à òàêæå îäèíàêîâûå ñìåùåíèÿ
u2(x1, t) è u3(x1, t) â íàïðàâëåíèÿõ îñåé x2 è x3, ñîîòâåòñòâåííî.

Â ýòîì ñëó÷àå â ïðîñòðàíñòâå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïëîñêàÿ âîëíà ui = ui(x1, t) è óðàâ-
íåíèÿ äâèæåíèÿ (2.2) ïðèìóò âèä:

(λ+ µ) δi1u
′′
1 + µu′′i = ϱüi (2.12)
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Îòñþäà ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äëÿ ïåðåìåùåíèÿ u1 â íàïðàâëåíèè îñè x1 è äëÿ ïåðåìå-
ùåíèé u2, u3 â íàïðàâëåíèÿõ îñåé x2 è x3( ∂2

∂x21
− 1

c21

∂2

∂t2

)
u1 = 0 ,

( ∂2

∂x21
− 1

c22

∂2

∂t2

)
(u2, u3) = 0 (2.13)

Óðàâíåíèå äëÿ u1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âîëíîâîå óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå
ðàñïðîñòðàíåíèå íà÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿ â íàïðàâëåíèè îñè x1 ñî ñêîðîñòüþ
c1. Òàêèì îáðàçîì íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ âîëíû è íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ
ìàòåðèàëüíîé ÷àñòèöû ñîâïàäàþò. Ýòà âîëíà íàçûâàåòñÿ ïðîäîëüíîé âîë-
íîé. Äðóãèå äâå âîëíû òàêæå ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ â íàïðàâëåíèè îñè x1, íî ñ
ìåíüøåé ñêîðîñòüþ c2 < c1 è ÷àñòèöû ïðè òàêèõ âîëíàõ äâèæóòñÿ â ïîïåðå÷-
íîì íàïðàâëåíèè. Ýòè âîëíû ÿâëÿþòñÿ ïîïåðå÷íûìè âîëíàìè.

2.2.4 Ðåøåíèå Äàëàìáåðà îäíîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ. Ðàññìîòðèì
óðàâíåíèå ( ∂2

∂x21
− 1

c2
∂2

∂t2

)
u = 0 , (2.14)

ãäå u îáîçíà÷àåò îäíó èç êîìïîíåíò âåêòîðà ïåðåìåùåíèé, à c ýòî ëèáî c1, ëèáî c2.
Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ, ïîëîæèâ

ξ = x1 + ct , η = x1 − ct

Âûðàçèì

∂u

∂x1
=
∂u

∂ξ

∂ξ

∂x1
+
∂u

∂η

∂η

∂x1
=
∂u

∂ξ
+
∂u

∂η
,

∂u

∂t
=
∂u

∂ξ

∂ξ

∂t
+
∂u

∂η

∂η

∂t
= c

(∂u
∂ξ

− ∂u

∂η

)
,

∂2u

∂x21
=
∂2u

∂ξ2
+ 2

∂2u

∂ξ∂η
+
∂2u

∂η2
,

∂2u

∂t2
= c2

(∂2u
∂ξ2

− 2
∂2u

∂ξ∂η
+
∂2u

∂η2

)
è ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå (2.14), ïîëó÷èì( ∂2

∂x21
− 1

c2
∂2

∂t2

)
u = 4

∂2u

∂ξ∂η
= 0 (2.15)

Îòñþäà íàõîäèì

u(ξ, η) = f(ξ) + g(η) ⇒ u(x1, t) = f(x1 + ct) + g(x1 − ct) , (2.16)

ãäå f è g � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè ñâîèõ àðãóìåíòîâ. Âûáîð ôóíêöèé f è g çàâèñèò
îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé

u(x1, 0) = α(x1), u̇(x1, 0) = β(x1) (2.17)

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå âòîðîå óñëîâèå[∂f(x1 + ct)

∂t
+
∂g(x1 − ct)

∂t

]
t=0

=
[df(ξ)
dξ

∂ξ

∂t
+
df(η)

dη

∂η

∂t

]
t=0

=

=
df(x1)

dx1
· c− dg(x1)

dx1
· c = β(x1)
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Â èòîãå, èç ïåðâîãî è âòîðîãî óñëîâèé (2.17) ïîëó÷àåì ñèñòåìó èç äâóõ óðàâíåíèéf(x1) + g(x1) = α(x1)

f(x1)− g(x1) =
1
c

x1∫
0

β(y)dy

Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû èìååò âèä:

f(x1) =
1

2
α(x1) +

x1∫
0

β(y)dy, g(x1) =
1

2
α(x1)−

x1∫
0

β(y)dy ,

Çàìåíèâ òåïåðü ó ôóíêöèè f(x1) àðãóìåíò x1 íà x1+ct, à ó ôóíêöèè g(x1) íà x1−ct,
ïîëó÷àåì:

f(x1+ ct) =
1

2
α(x1+ ct)+

x1+ct∫
0

β(y)dy, g(x1− ct) =
1

2
α(x1− ct)−

x1−ct∫
0

β(y)dy , (2.18)

Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ (2.18) â ôîðìóëó (2.16) ïîëó÷èì ðåøåíèå Äàëàìáåðà óðàâíå-
íèÿ ïëîñêîé âîëíû â áåñêîíå÷íîì èçîòðîïíîì óïðóãîì ïðîñòðàíñòâå

u(x1, t) =
α(x1 + ct) + α(x1 − ct)

2
+

1

2c

x1+ct∫
x1−ct

β(y)dy (2.19)

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà

β(x1) ≡ 0 , α(x1) =

{
0, åñëè |x1| > a

1, åñëè |x1| 6 a

Â ýòîì ñëó÷àå

u(x1, t) =
α(x1 + ct) + α(x1 − ct)

2
(2.20)

Ïðè çàäàííûõ ìîìåíòàõ âðåìåíè t = na
2c
, n = 0, 1, 2, . . .

α(x1 − an/2) = 1 , åñëè
a(n− 2)

2
6 x1 6

a(n+ 2)

2
,

α(x1 + an/2) = 1 , åñëè − a(n+ 2)

2
6 x1 6 −a(n− 2)

2

Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè u îò êîîðäèíàòû x1 ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ âðåìåíè t ïî-
êàçàíû íà ðèñóíêå 2. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ñìåùåíèÿ èìåþò òîëüêî òî÷êè ïðè-
íàäëåæàùèå îòðåçêó −a 6 x1 6 +a. Äàëåå ñ òå÷åíèåì âðåìåíè âîçìóùåíèå ðàñïðîñòðà-
íÿåòñÿ íà ñîñåäíèå òî÷êè îñè x1, ëåæàùèå ñïðàâà è ñëåâà îò âîçìóù¼ííîé îáëàñòè. Ïðè
ýòîì âåëè÷èíà âîçìóùåíèÿ ðàçäåëÿåòñÿ ïîðîâíó ìåæäó ïðàâûìè è ëåâûìè òî÷êàìè,
ïîëó÷èâøåìè ïåðåìåùåíèÿ. Ê ìîìåíòó t = a/c íåíóëåâûå ïåðåìåùåíèÿ èìåþò òî÷êè
îòðåçêà ðîâíî â äâà ðàçà áîëåå äëèííîãî, ÷åì â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Îäíàêî âå-
ëè÷èíà ïåðåìåùåíèé òî÷åê óìåíüøèëàñü òàêæå â äâà ðàçà. Äàëåå ïðè t = 3a/2c, òî÷êè
ïðèíàäëåæàùèå èíòåðâàëó −a/2 < x1, a/2, âîçâðàùàþòñÿ â íà÷àëüíîå íåâîçìóùåííîå
ñîñòîÿíèå, à òî÷êè îòðåçêîâ [−5a/2,−a/2], [a/2, 5a/2] èìåþò ïåðåìåùåíèå ðàâíîå 1/2.

Òàêèì îáðàçîì, íà÷àëüíîå âîçìóùåíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñî ñêîðîñòü c
âïðàâî â âèäå ïðÿìîóãîëüíîãî ãîðáà u = α(x1 − ct)/2 = 1/2, è âëåâî â âèäå
òàêîãî æå ãîðáà u = α(x1 + ct)/2 = 1/2.
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Ðèñ. 2:

2.2.5 Ïëîñêàÿ âîëíà â ïðîèçâîëüíîì íàïðàâëåíèè. Ïóñòü íàïðàâëåíèå ïëîñ-
êîé âîëíû, îïðåäåëÿåòñÿ åäèíè÷íûì âåêòîðîì n⃗ = (n1, n2, n3), ïåðïåíäèêóëÿðíûì ïëîñ-
êîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèé òî÷åê ïëîñêîñòè çàâèñÿò îò
âåëè÷èíû η = n⃗ x⃗ − ct = nkxk − ct, ãäå c � èñêîìàÿ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû
(âîçìóùåíèÿ)2

ui(x, t) = ui(nkxk − ct) (2.21)

Ïîäñòàâèâ ui â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (2.2), ïîëó÷èì:

(λ+ µ)u′′jnjni + µu′′i = ϱc2u′′i (2.22)

Ýòà ñèñòåìà îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî u′′i èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå,
åñëè îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû ðàâåí íóëþ, ò.å.∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(λ+ µ)n2
1 + µ− ϱc2 (λ+ µ)n1n2 (λ+ µ)n1n3

(λ+ µ)n2n1 (λ+ µ)n2
2 + µ− ϱc2 (λ+ µ)n2n3

(λ+ µ)n3n1 (λ+ µ)n2n3 (λ+ µ)n2
3 + µ− ϱc2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

Ðàñêðûâàÿ îïðåäåëèòåëü ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ äëÿ ñêîðîñòè âîëíû
áåãóùåé â çàäàííîì íàïðàâëåíèè n⃗ [6, ñòð. 559]

(µ− ϱc2)2(λ+ 2µ− ϱc2) = 0

Îòñþäà

c1 =

√
λ+ 2µ

ϱ
, c2 =

√
µ

ϱ

Òàêèì îáðàçîì, âîëíà â èçîòðîïíîì òåëå â ïðîèçâîëüíîì íàïðàâëåíèè ìîæåò ðàñ-
ïðîñòðàíÿòüñÿ ëèáî ñî ñêîðîñòüþ c1, ëèáî ñî ñêîðîñòüþ c2. Ïðè÷¼ì, c1 ýòî ñêîðîñòü

2íàïðàâëåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû çàäàíî âåêòîðîì n⃗, ïîýòîìó òî÷êà x∗
1 = n⃗ x⃗ åñòü êîîðäèíàòà

òî÷êè íà ëèíèè ïàðàëëåëüíîé âåêòîðó n⃗, â íàïðàâëåíèè êîòîðîãî áåæèò ïëîñêàÿ âîëíà. Äðóãèìè

ñëîâàìè ìû èùåì âîëíó, ðàñïðîñòðàíÿþùóþñÿ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Ìîæíî èñêàòü âîëíó

è â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè, è ïîëó÷èòü äëÿ ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû òå æå çíà÷åíèÿ.
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ïðîäîëüíîé âîëíû âäîëü âûáðàííîãî íàïðàâëåíèÿ, à c2 � ñêîðîñòü ïîïåðå÷íîé âîëíû
ê ýòîìó íàïðàâëåíèþ.

Â ñàìîì äåëå, óìíîæàÿ óðàâíåíèå (2.22) íà ni è ñóììèðóþ ïî èíäåêñó i ïîëó÷èì,
÷òî ïåðåìåùåíèå un = u⃗n⃗ âäîëü íàïðàâëåíèÿ âåêòîðà n⃗ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó
âîëíîâîìó óðàâíåíèþ: ( ∂2

∂x21
− 1

c22

∂2

∂t2

)
un = 0

Åñëè æå óðàâíåíèå (2.22) óìíîæèòü íà τi � êîìïîíåíòû ïðîèçâîëüíîãî åäèíè÷íîãî
âåêòîðà τ⃗ ïåðïåíäèêóëÿðíîãî n⃗, òîãäà ïåðåìåùåíèå uτ = u⃗τ⃗ ïîïåð¼ê íàïðàâëåíèÿ n⃗
áóäåò óäîâëåòâîðÿòü òàêîìó æå âîëíîâîìó óðàâíåíèþ, ãäå âìåñòî c2 ñòîèò c1( ∂2

∂x21
− 1

c21

∂2

∂t2

)
uτ = 0

2.2.6 Ïëîñêèå ãàðìîíè÷åñêèå âîëíû. Ïëîñêîé ãàðìîíè÷åñêîé âîëíîé, ðàñïðî-
ñòðàíÿþùåéñÿ â íàïðàâëåíèè îñè x1 íàçûâàåòñÿ âîëíà âèäà

u(x1, t) = u0e
i(kx1−ωt) = u0

[
cos((kx1 − ωt) + i sin((kx1 − ωt)

]
(2.23)

Çäåñü u0 � êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà, i � êîìïëåêñíàÿ åäèíèöà, êîýôôèöèåíò k íàçû-
âàåòñÿ âîëíîâûì ÷èñëîì, ω � ÷àñòîòà ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé. Ôóíêöèÿ, ñòîÿùàÿ â
ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (2.23) ïåðèîäè÷íà ïî êîîðäèíàòå x1 è ïî âðåìåíè t ñ ïåðèî-
äàìè l = 2π/k è T = 2π/ω, ñîîòâåòñòâåííî. ×èñëî l = 2π/k ïðè k > 0 íàçûâàåòñÿ
äëèíîé âîëíû. Âîëíà âèäà (2.23) äîëæíà áûòü ðåøåíèåì âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (2.14).
Åñëè ïîäñòàâèòü âûðàæåíèå (2.23) â ýòî óðàâíåíèå, òî îíî óäîâëåòâîðèòñÿ ïðè

−k2 + ω2

c2
= 0 ⇒ k1,2 = ±ω

c
, (2.24)

òîãäà äëèíà âîëíû âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñêîðîñòü âîëíû è ÷åðåç å¼ ÷àñòîòó l = 2πc/ω, à
îáùèì ãàðìîíè÷åñêèì ðåøåíèåì âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

u(x1, t) = u−0 e
i(−ω

c
x1−ωt) + u+0 e

i(ω
c
x1−ωt) = u−0 e

− iω
c
(x1+ct) + u+0 e

− iω
c
(x1−ct) , (2.25)

èëè
u(x1, t) = u∓0 e

− 2πi
l
(x1±ct) = u∓0 e

−2πi(
x1
l
± t

T
) (2.26)

Ðåøåíèå (2.25) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ðåøåíèÿ Äàëàìáåðà. Â ñàìîì äåëå ôîð-
ìóëà (2.25) ïåðåéä¼ò â ôîðìóëó (2.16), åñëè íåé ïîëîæèòü

f(x1, t) = u−0 e
− iω

c
(x1+ct) , g(x1, t) = u+0 e

− iω
c
(x1−ct)

2.2.7 Âîëíû â àíèçîòðîïíîé ñðåäå. Â àíèçîòðîïíîé ñðåäå âîëíîâûå ïðîöåññû
îáëàäàþò ãîðàçäî áîëüøèì ðàçíîîáðàçèåì. Ðàññìîòðèì, äëÿ ïðèìåðà, ðàñïðîñòðàíåíèå
ïëîñêîé âîëíû â àíèçîòðîïíîé ñðåäå. Ïóñòü n⃗ � åäèíè÷íûé âåêòîð íàïðàâëåíèÿ âîëíû.
Ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (1.4) ïðè íóëåâûõ îáú¼ìíûõ ñèëàõ èùåì, òàêæå êàê è â
ñëó÷àå èçîòðîïèè, â âèäå (2.21). Âìåñòî óðàâíåíèÿ (2.22) ïîëó÷àåì:

Cijklu
′′
knjnl = ϱc2u′′i (2.27)

Íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû èç òð¼õ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî òð¼õ
íåèçâåñòíûõ u′′i , áóäåò âîçìîæíî, åñëè îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû ðàâåí íóëþ, òî åñòü

det
[
Cijklnjnl − ϱc2δik

]
= 0 , (2.28)
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èëè [7, ñòð. 95]

1

6
ϵipqϵkrs

[
aik − ϱc2δik

][
apr − ϱc2δpr

][
aqs − ϱc2δqs

]
= 0 , (2.29)

ãäå
aik ≡ Cijklnjnl (2.30)

Óðàâíåíèå (2.28) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî c2. Îíî
èìååò òðè äåéñòâèòåëüíûõ ïîëîæèòåëüíûõ êîðíÿ, ïîñêîëüêó êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà
aikξiξj > 0 ïðè ëþáûõ ξ⃗ ̸= 0 [8, ñòð. 312]. Â îáùåì ñëó÷àå àíèçîòðîïèè âñå òðè êîðíÿ
ðàçëè÷íû è ñîîòâåòñòâóþò òð¼ì ðàçëè÷íûì ñêîðîñòÿì ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèÿ
â àíèçîòðîïíîé ñðåäå â çàäàííîì íàïðàâëåíèè. Âåëè÷èíà ýòèõ ñêîðîñòåé çàâèñèò îò
êîìïîíåíò òåíçîðà ìîäóëåé óïðóãîñòè è îò íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû, îïðå-
äåëÿåìîãî âåêòîðîì n⃗ = (n1, n2, n3).

Ñëåäîâàòåëüíî â àíèçîòðîïíîé ñðåäå âîçìîæíî áåñ÷èñëåííîå ìíîæåñòâî
ñêîðîñòåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí.
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