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1 Ãàðìîíè÷åñêèå âîëíû â ïîëóïðîñòðàíñòâå.

1.1 Âîëíû Ðåëåÿ.
Âîëíàìè Ðåëåÿ íàçûâàþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèå âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ â ïîëóïðî-

ñòðàíñòâå èç îäíîðîäíîãî èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà.

1.1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.
Íàïðàâèì îñü x1 äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò âãëóáü ïîëóïðîñòðàíñòâà, à îñè x2

è x3 ðàñïîëîæèì íà ãðàíèöå ïîëóïðîñòðàíñòâà ðèñ. 1.
Ïîñòàíîâêà çàäà÷è âêëþ÷àåò óðàâ-

Ðèñ. 1:

íåíèÿ äâèæåíèÿ ïðè îòñóòñòâèè îáú-
¼ìíûõ íàãðóçîê

(λ+ µ)uj,ji + µui,jj = ϱüi , (1.1)

ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ñâîáîäíîé ïî-
âåðõíîñòè ïîëóïðîñòðàíñòâà

σi1(0, x2, x3, t) = 0 , (1.2)

è óñëîâèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè
ui(x1, x2, x3, t) → 0 (1.3)

1.1.2 Ñëó÷àé ïëîñêèõ âîçìóùåíèé.
Ïóñòü âîçìóùåíèÿ, âûçûâàþùèå âîëíó íå çàâèñÿò îò êîîðäèíàòû x3. Â ýòîì ñëó÷àå

ñðåäà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ïëîñêîé äåôîðìàöèè â ïëîñêîñòè x1x2, ò.å.

uI = uI(x1, x2, t) , u3 ≡ 0 (1.4)

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî εi3 ≡ 0, à çíà÷èò è σ13 = σ23 = 0. Êðîìå ýòîãî èç (1.4) ñëåäóåò,
÷òî âîëíîâûå ïîòåíöèàëû, ÷åðåç êîòîðûå âûðàæàþòñÿ ïåðåìåùåíèÿ, òàêæå íå çàâèñÿò
îò êîîðäèíàòû x3, ïðè÷¼ì

uI = φ,I + ϵIJ3ψ3,J ⇒ u1 = φ,1 + ψ,2 , u2 = φ,2 − ψ,1 , (1.5)

1



ãäå ψ(x1, x2, t) ≡ ψ3(x1, x2, t).
Ïîñëå ýòîãî âîëíîâûå óðàâíåíèÿ ïðèíèìàþò âèä:(

∆− 1

c21

∂2

∂t2

)
φ = 0 ,

(
∆− 1

c22

∂2

∂t2

)
ψ = 0 (1.6)

Çäåñü ∆ = ∂2/∂x21 + ∂2/∂x22 � äâóìåðíûé îïåðàòîð Ëàïëàñà.
Áóäåì èñêàòü ãàðìîíè÷åñêóþ âîëíó, ðàñïðîñòðàíÿþùóþñÿ â íàïðàâëåíèè îñè x2. Â

ýòîì ñëó÷àå âîëíîâûå ïîòåíöèàëû ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå:

φ(x1, x2, t) = Φ(x1)e
i(kx2−ωt) , ψ(x1, x2, t) = Ψ(x1)e

i(kx2−ωt) (1.7)

×åðåç ω, êàê îáû÷íî, îáîçíà÷åíà ÷àñòîòà âîëíû. k � âîëíîâîå ÷èñëî, k = ω/c
R
, c

R

� ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ èñêîìîé âîëíû Ðåëåÿ. Ïîäñòàíîâêà ïîòåíöèàëîâ (1.7) â
óðàâíåíèÿ (1.6) äà¼ò äâà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿ äëÿ àìïëèòóä
Φ(x1) è Ψ(x1)

d2Φ

dx21
− α2

1Φ = 0 ,
d2Ψ

dx21
− α2

2Ψ = 0 , (1.8)

ãäå

α
I
=

√
k2 − ω2

c2
I

= ω

√
1

c2
R

− 1

c2
I

(1.9)

Îòñþäà ñðàçó âèäíî, ÷òî èñêîìàÿ ñêîðîñòü âîëíû Ðåëåÿ äîëæíà áûòü ìåíüøå ñêî-
ðîñòåé âîëí ñäâèãà è äèëàòàöèè, òî åñòü

c
R
< c2 < c1

Èç îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.8) íàéä¼ì ðåøåíèÿ, ñòðåìÿùè-
åñÿ ê íóëþ ïðè óâåëè÷åíèè ãëóáèíû, ò.å. ïðè x1 → ∞

Φ(x1) = Ae−α1x1 , Ψ(x1) = Be−α2x1 (1.10)

Òàêèì îáðàçîì, âîëíîâûå ïîòåíöèàëû ïðèìóò âèä:

φ(x1, x2, t) = Ae−α1x1+i(kx2−ωt) , ψ(x1, x2, t) = Be−α2x1+i(kx2−ωt) (1.11)

Äàëåå íåîáõîäèìî óäîâëåòâîðèòü îñòàâøèìñÿ óñëîâèÿì ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ïî-
ëóïðîñòðàíñòâà

σ11(0, x2, t) = 0 , σ12(0, x2, t) = 0 (1.12)

Âíà÷àëå íàéä¼ì ïåðåìåùåíèÿ

u1 = φ,1 + ψ,2 =
(
−Aα1e

−α1x1 +Bike−α2x1
)
ei(kx2−ωt) ,

u2 = φ,2 − ψ,1 =
(
Aike−α1x1 +Bα2e

−α2x1
)
ei(kx2−ωt) (1.13)

Ïîñëå ýòîãî, èç çàêîíà Ãóêà ïîëó÷èì

σ11 = λε+ 2µε11 = λ(u1,1 + u2,2) + 2µu1,1 = (2µφ,11 + λ∆φ+ 2µψ,12) ,

σ12 = 2µε12 = µ(u1,2 + u2,1) = µ (2φ,12 + ψ,22 − ψ,11) (1.14)

Îòñþäà, èç (1.13), è èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (1.12) ïîëó÷èì îäíîðîäíóþ ñèñòåìó èç
äâóõ óðàâíåíèé äëÿ êîíñòàíò A è B:{

A [λ(α2
1 − k2) + 2µα2

1] +B i 2µkα2 = 0

A i 2µkα1 +B µ(α2
2 + k2) = 0

(1.15)

Ïîñêîëüêó ýòè êîíñòàíòû äîëæíû áûòü íåíóëåâûìè, ïîñòîëüêó îïðåäåëèòåëü ñè-
ñòåìû äîëæåí áûòü ðàâåí íóëþ. Îòñþäà ïîëó÷èì óðàâíåíèå:[

λ

µ
(ν21 − k2) + 2ν21

]
(ν22 + k2)− 2ν1ν2k

2 = 0 (1.16)
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1.1.3 Óðàâíåíèå äëÿ ñêîðîñòè âîëí Ðåëåÿ.
Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (1.13) ââîäÿ äâå áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû: ϑ = c22/c

2
1 � îò-

íîøåíèå êâàäðàòà ñêîðîñòè ïîïåðå÷íûõ âîëí ê êâàäðàòó ñêîðîñòè ïðîäîëüíûõ âîëí
(âåëè÷èíà, çàâèñÿùàÿ îò êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ñðåäû) è η = c2R/c

2
2 � îòíîøåíèå

êâàäðàòà ñêîðîñòè âîëí Ðåëåÿ ê êâàäðàòó ñêîðîñòè âîëí ñäâèãà (èñêîìàÿ âåëè÷èíà)

ϑ =
c22
c21

=
µ/ϱ

(λ+ 2µ)/ϱ
=

1

λ/µ+ 2
=

1

2

1− 2ν

1− ν
< 1 , η =

c2R
c22

< 1

Çäåñü ν � êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà. Ïîñëå ýòîãî êîýôôèöèåíòû α
I
è îòíîøåíèå λ/µ

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

α1 =
ω

c1ηϑ

√
1− ηθ , α2 =

ω

c2η

√
1− η ,

λ

µ
=

1

ϑ2
− 2 (1.17)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé (1.17) â óðàâíåíèå (1.16) ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå

(2− η2) = 4
√

1− ηθ
√

1− η , (1.18)

èëè
η
[
η3 − 8η2 + (24− 16ϑ)η − 16(1− ϑ)

]
= 0 (1.19)

Ïðè çàäàííûõ 0 < ϑ < 1 çíà÷åíèÿ η, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ 0 < η < 1 ïîëó÷à-
þòñÿ èç ðåøåíèÿ êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

η3 − 8η2 + (24− 16ϑ)η − 16(1− ϑ) = 0

.

Ðèñ. 2: Ðèñ. 3: Çàâèñèìîñòü áåçðàçìåðíîé ñêîðî-
ñòè âîëíû Ðåëåÿ îò îòíîøåíèÿ ñêîðîñòè
ïîïåðå÷íûõ âîëí ê ñêîðîñòè ïðîäîëüíûõ
âîëí

1.1.4 Ãðàôèêè äëÿ ðàñ÷¼òà ñêîðîñòåé âîëí Ðåëåÿ.
Ïóñòü x = c2/c1 � îòíîøåíèå ñêîðîñòè ïîïåðå÷íûõ âîëí ê ñêîðîñòè ïðîäîëüíûõ

âîëí â áåñêîíå÷íîé èçîòðîïíîé óïðóãîé ñðåäå (çàäàííàÿ âåëè÷èíà), y = cR/c2 �
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áåçðàçìåðíàÿ ñêîðîñòü ïîâåðõíîñòíûõ âîëí Ðåëåÿ (èñêîìàÿ âåëè÷èíà). Òîãäà ϑ = x2,
η = y2.

Îáîçíà÷èì
f(x, y) ≡ y6 − 8y4 + (24− 16x2)y2 − 16(1− x2) (1.20)

Íà ðèñóíêå 2 ïðèâåäåíà ñåðèÿ ãðàôèêîâ ôóíêöèè f(x, y) â çàâèñèìîñòè îò y = cR/c2
ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ x = c2/c1 = 0; 0.1; 0.2; 0.3; 0.4; 0.5; 0.6; 0.7; 0.8; 0.9;
0.95; 0.99; 1 (ñíèçó ââåðõ â ïîðÿäêå ïåðå÷èñëåííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà x). Øòðèõàìè,
øòðèõïóíêòèðàìè, ïóíêòèðàìè è äëèííûìè øòðèõàìè ïîìå÷åíû êðèâûå, ñîîòâåòñòâó-
þùèå çíà÷åíèÿì x = 0; 0.5; 0.9 è x = 1. Ïåðåñå÷åíèå êàæäîé èç êðèâûõ ñ îñüþ y äà¼ò
òå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà y, ïðè êîòîðûõ f(x, y) = 0. Íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå ïîêàçàíà
áîëåå ïîäðîáíàÿ çàâèñèìîñòü y(x), ïîëó÷åííàÿ èç óðàâíåíèÿ f(x, y) = 0. Èç ðèñóí-
êà 3 ïî çàäàííûì çíà÷åíèÿì x = c2/c1 ìîæíî áûñòðî íàéòè ïðèáëèæåííûå
çíà÷åíèÿ y = cR/c2 áåçðàçìåðíîé ñêîðîñòè âîëí Ðåëåÿ

Â ñëó÷àå ïîâåðõíîñòíûõ âîëí Ðåëåÿ ÷àñòèöû ñðåäû ïåðåìåùàþòñÿ â ïëîñ-
êîñòè x1x2, à âîëíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â íàïðàâëåíèè îñè x2. Ïðè ýòîì, âîëíû
Ðåëåÿ íå ÿâëÿþòñÿ íè ïðîäîëüíûìè (ïî îñè x2), íè ïîïåðå÷íûìè (ïî îñè x1)
âîëíàìè.

1.2 Âîëíû Ëÿâà.
Âîëíàìè Ëÿâà íàçûâàþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèå âîëíû ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ â äâóõñëîé-

íîì óïðóãîì ïîëóïðîñòðàíñòâå, â êîòîðîì ñâîéñòâà ìåíÿþòñÿ ñêà÷êîì ïðè ïåðåõîäå
÷åðåç ãðàíèöó ðàçäåëà ñëî¼â.

1.2.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü h òîëùèíà ñëîÿ, ïðèëåãàþùåãî ê ñâîáîäíîé ãðà-
íèöå ïîëóïðîñòðàíñòâà.

Ìàòåðèàëüíûå êîíñòàíòû ñëîÿ

Ðèñ. 4:

îáîçíà÷èì ÷åðåç λ1, µ1, ϱ1. Ñêî-
ðîñòü ïîïåðå÷íûõ âîëí â ïðîñòðàí-
ñòâå èç ìàòåðèàëà ñëîÿ áóäåì îáî-
çíà÷àòü ÷åðåç b1 =

√
µ1/ϱ1. Ñî-

îòâåòñòâóþùèå âåëè÷èíû ìàòåðè-
àëà îñíîâíîé ñðåäû áóäåì îáî-
çíà÷àòü òåìè æå ñàìûìè ñèìâî-
ëàìè, òîëüêî ñ èíäåêñîì 2, ò.å.
λ2, µ2, ϱ2, b2 =

√
µ2/ϱ2.

Íà÷àëî äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò ðàñïîëîæèì íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñëî¼â, îñü x1 äåêàð-
òîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò íàïðàâèì âãëóáü ïîëóïðîñòðàíñòâà ðèñ. 4.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è, òàêæå êàê è â ñëó÷àå âîëí Ðåëåÿ, ñîñòîèò èç óðàâíåíèé ðàâíî-
âåñèÿ â ñëîå è â îñíîâíîé ñðåäå (èíäåêñû ó ìàòåðèàëüíûõ êîíñòàíò îïóùåíû)

(λ+ µ)uj,ji + µui,jj = ϱüi , (1.21)

ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ïîëóïðîñòðàíñòâà

σi1(1)(−h, x2, x3, t) = 0 , (1.22)

êîíòàêòíûõ óñëîâèé íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñëî¼â

[[ui]]x1=0 ≡ ui(2)(0, x2, x3, t)− ui(1)(0, x2, x3, t) = 0 ,

[[σi1]]x1=0 ≡ σi1(2)(0, x2, x3, t)− σi1(1)(0, x2, x3, t) = 0 , (1.23)
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è óñëîâèé íà áåñêîíå÷íîñòè

ui(2)(x1, x2, x3, t) → 0 ïðè x1 → ∞ (1.24)

1.2.2 Ïîïåðå÷íûå âîëíû â äâóõñëîéíîé ñðåäå.
Ëÿâ â 1926 ãîäó [1, ñòð. 688, ñì. ññûëêó] ïîêàçàë, ÷òî â òîì ñëó÷àå, êîãäà âåðõíèé

ñëîé ìåíåå æåñòêèé, ÷åì îñíîâíîé ìàòåðèàë, â ñðåäå ìîãóò ñóùåñòâîâàòü
ïîïåðå÷íûå (ïî îñè x3) âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ â íàïðàâëåíèè îñè îñè
x2, ò.å. âîëíû âèäà

u⃗ = (0, 0, u3) , u3 = Φ(x1)e
i(kx2−ωt) , (1.25)

ãäå k � âîëíîâîå ÷èñëî âîëí Ëÿâà k = ω/cL. Çäåñü cL � èñêîìàÿ ñêîðîñòü ïîïåðå÷íûõ
âîëí Ëÿâà. Èç ñîîòíîøåíèé Êîøè è çàêîíà Ãóêà íàéä¼ì îòëè÷íûå îò íóëÿ êîìïîíåíòû
äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé

ε31 =
1

2
u3,1 =

1

2
Φ′(x1)e

i(kx2−ωt) , ε32 =
1

2
u3,2 =

ik

2
Φ(x1)e

i(kx2−ωt) ,

σ31 = 2µε3,1 = µΦ′(x1)e
i(kx2−ωt) , σ32 = 2µε3,2 = µikΦ(x1)e

i(kx2−ωt) (1.26)

Ïîäñòàíîâêà (1.25) â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðèâîäèò ê âîëíîâîìó óðàâíåíèþ äëÿ
êîìïîíåíòû u3 âåêòîðà ïåðåìåùåíèé(

µ∆− ϱ
∂2

∂t2

)
u3 = 0 ⇒ µ

(
Φ′′ − k2Φ

)
+ ϱω2Φ = 0 (1.27)

Óðàâíåíèå (1.27) ñïðàâåäëèâî â îáîèõ ñëîÿõ, ò.å. â êàæäîì èç ñëî¼â îíî èìååò âèä:

Φ′′
1 − k2

(
1− c2L

b21

)
Φ1 = 0 , ïðè − h 6 x1 6 0 , (1.28)

Φ′′
2 − k2

(
1− c2L

b22

)
Φ2 = 0 , ïðè 0 6 x1 <∞ (1.29)

1.2.3 Ãðàíè÷íûå è êîíòàêòíûå óñëîâèÿ.
Óñëîâèÿ (1.22)�(1.24) ñâîäÿòñÿ ê óñëîâèÿì íà ôóíêöèè Φ1 è Φ2

σ31(1)(−h, x2, t) = 0 ⇒ Φ′
1(−h) = 0 ; (1.30)

u3(1)(0, x2, t) = u3(2)(0, x2, t) ⇒ Φ1(0) = Φ2(0) ; (1.31)

σ31(1)(0, x2, t) = σ31(2)(0, x2, t) ⇒ µ1Φ
′
1(0) = µ2Φ

′
2(0) ; (1.32)

u3(2)(x1, x2, t) → 0 ïðè x1 → ∞ ⇒ Φ2(x1) → 0 ïðè x1 → ∞ (1.33)

Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.29) ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ Φ2(x1), êîòîðàÿ äîëæ-
íà ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ ïðè x1 → ∞, à äëÿ ýòîãî íóæíî ÷òîáû

1− c2L
b22
> 0 ⇒ cL < b2 , (1.34)

òîãäà

Φ2(x1) = C e−kβ2x1 , ãäå β2 =

√
1− c2L

b22
(1.35)
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Óðàâíåíèå (1.28), â çàâèñèìîñòè îò çíàêà âåëè÷èíû 1− c2L/b
2
1, èìååò äâà ðàçëè÷íûõ

ðåøåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî cL < b1 , òîãäà

Φ1(x1) = Aekβ1x1 +B e−kβ1x1 , ãäå β1 =

√
1− c2L

b21
(1.36)

Åñëè æå cL > b1 , òîãäà

Φ1(x1) = A sin kβ1x1 +B cos kβ1x1 , ãäå β1 =

√
c2L
b21

− 1 (1.37)

Óäîâëåòâîðåíèå òð¼ì óñëîâèÿì (1.30), (1.32) ïðèâîäèò ê ñèñòåìå èç òð¼õ îäíîðîäíûõ
óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî êîíñòàíò A, B, C. Â ïåðâîì ñëó÷àå ýòà ñèñòåìà èìååò âèä:

Ae−kβ1h −B ekβ1h = 0

A+B = C

µ1β1(A−B) = −µ2β2C

, β1 =

√
1− c2L

b21
(1.38)

Âî âòîðîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì äðóãóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé
A cos kβ1h+B sin kβ1h = 0

B = C

µ1β1A = −µ2β2C

, β1 =

√
c2L
b21

− 1 (1.39)

Íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.38) áóäåò âîçìîæíî, åñëè îïðåäåëè-
òåëü ýòîé ñèñòåìû îáðàùàåòñÿ â íóëü. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî cL ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíå-
íèÿ

µ1β1
(
1− e2kβ1h

)
= µ2β2

(
1 + e2kβ1h

)
, β1 =

√
1− c2L

b21
, k =

ω

cL
(1.40)

Âî âòîðîì ñëó÷àå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1.38) èìååò ìåñòî, åñëè cL áóäåò
êîðíåì äðóãîãî óðàâíåíèÿ:

µ1β1 sin (kβ1h) = µ2β2 cos (kβ1h) , β1 =

√
c2L
b21

− 1 , k =
ω

cL
(1.41)

Óðàâíåíèÿ (1.40) è (1.41) ìîæíî îáúåäèíèòü â åäèíîå óðàâíåíèå âèäà

−µ1β1 sh (kβ1h) = µ2β2 ch (kβ1h) , β1 =

√
1− c2L

b21
, k =

ω

cL
,

èëè æå

µ2β2 = −µ1β1 th (kβ1h) , β1 =

√
1 −

c2L
b21

, k =
ω

cL
, (1.42)

ãäå shx = [exp(x)−exp(−x)]/2 � ãèïåðáîëè÷åñêèé ñèíóñ, chx = [exp(x)+exp(−x)]/2 �
ãèïåðáîëè÷åñêèé êîñèíóñ, thx = sh x/ chx � ãèïåðáîëè÷åñêèé òàíãåíñ. Â ñëó÷àå ÷èñòî
ìíèìûõ àðãóìåíòîâ sh ix = i sin x, ch ix = cos x. Ïðè äåéñòâèòåëüíûõ β1 óðàâíåíèå
(1.42) ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì (1.40), à ïðè ìíèìûõ � ñ óðàâíåíèåì (1.41).
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Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî

β1 =

√
1− c2L

b21
⇒ cL = b1

√
1− β2

1 , òîãäà β2 =

√
1− c2L

b22
=
b1
b2

√(
b2
b1

)2

+ β2
1 − 1 , (1.43)

k =
ω

cL
=

ω

b1
√
1− β2

1

(1.44)

Ïîäñòàâèì âûðàæåíèÿ äëÿ k è β2 â óðàâíåíèå (1.42) è ïåðåïèøåì åãî ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

µ2/µ1

b2/b1

√(
b2

b1

)2

+ β2
1 − 1 = −β1 th

(
ωh

b1

β1√
1 − β2

1

)
,√

1 −
(
b2

b1

)2

< β1 < 1

(1.45)

Â äðóãîì ñëó÷àå âìåñòî (1.43), (1.44) è (1.45) ïîëó÷àåì:

Ïðè β1 =

√
c2L
b21

− 1 ⇒ cL = b1

√
1 + β2

1 , ⇒ β2 =

√
1− c2L

b22
=

√(
b2
b1

)2

− β2
1 − 1 , (1.46)

k =
ω

cL
=

ω

b1
√

1 + β2
1

, (1.47)

µ2/µ1

b2/b1

√(
b2

b1

)2

− β2
1 − 1 = β1 tg

(
ωh

b1

β1√
1 + β2

1

)
,

0 < β1 <

√(
b2

b1

)2

− 1

(1.48)

1.2.4 Äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå. Ñêîðîñòü âîëí Ëÿâà.
Â óðàâíåíèè (1.45) ãèïåðáîëè÷åñêèé òàíãåíñ ïîëîæèòåëåí ïðè ïîëîæèòåëüíîì àð-

ãóìåíòå, ïîýòîìó óðàâíåíèå (1.45) íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ ðåøåíèé äëÿ β1. Îñòà¼òñÿ
òîëüêî óðàâíåíèå (1.48), êîòîðîå ðàçðåøèìî ïðè

b2 > b1 ⇒
µ2

ϱ2

>
µ1

ϱ1

⇒
µ2

µ1

>
ϱ2

ϱ1

(1.49)

Òàêèì îáðàçîì, â òîì ñëó÷àå, êîãäà âåðõíÿÿ íàêëàäêà áîëåå ìÿãêàÿ ïî
ñäâèãó ÷åì îñíîâíîé ìàòåðèàë, â ïîëóïðîñòðàíñòâå ñ íàêëàäêîé âîçìîæíà
ïîïåðå÷íàÿ ïëîñêàÿ âîëíà, ðàñïðîñòðàíÿþùàÿñÿ â íàïðàâëåíèè îñè x2. Ïðè
ýòîì ñêîðîñòü âîëí Ëÿâà CL =

√
µ1(1 + β2

1)/ϱ1 çàâèñèò îò ÷àñòîòû, òî åñòü
èìååò ìåñòî äèñïåðñèÿ âîëí.
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