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Î ïëîñêèõ çàäà÷àõ òåîðèè óïðóãîñòè.

Ïëîñêàÿ çàäà÷à ñîñòàâëÿåò áîëüøîé è íàèáîëåå ðàçðàáîòàííûé ðàçäåë òåîðèè óïðóãî-
ñòè. Òåðìèíîì "ïëîñêàÿ çàäà÷à" îáîçíà÷àþò äâà ôèçè÷åñêè ðàçëè÷íûõ ñëó÷àÿ ðàâíî-
âåñèÿ óïðóãîãî òåëà, îáúåäèíåííûõ îáùèì ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì � ýòî çàäà÷à î
ïëîñêîé äåôîðìàöèè è î ïëîñêîì íàïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè [1].

1 Ïëîñêàÿ äåôîðìàöèÿ.

Ñîñòîÿíèå ïëîñêîé äåôîðìàöèè ðåàëèçóåòñÿ â íåîäíîðîäíîì àíèçîòðîï-
íîì ïðèçìàòè÷åñêîì (öèëèíäðè÷åñêîì) òåëå áåñêîíå÷íîé äëèíû, åñëè:

• ïîâåðõíîñòíûå è îáú¼ìíûå óñèëèÿ íå ìåíÿþòñÿ âäîëü îáðàçóþùåé;
• òåíçîðû ìîäóëåé óïðóãîñòè è ïîäàòëèâîñòè òàêæå íå ìåíÿþòñÿ âäîëü îáðàçóþùåé;
• â êàæäîé òî÷êå òåëà ñóùåñòâóåò ïëîñêîñòü óïðóãîé ñèììåòðèè íîðìàëüíàÿ ê îá-

ðàçóþùåé.
Ïðè òàêèõ óñëîâèÿõ âñå ïîïåðå÷íûå ñå÷åíèÿ íàõîäÿòñÿ â îäèíàêîâûõ

óñëîâèÿõ è, ñëåäîâàòåëüíî, ïëîñêèå äî äåôîðìàöèè ïîïåðå÷íûå ñå÷åíèÿ
îñòàþòñÿ ïëîñêèìè è ïîñëå äåôîðìàöèè, ò.å. äåôîðìàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîé.

Â ñëó÷àå íåâûïîëíåíèÿ òðåòüåãî óñëîâèÿ âñå ïîïåðå÷íûå ñå÷åíèÿ îäèíàêîâî èñ-
êðèâëÿþòñÿ. Òàêîãî ðîäà äåôîðìàöèþ íàçûâàþò îáîáùåííîé ïëîñêîé äåôîðìàöèåé
[2]. Ïëîñêàÿ äåôîðìàöèÿ ïðè ïðîèçâîëüíîé çàâèñèìîñòè óïðóãèõ ñâîéñòâ îò êîîðäè-
íàò ðàññìîòðåíà Ëîìàêèíûì Â.À. [3].

1.1 Äåôîðìàöèè è ïåðåìåùåíèÿ ïðè ïëîñêîé äåôîðìàöèè.
Ïóñòü îñü x3 ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè äåôîðìàöèè, à îñè x1 è x2 ïàðàëëåëüíû

åé, òîãäà ñîñòîÿíèå ïëîñêîé äåôîðìàöèè îçíà÷àåò, ÷òî

ε11(x1, x2) , ε22(x1, x2) , ε12(x1, x2) = ε21(x1, x2) , ε13 = ε23 = ε33 = 0.

Èëè
εIJ = εIJ(x1, x2) , εi3 = 0. (1.1)

Êàê îáû÷íî, áîëüøèå ëàòèíñêèå èíäåêñû ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 1 è 2, à ìàëåíüêèå
� 1,2,3. Òàê, êàê εIJ = (uI,J + uJ,I)/2, à εi3 = (ui,3 + u3,i)/2 = 0, ñëåäîâàòåëüíî

uI = uI(x1, x2) , u3 = const. (1.2)

1.2 Ïðÿìûå îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ïðè ïëîñêîé äåôîðìàöèè.
Ïðÿìûå îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ âûðàæàþò íàïðÿæåíèÿ ÷åðåç äåôîðìàöèè. Èç

çàêîíà Ãóêà èìååì:

σij = CijKLεKL + 2CijK3εK3 + Cij33ε33 = CijKLεKL (1.3)

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî

σIJ = CIJKLεKL , σi3 = Ci3KLεKL (1.4)

Èç ïåðâîé ôîðìóëû (1.4) ïîëó÷àåì:

εIJ = C−1
IJKLσKL , (1.5)
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ãäå êîýôôèöèåíòû C−1
IJKL îáîçíà÷àþò êîìïîíåíòû ìàòðèöû îáðàòíîé ê ìàòðèöå CIJKL,

òî åñòü, (
C−1

IJKL

)
=

C1111 C1122 C1112

C2211 C2222 C2212

C1211 C1222 C1212

−1

Ïîäñòàâèì òåïåðü äåôîðìàöèè (1.5) âî âòîðóþ ôîðìóëó (1.4) è âûðàçèì íàïðÿæåíèÿ
σi3 ÷åðåç íàïðÿæåíèÿ â ïëîñêîñòè äåôîðìàöèé

σi3 = Ci3KLC
−1
KLMNσMN . (1.6)

1.3 Îáðàòíûå îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ïðè ïëîñêîé äåôîðìàöèè.
Îáðàòíûå îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ âûðàæàþò ïëîñêèå äåôîðìàöèè ÷åðåç ïëîñ-

êèå íàïðÿæåíèÿ. Ñîáñòâåííî ýòî êàê ðàç è åñòü ñîîòíîøåíèÿ (1.5). Îäíàêî â íèõ ñòîèò
îáðàòíàÿ ìàòðèöà èç ìîäóëåé óïðóãîñòè. Íåñëîæíî å¼ âû÷èñëèòü íàïðÿìóþ. Ïîïðîáóåì
íàéòè å¼ äðóãèì ñïîñîáîì. Ïîïóòíî ïîëó÷èì ìíîãî äðóãèõ èíòåðåñíûõ çàâèñèìîñòåé.
Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû êîìïîíåíòû C−1

IJKL îáðàòíîé ìàòðèöû ïðåäñòàâèòü òîëüêî
÷åðåç êîìïîíåíòû ïîëíîãî òåíçîðà ïîäàòëèâîñòåé Jijkl è ïîëó÷èòü îãðàíè÷åíèÿ íà àíè-
çîòðîïèþ ìàòåðèàëà, ïðè êîòîðîé âîçìîæíà ïëîñêàÿ äåôîðìàöèÿ â öèëèíäðè÷åñêîì
òåëå.

Èç îáðàòíîãî çàêîíà Ãóêà, c èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû (1.6), íàõîäèì

εij = JijMNσMN + 2JijP3σP3 + Jij33σ33 =

=
(
JijMN + 2JijP3CP3KLC

−1
KLMN + Jij33C33KLC

−1
KLMN

)
σMN

(1.7)

Îòñþäà íàõîäèì ôîðìóëó, ïî êîòîðîé êîìïîíåíòû òåíçîðà ïëîñêèõ äåôîðìàöèé
εIJ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîìïîíåíòû òåíçîðà ïëîñêèõ íàïðÿæåíèé σIJ , òî åñòü, îáðàòíûå
îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ

εIJ =
(
JIJMN + 2JIJP3CP3KLC

−1
KLMN + JIJ33C33KLC

−1
KLMN

)
σMN , (1.8)

à òàêæå ôîðìóëû äëÿ äåôîðìàöèé εi3, êîòîðûå ïî óñëîâèþ ðàâíû íóëþ

εi3 =
(
Ji3MN + 2Ji3P3CP3KLC

−1
KLMN + Ji333C33KLC

−1
KLMN

)
σMN = 0 (1.9)

Äàëåå, â ðàâåíñòâå (1.9), â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè íàïðÿæåíèé σMN , íóæíî
ïîëîæèòü ðàâíûì íóëþ âûðàæåíèå â ñêîáêàõ, òî åñòü,

Ji3MN + 2Ji3P3CP3KLC
−1
KLMN + Ji333C33KLC

−1
KLMN = 0. (1.10)

Ðàâåíñòâà (1.10) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñàìûå îáùèå îãðàíè÷åíèÿ íà êîýôôèöèåíòû
àíèçîòðîïèè ìàòåðèàëà, ïðè êîòîðûõ â ïðèçìàòè÷åñêîì òåëå âîçìîæíî ñîñòîÿíèå ïëîñ-
êîé äåôîðìàöèè. Â ýòîì îáùåì ñëó÷àå â òåëå, êðîìå íàïðÿæåíèé σIJ(x1, x2), âîçíèêàþò
òàêæå è íàïðÿæåíèÿ σi3(x1, x2), îïðåäåëÿåìûå ïî ôîðìóëå (1.6) ÷åðåç ïëîñêèå íàïðÿ-
æåíèÿ σIJ .

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà ïëîñêîñòü äåôîðìàöèè ÿâëÿåòñÿ îä-
íîâðåìåííî è ïëîñêîñòüþ ñèììåòðèè óïðóãèõ ñâîéñòâ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå
êîìïîíåíòû òåíçîðà ìîäóëåé óïðóãîñòè è òåíçîðà ïîäàòëèâîñòåé ñ íå÷åòíûì
êîëè÷åñòâîì òðîåê â èíäåêñàõ òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ.

Â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî óñëîâèé (1.10) ïîëó÷àåì óñëîâèÿ ïîïðîùå:

J33MN + J3333C33KLC
−1
KLMN = 0 ⇒ C33KLC

−1
KLMN = −J33MN

J3333
(1.11)

3



Ïðè ýòîì σI3 = 0 è îòëè÷íî îò íóëÿ òîëüêî ïðîäîëüíîå íàïðÿæåíèå

σ33 = C33KLC
−1
KLMNσMN = −

J33MN

J3333

σMN (1.12)

Â èçîòðîïíîì ñëó÷àå

σ33 = ν
(
σ11 + σ22

)
, (1.13)

ãäå ν � êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà, à E � ìîäóëü Þíãà.

1.4 Ôîðìóëû äëÿ ïîäàòëèâîñòåé â îáðàòíûõ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿõ.

Ðàññìîòðèì ñíîâà îáðàòíûå îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ âûðàæàþùèå ïëîñêèå äå-
ôîðìàöèè εIJ ÷åðåç ïëîñêèå íàïðÿæåíèÿ σIJ . Ôîðìàëüíî îíè èìåþò âèä (1.5) èëè æå
(1.8). Â ñîîòíîøåíèÿõ (1.8) òàêæå, êàê è â (1.5), ïðèñóòñòâóþ êîìïîíåíòû C−1

IJKL. ×òîáû
èçáàâèòüñÿ îò íèõ îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì ïëîñêîñòè ñèììåòðèè ñâîéñòâ, ñîâïàäàþùåé ñ
ïëîñêîñòüþ äåôîðìàöèé (òðåòüå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ïëîñêîé äåôîðìàöèè). Èç ôîð-
ìóë (1.8) è (1.11) äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ïîëó÷àåì:

εIJ =
(
JIJMN + JIJ33C33KLC

−1
KLMN

)
σMN =

(
JIJKL − JIJ33J33KL

J3333

)
σKL. (1.14)

Ñëåäîâàòåëüíî,

C−1
IJKL = JIJKL −

JIJ33J33KL

J3333

(1.15)

Â èçîòðîïíîì ñëó÷àå

C−1
IJKL = −

ν(1 + ν)

E
δIJδKL +

1 + ν

E
∆IJKL (1.16)

1.5 Óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè ïðè ïëîñêîé äåôîðìàöèè.
Ïðè ïëîñêîé äåôîðìàöèè ñóùåñòâåííûìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî òðè êîìïîíåíòû òåíçîðà

äåôîðìàöèé εIJ(x1, x2). Èç îáùèõ óðàâíåíèé ñîâìåñòíîñòè ïîëó÷àåì

ϵαikϵβjlεij,kl = ϵ3IKϵ3JLεIJ,KL = ϵIKϵJLεIJ,KL = 0 (1.17)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïëîñêîé äåôîðìàöèè èìååòñÿ òîëüêî îäíî óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè
äåôîðìàöèé

ε11,22 + ε22,11 − 2ε12,12 = 0 (1.18)

2 Ïëîñêîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå.

Â çàäà÷å î ïëîñêîì íàïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè ðàçëè÷àþò ÷èñòî ïëîñêîå íà-
ïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå è îáîáùåííîå ïëîñêîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå.

Êàê è ðàíåå, îñü x3 äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè, à îñè x1 è
x2 � ëåæàò â ïëîñêîñòè íàïðÿæåíèé.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà ïëîñêîñòü íàïðÿæåíèé ÿâëÿåòñÿ îä-
íîâðåìåííî è ïëîñêîñòüþ ñèììåòðèè óïðóãèõ ñâîéñòâ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå
êîìïîíåíòû òåíçîðà ïîäàòëèâîñòåé è òåíçîðà ìîäóëåé óïðóãîñòè ñ íå÷åòíûì
êîëè÷åñòâîì òðîåê â èíäåêñàõ òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ.
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2.1 ×èñòî ïëîñêîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå.
Ïðè ÷èñòî ïëîñêîì íàïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè

σIJ = σIJ(x1, x2) , σi3 ≡ 0 , (2.1)

2.2 Îáðàòíûå îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ïðè ïëîñêîì íàïðÿæåííîì ñî-
ñòîÿíèè.

Ïî îáðàòíîìó îáîáùåííîìó çàêîíó Ãóêà íàõîäèì äåôîðìàöèè

εij = JijKLσKL , (2.2)

ñëåäîâàòåëüíî,
εIJ = JIJKLσKL , ε33 = J33KLσKL, (2.3)

òî åñòü, êðîìå äåôîðìàöèé εIJ â ïëîñêîñòè ïðèñóòñòâóþò åù¼ è äåôîðìàöèè ε33.
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé ÷åðåç äåôîðìàöèè èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ (2.4) íóæ-

íî íàéòè J−1
IJKL � êîìïîíåíòû ìàòðèöû îáðàòíîé ê ìàòðèöå ñ êîìïîíåíòàìè JIJKL. Äëÿ

ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ïðÿìûì çàêîíîì Ãóêà. Ïîïóòíî ïîëó÷èì äîïîëíèòåëüíîå ñîîòíî-
øåíèå, ïîçâîëÿþùåå íàéòè äåôîðìàöèþ ε33 ÷åðåç ïëîñêèå äåôîðìàöèè.

2.3 Ïðÿìûå îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ïðè ïëîñêîì íàïðÿæåííîì ñîñòî-
ÿíèè.

Òî åñòü, âûðàæåíèå ïëîñêèõ íàïðÿæåíèé ÷åðåç äåôîðìàöèè â ïëîñêîñòè è ÷åðåç
ïîïåðå÷íûå äåôîðìàöèè

σIJ = CIJklεkl = CIJKLεKL + C3333ε33 (2.4)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî σ33 = 0, èç (2.4) íàéä¼ì ε33

0 = C33KLεKL + C3333ε33 ⇒ ε33 = −
C33KL

C3333

εKL (2.5)

Â èçîòðîïíîì ñëó÷àå

ε33 = −
λ

λ + 2µ

(
ε11 + ε22

)
= −

ν

1 − ν

(
ε11 + ε22

)
(2.6)

Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå (2.5) â ôîðìóëó (2.4), ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ
îáðàòíîãî çàêîíà Ãóêà ïðè ïëîñêîì íàïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè

σIJ =

(
CIJKL − CIJ33C33KL

C3333

)
εKL. (2.7)

Èòàê, ìû íàøëè êîýôôèöèåíòû J−1
IJKL îáðàòíîé ìàòðèöû, âûðàæåííûå ÷åðåç êîýô-

ôèöèåíòû ïîëíîé ìàòðèöû æåñòêîñòè

J−1
IJKL = CIJKL −

CIJ33C33KL

C3333

(2.8)

Â èçîòðîïíîì ñëó÷àå

J−1
IJKL =

2λµ

λ + 2µ
δIJδKL + 2µ∆IJKL =

Eν(1 − ν)

1 + ν
δIJδKL +

E

1 + ν
∆IJKL (2.9)
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2.4 Óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè äåôîðìàöèé ïðè ÷èñòî ïëîñêîì íàïðÿæåííîì
ñîñòîÿíèè.

Ðàññìîòðèì óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè äåôîðìàöèé â ñëó÷àå ÷èñòî ïëîñêîãî íàïðÿæåí-
íîãî ñîñòîÿíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå εIJ(x1, x2). Êðîìå ýòîãî, ïðèñóòñòâóþò òàêæå è ïîïåðå÷-
íàÿ äåôîðìàöèÿ ε33(x1, x2).

Èç îáùèõ óðàâíåíèé ñîâìåñòíîñòè ïîëó÷àåì

ϵαikϵβjlεij,kl = ϵαiKϵβjLεij,KL = ϵαIKϵβJLεIJ,KL + ϵα3Kϵβ3Lε33,KL = 0 (2.10)

Ïîëàãàÿ çäåñü α = 3 è β = 3, íàéäåì îäíî óðàâíåíèå

ϵIKϵJLεIJ,KL = 0 ⇒ ε11,22 + ε22,11 − 2ε12,12 = 0 (2.11)

Åù¼ òðè óðàâíåíèÿ ïîëó÷èì, åñëè α = A è β = B, òîãäà

ϵA3KϵB3Lε33,KL = 0 ⇒ ε33,KL = 0 ⇒
ε33,11 = 0 , ε33,22 = 0 , ε33,12 = 0.

(2.12)

Ðàññìîòðèì äàëåå îäíîðîäíûé èçîòðîïíûé ñëó÷àé è ïîäñòàâèì â óðàâíåíèÿ (2.12)
âûðàæåíèÿ (2.6) äëÿ ε33(

ε11 + ε22
)
,11

= 0 ,
(
ε11 + ε22

)
,22

= 0 ,
(
ε11 + ε22

)
,12

= 0. (2.13)

Îòñþäà ïîëó÷àåì ε11 + ε22 = ax1 + bx2 + c, ãäå a, b, c � êîíñòàíòû.

Òàêèì îáðàçîì, ñëó÷àé ÷èñòî ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ íå ïðåä-
ñòàâëÿåò ïðàêòè÷åñêîãî èíòåðåñà, ïîñêîëüêó íà äåôîðìàöèè íàêëàäûâàþòñÿ
äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ (2.13)

3 Îáîáùåííîå ïëîñêîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå.

Îáîáùåííîå ïëîñêîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå ìîæíî ðåàëèçîâàòü â íåîäíîðîäíîé
àíèçîòðîïíîé ïëàñòèíêå (äèñêå) ïîñòîÿííîé òîëùèíû h ïðè äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè-
÷åíèÿõ. Ðàñïîëîæèì îñè x1, x2 äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â ñðåäèííîé ïëîñêîñòè, à
îñü x3 íàïðàâèì ïåðïåíäèêóëÿðíî ê íåé. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî
ñîñòîÿíèÿ â ïëàñòèíå ðàññìàòðèâàëèñü, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [2, 4]

3.1 Óñëîâèÿ ðåàëèçàöèè îáîáùåííîãî ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ.
Èõ äîâîëüíî ìíîãî åñëè ìàòåðèàë ïëàñòèíû íåîäíîðîäíûé è àíèçîòðîïíûé.

1. Ëèöåâûå ïîâåðõíîñòè x3 = ±h/2 ñâîáîäíû îò íàãðóçîê: σi3(x1, x2,±h/2) = 0.
2. Îáú¼ìíûå íàãðóçêè, äåéñòâóþò â ïëîñêîñòÿõ ïàðàëëåëüíûõ ñðåäèííîé ïëîñêîñòè

Σ, ðàñïðåäåëåíû ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî íå¼: X3 ≡ 0, XI(x1, x2, x3) = XI(x1, x2,−x3)
è íåçíà÷èòåëüíî ìåíÿþòñÿ ïî òîëùèíå.

3. Áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü ïëàñòèíû ïåðïåíäèêóëÿðíà å¼ ñðåäèííîé ïëîñêîñòè.
4. Óñèëèÿ, ïðèëîæåííûå ê áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû Σb, äåéñòâóþò â ïëîñêî-

ñòÿõ ïàðàëëåëüíûõ ñðåäèííîé ïëîñêîñòè è ðàñïðåäåëåíû ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî
íå¼: p03 ≡ 0, p0I(x1, x2, x3) = p0I(x1, x2,−x3) è íåçíà÷èòåëüíî ìåíÿþòñÿ ïî òîëùèíå.

5.Ìàòåðèàë ïëàñòèíû îáëàäàåò ïëîñêîñòüþ ñèììåòðèè óïðóãèõ ñâîéñòâ, ïàðàëëåëü-
íîé ñðåäèííîé ïëîñêîñòè: CI3KL = 0, CI333 = 0.
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6. Òåíçîðû ìîäóëåé óïðóãîñòè íå ìåíÿþòñÿ ïî òîëùèíå: CIJKL = CIJKL(x2, x2),
C33KL = C33KL(x2, x2), C3333 = C3333(x2, x2).

Ïðè ýòèõ øåñòè óñëîâèÿõ ñðåäèííàÿ ïîâåðõíîñòü ïëàñòèíû èç àíèçî-
òðîïíîãî è íåîäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà îñòà¼òñÿ ïëîñêîé. Â îäíîðîäíîì èçî-
òðîïíîì ñëó÷àå îñòàþòñÿ ïåðâûå 4 óñëîâèÿ.

3.2 Êà÷åñòâåííûé àíàëèç èçìåíåíèÿ íàïðÿæåíèé ïî òîëùèíå ïëàñòèíû.

Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ õàðàêòåðà ïîâåäåíèÿ íàïðÿæåíèé áóäåì èñõîäèòü è òð¼õìåðíûõ
óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ c ó÷åòîì îãðàíè÷åíèÿ íà îáú¼ìíûå íàãðóçêè:{

σIJ,J + σI3,3 + XI(x1, x2, x3) = 0

σ3J,J + σ33,3 = 0
(3.1)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

σi3((x1, x2,±h/2) = 0 , σ3J(x1, x2, x3)nJ

∣∣
Σb

= 0 ,

σIJ(x1, x2, x3)nJ

∣∣
Σb

= p0
I(x1, x2, x3)

(3.2)

Îãðàíè÷åíèÿ íà íàãðóçêè:

XI(x1, x2,−x3) = XI(x1, x2, x3) , p0
I(x1, x2,−x3) = p0

I(x1, x2, x3) (3.3)

Ïðåæäå âñåãî, èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (3.1) âáëèçè ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòåé,
îöåíèì âåëè÷èíó ïîïåðå÷íîãî íàïðÿæåíèÿ σ33[

∂σ3J(x1, x2, x3)

∂xJ

+
∂σ33(x1, x2, x3)

∂x3

]
x3→±h/2

= 0 (3.4)

Íà ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ σ3J(x1, x2,±h/2) = 0, òîãäà èç (3.4) âûòåêàåò, ÷òî òàì æå
ðàâíà íóëþ è ïðîèçâîäíàÿ σ33,3, òî åñòü

σ33(x1, x2,±h/2) = 0 , σ33,3(x1, x2,±h/2) = 0 (3.5)

Ðàçëîæèì íàïðÿæåíèå σ33(x1, x2, x3) â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè ëèöåâûõ ïîâåðõ-
íîñòåé è ó÷ò¼ì ôîðìóëû (3.5)

σ33(x1, x2, x3)=σ33(x1, x2,±h/2) +
(
x3 ∓ h/2

)
σ33,3(x1, x2,±h/2)+

+
1

2!

(
x3 ∓ h/2

)2
σ33,33(x1, x2,±h/2) + · · ·=

1

2!

(
x3 ∓ h/2

)2
σ33,33(x1, x2,±h/2) + · · ·

(3.6)
Íà ñðåäèííîé ïëîñêîñòè, òî åñòü, ïðè x3 = 0

σ33(x1, x2, 0) =
(h/2)2

2!
σ33,33(x1, x2,±h/2) + · · · ̸= 0 (3.7)

Ñëåäîâàòåëüíî, íàïðÿæåíèå σ33 ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé ïî x3 ôóíêöèåé, âåëè÷èíà
êîòîðîé ïîðÿäêà (h/L)2, ãäå L � õàðàêòåðíûé ðàçìåð ñðåäèííîé ïëîñêîñòè.

Ïðîèçâîäíàÿ σ33,3 ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé ïî x3 ôóíêöèåé, êðîìå ýòîãî, σ33,3

âåëè÷èíà ïîðÿäêà h/L.

σ33(x1, x2,−x3) = σ33(x1, x2, x3) , σ33(x1, x2,±h/2) = 0 (3.8)
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×åì òîíüøå ïëàñòèíà, òåì ìåíüøå ñòàíîâèòñÿ ïîïåðå÷íîå íàïðÿæåíèå σ33 ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ íàïðÿæåíèÿìè σIJ Ïî ýòîé ïðè÷èíå íå áóäåì åãî ó÷èòûâàòü, òî åñòü ïîëàãàåì

σ33 ≈ 0 (3.9)

Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ (3.2) ñëåäóåò, ÷òî σ3J íå÷åòíàÿ ïî x3 ôóíêöèÿ è âåëè÷èíà
ïîðÿäêà (h/L)1, òî åñòü

σ3J(x1, x2,−x3) = −σ3J(x1, x2, x3) , σ̄3J =
1

h

h/2∫
−h/2

σ3J(x1, x2, x3)dx3 = 0 (3.10)

Îñòàëîñü âûÿñíèòü õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ íàïðÿæåíèé σIJ(x1, x2, x3) íà íîðìàëè ê ñðå-
äèííîé ïîâåðõíîñòè. Ýòî óñòàíàâëèâàåòñÿ ïî óðàâíåíèÿì (3.1). Â ïåðâîì óðàâíåíèè
êîìïîíåíòû XI(x1, x2, x3) îáú¼ìíîé íàãðóçêè è ïðîèçâîäíûå σI3,3(x1, x2, x3) ñèììåòðè÷-
íû ïî x3, ñëåäîâàòåëüíî íàïðÿæåíèÿ σIJ(x1, x2, x3) ñèììåòðè÷íû ïî x3 è ÿâ-
ëÿþòñÿ âåëè÷èíàìè ïîðÿäêà (h/L)0.

σIJ(x1, x2,−x3) = σIJ(x1, x2, x3) (3.11)

Ïîäâåä¼ì èòîã

σIJ � ñèììåòðè÷íî , O

(
h0

L0

)
,

σI3 � àíòèñèììåòðè÷íî , O

(
h1

L1

)
,

σ33 � ñèììåòðè÷íî , O

(
h2

L2

)
.

Ðèñ. 1: Õàðàêòåð èçìåíåíèÿ íàïðÿæåíèé ïî òîëùèíå ïëàñòèíû.

3.3 Àíàëèç õàðàêòåðà èçìåíåíèÿ èñòèííûõ äåôîðìàöèé è ïåðåìåùåíèé ïî
òîëùèíå ïëàñòèíû.

Âîñïîëüçóåìñÿ îáðàòíûì çàêîíîì Ãóêà äëÿ ñëó÷àÿ ìàòåðèàëà ñ ïëîñêîñòüþ ñèììåò-
ðèè óïðóãèõ ñâîéñòâ, ïàðàëëåëüíîé ñðåäèííîé ïëîñêîñòè ïëàñòèíû.

εij = Jijklσkl = JijKLσKL + 2JijK3σK3 + Jij33σ33
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Çàïèøåì ýòó ôîðìóëó â ðàçâåðíóòîé ôîðìå

εIJ = JIJKLσKL + JIJ33σ33 , � ñèììåòðè÷íî , O

(
h0

L0

)
,

εI3 = 2JI3K3σK3 , � àíòèñèììåòðè÷íî , O

(
h1

L1

)
,

ε33 = J33KLσKL + J3333σ33 , � ñèììåòðè÷íî , O

(
h0

L0

)
,

Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ õàðàêòåðà èçìåíåíèÿ èñòèííûõ ïåðåìåùåíèé ïî òîëùèíå ïëàñòè-
íû âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèÿìè Êîøè

εIJ = ∆IJKLuK,L , εI3 =
1

2

(
uI,3 + u3,I

)
, ε33 = u3,3

Îòñþäà ñðàçó óñòàíàâëèâàåì, ÷òî u3 � àíòèñèììåòðè÷íî ïî x3, uI � ñèììåò-
ðè÷íî ïî x3. Ïîïåðå÷íîå ïåðåìåùåíèå u3 ∼ O(h/L), à uI ∼ O(h0/L0).

3.4 Óðàâíåíèÿ îáîáùåííîãî ïëîñêîíàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ïëàñòèíû.

Óñðåäíÿÿ ïî òîëùèíå óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (3.1), ó÷èòûâàÿ ïðè ýòîì íóëåâûå ãðà-
íè÷íûå óñëîâèÿ íà ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ è óñëîâèÿ (3.10), ïîëó÷àåì:

äâà óñðåäí¼ííûõ óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

σ̄IJ,J + X̄I(x1, x2) = 0. (3.12)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ íàïðÿæåíèÿ íà êîíòóðå Γ ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè Σ0 ïîëó-
÷àåì ïîñëå óñðåäíåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (3.2)

σ̄IJnJ

∣∣
Γ
= p0

I(s) , (3.13)

ãäå s �äëèíà äóãè êîíòóðà Γ.
Ïîñëå óñðåäíåíèÿ òð¼õìåðíûõ óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè îñòàëèñü òîëüêî äâà

óðàâíåíèÿ äëÿ ñðåäíèõ íàïðÿæåíèé σ̄IJ(x1, x2) è äâà ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿ íà êîíòóðå
ïëîñêîé îáëàñòè. Êðîìå ýòîãî, σ̄I3 = 0, σ33 = 0.

Âñÿ ñèòóàöèÿ âïîëíå àíàëîãè÷íà ñëó÷àþ ÷èñòî ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ.
Ïîýòîìó âñå ôîðìóëû ðàçäåëà (2.1) � "×èñòî ïëîñêîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå" ïåðåíî-
ñÿòñÿ áåç èçìåíåíèé è íà ñëó÷àé "Îáîáùåííîå ïëîñêîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå" , òîëüêî
âìåñòî σIJ , εIJ , uI íóæíî âåçäå ïîñòàâèòü ñðåäíèå ïî òîëùèíå σ̄IJ , ε̄IJ , ūI .

Ïîñëå òîãî êàê ðåøåíà ïëîñêàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ îñðåäí¼ííîãî íàïðÿæåííî äå-
ôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ íàõîäèì ñðåäíþþ ïîïåðå÷íóþ äåôîðìàöèþ ε33

ε̄33 = −
C33KL

C3333

ε̄KL (3.14)

Â èçîòðîïíîì ñëó÷àå

ε̄33 = −
λ

λ + 2µ

(
ε̄11 + ε̄22

)
= −

ν

1 − ν

(
ε̄11 + ε̄22

)
(3.15)
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3.5 Óðàâíåíèÿ ñîâìåñòíîñòè óñðåäí¼ííûõ äåôîðìàöèé.

Ïðè âûâîäå óðàâíåíèé ñîâìåñòíîñòè äëÿ óñðåäí¼ííûõ äåôîðìàöèé â ñðåäèííîé
ïëîñêîñòè ïëàñòèíû ïîñòóïàåì òî÷íî òàêæå, êàê è â ñëó÷àå ïëîñêîé äåôîðìàöèè. Ó÷è-
òûâàþòñÿ òîëüêî ε̄IJ(x1, x2). Èç øåñòè óñëîâèé ñîâìåñòíîñòè îñòà¼òñÿ òîëüêî îäíî

ϵIKϵJLε̄IJ,KL = ε̄11,22 + ε̄22,11 − 2ε̄12,12 = 0 (3.16)

3.6 Çàìå÷àíèÿ î âîçìîæíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ èñòèííîãî ÍÄÑ ïî óñðåäí¼í-
íîìó ÍÄÑ.

Õàðàêòåð èçìåíåíèÿ ïîëåâûõ âåëè÷èí ūi((x1, x2, x3), ε̄ij((x1, x2, x3), σ̄ij((x1, x2, x3) ïî
òîëùèíå ïëàñòèíû óñòàíîâëåí â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ. Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ áîëåå òî÷íûõ
çíà÷åíèé ÍÄÑ íóæíî èñïîëüçîâàòü êàêèå ëèáî ãèïîòåçû î ïîâåäåíèè ïëàñòèíû ïðè
íàãðóæåíèè, ëèáî î ñâîéñòâàõ ìàòåðèàëà.

4 Ïîñòàíîâêà ïëîñêèõ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè.

Âèä óðàâíåíèé âñåõ ïëîñêèõ çàäà÷ (ïëîñêàÿ äåôîðìàöèÿ, îáîáùåííîå ïëîñêîå íàïðÿ-
æåííîå ñîñòîÿíèå) îäèíàêîâ. Ðàçíèöà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, êàê âûðàæàþòñÿ êîýôôèöè-
åíòû â ïëîñêèõ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿõ ÷åðåç èñòèííûå êîýôôèöèåíòû óïðóãîñòè
(èëè æå ÷åðåç èñòèííûå êîýôôèöèåíòû ïîäàòëèâîñòè) ìàòåðèàëà öèëèíäðè÷åñêîì òåëå
(ïëàñòèíå). Êðîìå òîãî, ïðè îáîáùåííîì ïëîñêîì íàïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè âñå ïîëåâûå
âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ ñðåäíèìè ïî òîëùèíå ïëàñòèíû. Â îñòàëüíîì ìàòåìàòè÷åñêèé àï-
ïàðàò îäèíàêîâ è ñîñòîèò îí èç:

Óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ
σIJ,J +XI(x1, x2) = 0. (4.1)

Îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé

σIJ = AIJKL(x1, x2)εKL. (4.2)

Ñîîòíîøåíèé Êîøè

εIJ = ∆IJKLuK,L =
1

2

(
uI,J + uJ,I

)
. (4.3)

Ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñìåøàííîãî òèïà

uI

∣∣
Γu

= u0
I , σIJnJ

∣∣
Γp

= p0I , , Γu ∪ Γu = Γ. (4.4)

Γ � ëèáî êîíòóð ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ öèëèíäðà, ëèáî êîíòóð ñðåäèííîãî ñå÷åíèÿ
ïëàñòèíû (äèñêà). Óðàâíåíèÿ (4.1)-(4.4) ñîñòàâëÿþò ïîñòàíîâêó ñìåøàííîé êðàåâîé
çàäà÷è ïëîñêîé íåîäíîðîäíîé àíèçîòðîïíîé óïðóãîñòè. Îíè ñâîäÿòñÿ ê ñèñòåìå äâóõ
óðàâíåíèé äëÿ äâóõ ïåðåìåùåíèé[

AIJKL(x1, x2)uK,L

]
,J
+XI(x1, x2) = 0. (4.5)
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4.1 Ïëîñêàÿ äåôîðìàöèÿ è ïëîñêîå íàïðÿæåíèå.
Êîýôôèöèåíòû AIJKL ðàçëè÷àþòñÿ äëÿ ñëó÷àåâ ïëîñêîé äåôîðìàöèè è ïëîñêîãî

íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ

AIJKL = CIJKL , A−1
IJKL = JIJKL −

JIJ33J33KL

J3333

� ïë. äåôîðìàöèÿ ,

AIJKL = CIJKL −
CIJ33C33KL

C3333

, A−1
IJKL = JIJKL � ïë. íàïð. ñîñòîÿíèå.

Â èçîòðîïíîì ñëó÷àå, ïðè ïëîñêîé äåôîðìàöèè

AIJKL = λδIJδKL + 2µ∆IJKL =
Eν

(1 + ν)(1− 2ν)
δIJδKL +

E

(1 + ν)
∆IJKL ,

A−1
IJKL = − λ

4µ(λ+ µ)
δIJδKL +

1

2µ
∆IJKL = −ν(1 + ν)

E
δIJδKL +

1 + ν

E
∆IJKL

(4.6)

Â èçîòðîïíîì ñëó÷àå, ïðè ïëîñêîì íàïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè

AIJKL =
2λµ

λ+ 2µ
δIJδKL + 2µ∆IJKL =

Eν(1− ν)

1 + ν
δIJδKL +

E

1 + ν
∆IJKL

A−1
IJKL = − λ

2µ(3λ+ 2µ)
δIJδKL +

1

2µ
∆IJKL = − ν

E
δIJδKL +

1 + ν

E
∆IJKL

(4.7)

4.2 Ïîëó÷åíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ ïëàñòèíû èç ðåøåíèÿ çàäà÷è î ïëîñêîé
äåôîðìàöèè.

Ðàññìàòðèâàåì èçîòðîïíûé ìàòåðèàë. Ïóñòü äëÿ ïðèçìàòè÷åñêîãî òåëà èç ýòîãî ìà-
òåðèàëà ðåøåíà çàäà÷à î ïëîñêîé äåôîðìàöèè. Òî åñòü, íàéäåíû ïåðåìåùåíèÿ uI(x, λ, µ),
äåôîðìàöèè εIJ(x, λ, µ) è σIJ(x, λ, µ).

Âîïðîñ: êàê èç ýòîãî ðåøåíèÿ ïîëó÷èòü ðåøåíèå òàêîé æå çàäà÷è (â ìàòåìàòè÷åñêîì
ïëàíå) äëÿ äèñêà?

Îòâåò: íóæíî â âûðàæåíèÿõ äëÿ ïåðåìåùåíèé, äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé çàìåíèòü
λ íà 2λµ/

(
2µ + λ).

4.3 Ïîëó÷åíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è î ïëîñêîé äåôîðìàöèè èç ðåøåíèÿ çàäà÷è
äëÿ ïëàñòèíû. Ðåøåíà çàäà÷à î ïëîñêîì íàïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè äëÿ äèñêà èç èçî-
òðîïíîãî ìàòåðèàëà. Òî åñòü íàéäåíû ïåðåìåùåíèÿ uI(x, λ, µ), äåôîðìàöèè εIJ(x, λ, µ)
è σIJ(x, λ, µ).

Âîïðîñ: êàê èç ýòîãî ðåøåíèÿ ïîëó÷èòü ðåøåíèå òàêîé æå çàäà÷è (â ìàòåìàòè÷åñêîì
ïëàíå) äëÿ öèëèíäðè÷åñêîãî òåëà?

Îòâåò: íóæíî â âûðàæåíèÿõ äëÿ ïåðåìåùåíèé, äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé çàìåíèòü
λ íà 2λµ/

(
2µ − λ).
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