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Âî âòîðîé ÷àñòè ëåêöèè î ïëîñêèõ çàäà÷àõ òåîðèè óïðóãîñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà-
÷è äëÿ òåë èç îäíîðîäíûõ èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ. Óíèâåðñàëüíûì ìàòåìàòè÷åñêèì
àïïàðàòîì äëÿ ðåøåíèÿ ïëîñêèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî
ïåðåìåííîãî.

1 Ïîñòàíîâêà ïëîñêèõ çàäà÷.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ ïëîñêîé çàäà÷è

σIJ,J +XI(x1, x2) = 0 , σIJ = AIJKLεIJ , εIJ = ∆IJKLuK,L =
1

2

(
uI,J + uJ,I

)
(1.1)

ãäå AIJKL = λδIJδKL + 2µ∆IJKL.
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Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñìåøàííîãî òèïà

uI
∣∣
Γu

= u0I , σIJnJ
∣∣
Γp

= p0I , , Γu ∪ Γu = Γ. (1.2)

Γ = Γu ∪Γp � êîíòóð ïëîñêîé îáëàñòè. Ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è è îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæå-
íèé σIJ âû÷èñëÿþòñÿ ïðîäîëüíîå íàïðÿæåíèå

σ33 =
λ

2(λ+ µ)

(
σ11 + σ22

)
= ν

(
σ11 + σ22

)
(1.3)

Åñëè æå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá îáîáùåííîì íàïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè, òî â àíà-
ëèòè÷åñêîì ðåøåíèè çàäà÷è (1.1) � (1.2) íåîáõîäèìî ïðåæäå âñåãî ïðîâåñòè çàìåíó
êîýôôèöèåíòà

λ → 2λµ

λ+ 2µ

Ïîëó÷èâøèåñÿ ïðè òàêîé çàìåíå ïåðåìåùåíèÿ uI(x1, x2), äåôîðìàöèè εIJ(x1, x2) è
íàïðÿæåíèÿ σIJ(x1, x2), ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñðåäíèå ïî òîëùèíå ïëàñòèíû. Âîññòàíî-
âèòü ïî íèì èñòèííîå ðàñïðåäåëåíèå ïî òîëùèíå ïåðå÷èñëåííûõ âåëè÷èí íå ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ âîçìîæíûì.

Â ïëàñòèíå, êðîìå ñðåäíèõ äåôîðìàöèé εIJ(x1, x2), âîçíèêàåò óñðåäí¼ííàÿ ïî òîë-
ùèíå ïîïåðå÷íàÿ äåôîðìàöèÿ

ε33 = − λ

λ+ 2µ

(
ε11 + ε22

)
= − ν

1− ν

(
ε11 + ε22

)
1.1 Çàäà÷à â ïåðåìåùåíèÿõ è çàäà÷à â íàïðÿæåíèÿõ.

Ïëîñêàÿ çàäà÷à ñòàâèòñÿ ëèáî â ïåðåìåùåíèÿõ, ëèáî â íàïðÿæåíèÿõ. Åñëè íà êîí-
òóðå çàäàíû óñëîâèÿ ñìåøàííîãî òèïà (ñìåøàííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à), ëèáî çàäàíû
òîëüêî ïåðåìåùåíèÿ (ïåðâàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à), òîãäà çàäà÷à ðåøàåòñÿ â ïåðåìåùå-
íèÿõ. Îíà ñîñòîèò èç óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ â ïåðåìåùåíèÿõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â
ïåðåìåùåíèÿõ(

AIJKLuK,L),J +XI = 0 , uI
∣∣
Γu

= u0I , AIJKLuK,LnJ
∣∣
Γp

= p0I (1.4)

Â ñëó÷àå, êîãäà çàäà÷à ðåøàåòñÿ â ïåðåìåùåíèÿõ, óðàâíåíèÿ ñîâìåñòíîñòè óäîâëå-
òâîðÿþòñÿ òîæäåñòâåííî.

Ïóñòü íà âñ¼ì ãðàíè÷íîì êîíòóðå çàäàíà ðàñïðåäåë¼ííàÿ íàãðóçêà (âòîðàÿ êðàå-
âàÿ çàäà÷à). Âòîðóþ êðàåâóþ çàäà÷ó ìîæíî ðåøàòü è â ïåðåìåùåíèÿõ, îäíàêî î÷åíü
÷àñòî îíà ñòàâèòñÿ â íàïðÿæåíèÿõ, òî åñòü, ðàññìàòðèâàþòñÿ óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è
óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè äåôîðìàöèé, çàïèñàííûå â íàïðÿæåíèÿõ. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è â
íàïðÿæåíèÿõ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ñëåäóþùåé ãðóïïû óðàâíåíèé:

σIJ,J +XI(x1, x2) = 0 , εIJ = BIJMNσMN , ϵIKϵJLεIJ,KL = 0 ;

σIJ,J +XI = 0 , ϵIKϵJL
(
BIJMNσMN

)
KL

= 0
(1.5)

ãäå BIJKL = A−1
IJKL. Â èçîòðîïíîì ñëó÷àå

BIJKL = λ∗δIJδKL + 2µ∗∆IJKL ,

λ∗ = − λ

4µ(λ+ µ)
= −ν(1 + ν)

E
, µ∗ =

1

4µ
=

1 + ν

2E
� ïðè ïëîñêîé äåô. ,

λ∗ = − λ

2µ(3λ+ 2µ
= − ν

E
, µ∗ =

1

4µ
=

1 + ν

2E
� ïðè ïë. íàïð. ñîñòîÿíèè

(1.6)
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1.2 Ôóíêöèÿ íàïðÿæåíèé Ýðè âî âòîðîé êðàåâîé çàäà÷å.

Ïóñòü íà âñåì êîíòóðå Γ çàäàí âåêòîð ðàñïðåäåë¼ííîé íàãðóçêè, òî åñòü Γu = ∅,
è ïóñòü âåêòîð íàãðóçêè ïîòåíöèàëåí. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñêàëÿðíàÿ
ôóíêöèÿ φ(x1, x2), íàçûâàåìàÿ ïîòåíöèàëîì, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé êîìïîíåíòû âåêòîðà
"îáú¼ìíîé" íàãðóçêè âûðàæàþòñÿ ïî ôîðìóëå XI = −φ,I .

Ââåä¼ì ôóíêöèþ íàïðÿæåíèé Ýðè1 F (x1, x2), òàêóþ ÷òî

σIJ = ϵIKϵJLF,KL + φδIJ (1.7)

Ïîäñòàâèì íàïðÿæåíèÿ (1.7) â óðàâíåíèÿ (1.5) âòîðîé êðàåâîé çàäà÷è â íàïðÿæåíè-
ÿõ. Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ óäîâëåòâîðÿþòñÿ òîæäåñòâåííî, à èç óñëîâèé ñîâìåñòíîñòè
ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè íàïðÿæåíèé

ϵIKϵJL

[
BIJMN

(
ϵMP ϵNQF,PQ + φδMN

)]
,KL

= 0 (1.8)

Óðàâíåíèå (1.8) çàïèñàíî äëÿ àíèçîòðîïíîãî è íåîäíîðîäíîãî ñëó÷àÿ. Eñëè ìàòåðèàë
äèñêà èçîòðîïíûé è îäíîðîäíûé, òîãäà êîýôôèöèåíòû BIJKL = const. è îïðåäåëÿþòñÿ
ïî ôîðìóëå (1.6). Ïðè ýòîì, óðàâíåíèÿ (1.8) ïðåîáðàçóþòñÿ ê âèäó:

∆2F + 2
2λ∗ + µ∗

λ∗ + 2µ∗∆φ = 0 , (1.9)

ãäå ∆ = ∂2

∂x21
+ ∂2

∂x22
� ïëîñêèé îïåðàòîð Ëàïëàñà. Ïðè íóëåâûõ îáú¼ìíûõ íàãðóçêàõ φ ≡ 0

è óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

∆2F =
∂4F

∂x41
+ 2

∂4F

∂x21∂x
2
2

+
∂4F

∂x42
= 0. (1.10)

Òî åñòü, ôóíêöèÿ íàïðÿæåíèé F ïðè îòñóòñòâèè îáú¼ìíûõ íàãðóçîê ÿâëÿåòñÿ áè-
ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé.

1.3 Âûâîä ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ ôóíêöèè íàïðÿæåíèé.

Çàéìåìñÿ âûâîäîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ïóñòü x1(s), x2(s) � ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâ-
íåíèå êîíòóðà, ãäå s � äëèíà äóãè êîíòóðà, îòñ÷èòûâàåìàÿ îò íåêîòîðîé ôèêñèðî-
âàííîé òî÷êè êîíòóðà â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Ïîëîæèòåëüíûì íà êîíòóðå
çàìêíóòîé îáëàñòè ñ÷èòàåòñÿ òàêîå íàïðàâëåíèå, ïðè äâèæåíèè â êîòîðîì
îáëàñòü âñåãäà îñòà¼òñÿ ñëåâà.

Â ýòîì ñëó÷àå êîìïîíåíòû ïîëîæèòåëüíîãî åäèíè÷íîãî âåêòîðà êàñàòåëüíîé è ïî-
ëîæèòåëüíîãî âåêòîðà âíåøíåé åäèíè÷íîé íîðìàëè è ê êîíòóðó îáëàñòè îïðåäåëÿþòñÿ
ïî ôîðìóëàì [2, ñòð. 75]

τJ =
dxJ
ds

, nJ = ϵJK
dxK
ds

, ⇒ τJ = −ϵJKnK (1.11)

Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíîé [3] ôîðìóëîé ϵJKϵJL = δKL è âû÷èñëèì

σIJnJ =
(
ϵIKϵJLF,KL + φδIJ

)
ϵJM

dxM
ds

= ϵIKδMLF,KL
dxM
ds

+ φδIM
dxM
ds

=

= ϵIK
dF,K
ds

+ φnI = p0I(s) , ⇒ ϵIK
dF,K
ds

= p̃0I , ⇒ ϵIKF,K =

s∫
0

p̃0I(η)dη

1ôóíêöèþ íàïðÿæåíèé âïåðâûå ââ¼ë è èñïîëüçîâàë àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê Äæîðäæ Áèääýëë Ýéðè
â 1862 ãîäó [1, ñòð. 272-274]
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Èòàê, èç ýòèõ ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå íà êîíòóðå
îáëàñòè:

F,K

∣∣∣
Γ
= ϵIK

s∫
0

p̃ 0
I (η)dη. (1.12)

Óìíîæàÿ (1.12) íà nK è ó÷èòûâàÿ, ÷òî F,KnK = dF
dn
, ïîëó÷àåì ïåðâîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå

äëÿ ôóíêöèè íàïðÿæåíèé

dF

dn

∣∣∣
Γ
= F,KnK

∣∣∣
Γ
= ϵIKnK

s∫
0

p̃ 0
I (η)dη , p̃ 0

I (s) ≡ p0I(s) − φ(s)nI(s) (1.13)

Åù¼ îäíî óñëîâèå ïîëó÷èì óìíîæèâ (1.12) íà τK = dxK/ds

dF

dτ

∣∣∣
Γ
= F,KτK

∣∣∣
Γ
=

∂F

∂xK

dxK
ds

=
dF

ds
= ϵIKτK(s)

s∫
0

p̃ 0
I (η)dη. (1.14)

Îòñþäà ïîëó÷àåì:

F
∣∣
Γ
=

s∫
0

ϵIKΦI(s1)τK(s1)ds1 = e⃗3 ·
s∫

0

Φ⃗(s1) × ds⃗1 , (1.15)

ãäå

ΦI(s1) ≡
s1∫
0

p̃ 0
I (η)dη , Φ⃗(s1) = ΦI(s1)e⃗I , ds⃗1 = τ⃗(s1)ds1

1.4 Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ôóíêöèè íàïðÿæåíèé.

Ãðàíè÷íîå óñëîâèå (1.15) ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ôèçè÷åñêèé ñìûñë ôóíêöèè íàïðÿ-
æåíèé.

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì åãî ïðàâóþ ÷àñòü è ðàñïè-

Ðèñ. 1: Ê âîïðîñó î ôèçè÷åñêîì

ñìûñëå ôóíêöèè íàïðÿæåíèé.

øåì ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå

dM(s1) = ϵIKΦI(s1)τK(s1)ds1 =

= Φ1(s1)τ2(s1)ds1 − Φ2(s1)τ1(s1)ds1.

Çäåñü dM(s1)� âåëè÷èíà ìîìåíòà ñèë Φ1(s1) è Φ2(s1),
ïðèëîæåííûõ â òî÷êå s1 ãðàíè÷íîãî êîíòóðà Γ, îòíî-
ñèòåëüíî êîíöà ýëåìåíòàðíîãî âåêòîðà τ⃗(s1)ds1 äóãè
êîíòóðà.

Â òàêîì ñëó÷àå, èíòåãðàë â ôîðìóëå (1.15) ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé ìîìåíò ñèëû Φ⃗, ðàñïðåäåë¼ííîé âäîëü
äóãè êîíòóðà, îòíîñèòåëüíî òåêóùåé òî÷êè s íà êîí-
òóðå ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè (ðèñ. 1).

M⃗ = e⃗3M , M =

s∫
0

ϵIK

( s1∫
0

p̃ 0
I (η)dη

)
τK(s1)ds1 = F

∣∣
Γ

(1.16)
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1.5 Òåîðåìà Ìîðèñà-Ëåâè.

Â ñëó÷àå îäíîðîäíîãî èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà äèñêà è ïðè îòñóòñòâèè îáú¼ìíûõ
íàãðóçîê ôóíêöèÿ íàïðÿæåíèé ÿâëÿåòñÿ áèãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé, óäîâëåòâîðÿþùåé
ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (1.15) è (1.13), òî åñòü

∆2F = 0 , F
∣∣
Γ
= φ0(s) ,

dF

dn

∣∣∣∣
Γ

= φ1(s) ,

φ0(s) =

s∫
0

ϵIK

[ s1∫
0

p̃ 0
I (η)dη

]
τK(s1)ds1 , φ1(s) = ϵIKnK

s∫
0

p̃ 0
I (η)dη

(1.17)

Â óðàâíåíèå è â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (1.17) íå âõîäÿò êîíñòàíòû ìàòåðèàëà.
Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå çàäà÷è (1.17) íå çàâèñèò îò ìàòåðèàëüíûõ êîíñòàíò.
Ïîýòîìó è íàïðÿæåíèÿ σIJ = ϵIKϵJLF,KL òàêæå íå çàâèñÿò îò ìàòåðèàëüíûõ
êîíñòàíò. Ýòîò ôàêò è åñòü ñîäåðæàíèå òåîðåìû Ìîðèñà-Ëåâè.

Äåôîðìàöèè è ïåðåìåùåíèÿ óæå áóäóò çàâèñåòü îò ìàòåðèàëà, èç êîòîðîãî ñäåëàí
äèñê. Íà òåîðåìå Ìîðèñà-Ëåâè ïîñòðîåíû ìíîãèå ýêñïåðèìåíòàëüíûå ìåòîäû, êîòîðûå
ïðîâîäÿòñÿ íà óäîáíûõ äëÿ ýòîãî ìàòåðèàëàõ, íàïðèìåð íà îïòè÷åñêè àêòèâíûõ ìà-
òåðèàëàõ. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ (íàïðÿæåíèÿ) ïåðåíîñÿòñÿ íà èçäåëèÿ èç äðóãèõ
ìàòåðèàëîâ.

2 Ïðèìåíåíèå òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåí-

íîãî äëÿ ðåøåíèÿ ïëîñêîé çàäà÷è.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé îäíîðîäíîãî è èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà. Îáúåì-
íûå íàãðóçêè îòñóòñòâóþò XI = 0.

2.1 Îïðåäåëåíèå äåôîðìàöèé ïî ôóíêöèè íàïðÿæåíèé.

Èç ïðÿìîãî çàêîíà Ãóêà ïîëó÷àåì

σIJ = ϵIKϵJLF,KL = λεδIJ + 2µεIJ , (2.1)

ãäå ε = ε11 + ε22. Ïîëîæèì â ôîðìóëå (2.1) J = I

ϵIKϵILF,KL = F,KK = λεδII + 2µεII = 2(λ+ µ)ε ,

ñëåäîâàòåëüíî

ε =
F,11 + F,22

2(λ+ µ)
=

∆F

2(λ+ µ)
(2.2)

Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â çàêîí Ãóêà (2.1)

ϵIKϵJLF,KL =
λ

2(λ+ µ)
∆FδIJ + 2µεIJ , (2.3)

Îòñþäà

2µε11 = F,22 −
λ

2(λ+ µ)
∆F = −F,11 +∆F − λ

2(λ+ µ)
∆F = −F,11 +

λ+ 2µ

2(λ+ µ)
∆F ,

2µε22 = F,11 −
λ

2(λ+ µ)
∆F = −F,22 +∆F − λ

2(λ+ µ)
∆F = −F,22 +

λ+ 2µ

2(λ+ µ)
∆F ,

2µε12 = −F,12 . (2.4)
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2.2 Îïðåäåëåíèå ïåðåìåùåíèé ïî ôóíêöèè íàïðÿæåíèé.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ε11 = u1,1, ε22 = u1,1, èç (2.4) ïîëó÷àåì

2µu1,1 = −F,11 +
λ+ 2µ

2(λ+ µ)
∆F , 2µu2,2 = −F,22 +

λ+ 2µ

2(λ+ µ)
∆F (2.5)

Îòñþäà íàõîäèì ïåðåìåùåíèÿ

2µu1 = −F,1 +
λ+ 2µ

2(λ+ µ)

∫
∆Fdx1 , (2.6)

2µu2 = −F,2 +
λ+ 2µ

2(λ+ µ)

∫
∆Fdx2. (2.7)

Ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè èíòåãðèðîâàíèÿ f1(x2) è f2(x1) â (2.6) è (2.7) íå ó÷èòûâà-
þòñÿ, ïîñêîëüêó èõ ìîæíî âêëþ÷èòü â íåèçâåñòíûå âåëè÷èíû F,1 è F,2.

2.3 Ââåäåíèå êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ. Òåîðåìà Ãóðñà î ïðåäñòàâëåíèè
áèãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè ÷åðåç äâå ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé.

Äàëåå ââîäèì êîìïëåêñíóþ ïåðåìåííóþ z = x1 + ix2, i � êîìïëåêñíàÿ åäèíèöà.
Ïî òåîðåìå Ãóðñà âñÿêóþ äåéñòâèòåëüíóþ áèãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ äâóõ
ïåðåìåííûõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷åðåç äâå ôóíêöèè êîìïëåñíîé ïåðåìåííîé
ïî ôîðìóëå [4, ñòð. 108]

F = Re
[
z̄φ(z) + χ(z)

]
=

1

2

[
z̄φ(z) + χ(z) + zφ(z) + χ(z)

]
, (2.8)

ãäå Re îáîçíà÷àåò äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü, à ÷åðòà íàä ñèìâîëîì ôóíêöèè � êîìïëåêñíî
ñîïðÿæåííóþ ôóíêöèþ.

2.4 Ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ ôóíêöèé êîìïëåêñíîé
ïåðåìåííîé.

Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì î÷åâèäíûì ïðàâèëîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ôóíêöèè êîì-
ïëåêñíîé ïåðåìåííîé ïî äåêàðòîâûì êîîðäèíàòàì x1 è x2:

f,1(z) =
∂f

∂x1
=
df

dz

∂z

∂x1
= f ′(z) , f(z) ,1 = f ′(z) ,

f,2(z) =
∂f

∂x2
=
df

dz

∂z

∂x2
= if ′(z) , f(z) ,2 = −i f ′(z).

(2.9)

Îòñþäà âûòåêàþò ñîîòâåòñòâóþùèå ïðàâèëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé
êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ïî êîîðäèíàòàì x1 è x2∫

f ′(z)dx1 =

∫
f,1(z)dx1 = f(z) ,

∫
f ′(z)dx1 =

∫
f,1(z)dx1 = f(z) ,∫

f ′(z)dx2 = −i
∫
f,2(z)dx2 = −if(z) ,

∫
f ′(z)dx2 = i

∫
f,2(z)dx2 = i f(z).

(2.10)

Èñïîëüçóÿ ýòè ïðàâèëà, ïîëó÷àåì:

F,1 =
1

2

(
φ+ z̄φ′ + χ′ + φ̄+ zφ′ + χ′

)
,
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F,2 =
i

2

(
− φ+ z̄φ′ + χ′ + φ̄− zφ′ − χ′

)
,

F,11 =
1

2

(
2φ′ + z̄φ′′ + χ′′ + 2φ′ + zφ′′ + χ′′

)
= σ22 , (2.11)

F,22 =
1

2

(
2φ′ − z̄φ′′ − χ′′ + 2φ′ − zφ′′ − χ′′

)
= σ11 ,

F,12 =
i

2

(
z̄φ′′ − zφ′′ + χ′′ − χ′′

)
= −σ12

Îòñþäà è èç (2.10) ñëåäóþò íóæíûå íàì ïðîìåæóòî÷íûå ôîðìóëû

∆F = F,11 + F,22 = 2
(
φ′ + φ′

)
= 4Reφ′(z) ,∫

∆Fdx1 = 2

∫ (
φ′ + φ′

)
dx1 = 2

(
φ+ φ̄

)
, (2.12)∫

∆Fdx2 = 2

∫ (
φ′ + φ′

)
dx2 = 2i

(
− φ+ φ̄

)
2.5 Êîìïëåêñíàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåùåíèé. Ïðåäñòàâëåíèå ÷åðåç êîìïëåêñ-
íûå ïîòåíöèàëû.

Ôîðìóëû (2.9)�(2.12) íóæíû íàì äëÿ òîãî, ÷òîáû çàïèñàòü ïðåäñòàâëåíèå ïåðåìå-
ùåíèé u1 è u2 ÷åðåç äâå ôóíêöèè êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ φ(z) è χ′(z). Èñïîëüçóåì
äëÿ ýòîãî âûðàæåíèÿ (2.6) è (2.7):

F,1 + iF,2 = φ+ zφ′ + χ′ ,

∫
∆Fdx1 + i

∫
∆Fdx2 = 4φ ,

−
(
F,1 + iF,2) +

λ+ 2µ

2(λ+ µ)

(∫
∆Fdx1 + i

∫
∆Fdx2

)
= −φ− zφ′ − χ′ +

2λ+ 4µ

λ+ µ
φ.

Â èòîãå ïîëó÷àåì:

2µ(u1 + iu2) = κφ− zφ′ − ψ̄ , ψ(z) = χ′(z) (2.13)

ãäå

κ =
λ+ 3µ

λ+ µ
= 3− 4ν , � ïëîñêàÿ äåôîðìàöèÿ.

κ =
5λ+ 6µ

3λ+ 2µ
=

3− ν

1 + ν
, � ïëîñêîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå.

2.6 Ïðåäñòàâëåíèå íàïðÿæåíèé ÷åðåç êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû.

Èç ôîðìóë (2.11) ïîëó÷àåì íóæíûå íàì âûðàæåíèÿ

σ11 =
1

2

(
2φ′ − z̄φ′′ − χ′′ + 2φ′ − zφ′′ − χ′′

)
,

σ22 =
1

2

(
2φ′ + z̄φ′′ + χ′′ + 2φ′ + zφ′′ + χ′′

)
, (2.14)

σ12 = − i

2

(
z̄φ′′ − zφ′′ + χ′′ − χ′′

)
Îäíàêî ýòè ôîðìóëû äîâîëüíî ãðîìîçäêèå è íåóäîáíû ïðè êîíêðåòíûõ ïðèìåíå-

íèÿõ. Áîëåå óäîáíû äâå êîìáèíàöèè èç ýòèõ òð¼õ íàïðÿæåíèé [4, ñòð. 111], à èìåííî
σ22 + σ11 è σ22 − σ11 + 2iσ12

σ22 + σ11 = 2
(
φ′ + φ′

)
, σ22 − σ11 + 2iσ12 = 2

(
z̄φ′′ + ψ′

)
(2.15)
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2.7 Ïðåäñòàâëåíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëàìè (1.12) è çàïèøåì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ âòîðîé êðàåâîé çà-
äà÷è ïðè íóëåâûõ îáú¼ìíûõ íàãðóçêàõ

F,I

∣∣∣
Γ
= ϵKI

s∫
0

p 0
K(η)dη = ϵKIΦK(s) , ΦK(s) ≡

s∫
0

p 0
K(η)dη ,

F,1

∣∣∣
Γ
= −Φ2(s) , F,2

∣∣∣
Γ
= Φ1(s) ,

(2.16)

Îòñþäà
Φ1(s) + iΦ2(s) = −i

(
F,1 + iF,2

)
= −i

(
φ+ zφ′ + ψ̄

)
Îêîí÷àòåëüíî, ãðàíè÷íîå óñëîâèå ïðèíèìàåò âèä:

(
φ+ zφ′ + ψ̄

)∣∣∣
Γ
= i

(
Φ1(s) + iΦ2(s)

)
= i

s∫
0

[
p 0
1 (η) + ip 0

2 (η)
]
dη (2.17)

Åù¼ îäíî óñëîâèå îñíîâàíî íà ôèçè÷åñêîì ñìûñëå ôóíêöèè íàïðÿæåíèé (1.16) è
íà ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèè íàïðÿæåíèé ÷åðåç äâå ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé
(1.17). Èç ýòèõ ôîðìóë ïîëó÷àåì:

F
∣∣∣
Γ
= Re

[
z̄φ(z) + χ(z)

]∣∣∣
Γ
=

s∫
0

ϵIK

( s1∫
0

p̃ 0
I (η)dη

)
τK(s1)ds1 = M (2.18)

2.8 Ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû.

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ óäîáíî èñïîëüçîâàòü ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû âìåñòî äåêàðòîâûõ.
Ðàñïîëîæèì íà÷àëî ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò â íà÷àëå äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò, à îñü Ox1
ïðèìåì çà ïîëÿðíóþ îñü, òîãäà

x1 = r cosϑ , x2 = r sinϑ ⇒ z = x1 + ix2 = r(cosϑ+ i sinϑ) = reiϑ , (2.19)

ãäå r è ϑ � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû òî÷êè ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (x1, x2).

r =
√
x21 + x22 , ϑ = arctan

x2
x1

(2.20)

Ïóñòü ur è uϑ � êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèé â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ, òîãäà

u1 = ur cosϑ− uϑ sinϑ , u2 = ur sinϑ+ uϑ cosϑ

u1 + iu2 =
(
ur + iuϑ

)
eiϑ ⇒ ur + iuϑ =

(
u1 + iu2

)
e−iϑ

ur + iuϑ =
1

2µ

(
κφ− zφ′ − ψ

)
e−iϑ

(2.21)
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Ôîðìóëû äëÿ íàïðÿæåíèé â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ èìåþò âèä [4, ñòð. 133]:

σrr + σϑϑ = 4Reφ′(z) = 2
[
φ′(z) + φ′(z)

]
, (2.22)

σϑϑ − σrr + 2iσrϑ = 2
[
z̄φ′′(z) + ψ′(z)

]
e2iϑ , (2.23)

σrr − iσrϑ = φ′(z) + φ′(z) −
[
z̄φ′′(z) + ψ′(z)

]
e2iϑ. (2.24)

2.9 Ïðåäñòàâëåíèå êîìïëåêñíûõ ïîòåíöèàëîâ â âèäå ðÿäîâ.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïëîñêîé çàäà÷è òåîðèè îäíîðîäíîé èçîòðîïíîé óïðóãîñòè äîñòàòî÷íî
çíàòü äâà êîìïëåêñíûõ ïîòåíöèàëà φ(z) è ψ(z). ×åðåç íèõ îïðåäåëÿþòñÿ ïåðåìåùåíèÿ
è íàïðÿæåíèÿ ïî ôîðìóëàì (2.13), (2.21) è (2.15), (2.22) - (2.24).

Â ñëó÷àå êîíå÷íîé ìíîãîñâÿçíîé îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé âíåøíèì êîí-
òóðîì Γ0 è îäíèì, èëè íåñêîëüêèìè âíóòðåííèìè çàìêíóòûìè êîíòóðàìè,
êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå [4, ñòð. 122], [5, ñòð. 132]

φ(z) = − 1

2π(1 + κ)

m∑
k=1

(
Xk + iYk

)
ln(z − zk) + φ∗(z) ,

ψ(z) =
κ

2π(1 + κ)

m∑
k=1

(
Xk − iYk

)
ln(z − zk) + ψ∗(z) ,

(2.25)

ãäå zk � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà âíóòðè çàìêíóòîãî k-ãî êîíòóðà Γk; Xk è Yk � êîìïî-
íåíòû ãëàâíîãî âåêòîðà ñèë, ðàñïðåäåë¼ííûõ íà êîíòóðå Γk; ln(z − zk) � íàòóðàëüíûé
ëîãàðèôì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà2 [6, ñòð. 85], [7, ñòð. 85]; φ∗(z) è ψ∗(z) � ãîëîìîðôíûå
(àíàëèòè÷åñêèå) ôóíêöèè â îáëàñòè Σ, îãðàíè÷åííîé âíåøíèì êîíòóðîì Γ0. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî îíè ðàñêëàäûâàþòñÿ â ðÿäû Ëîðàíà â Σ

φ∗(z) =
∞∑

n=−∞

anz
n , ψ∗(z) =

∞∑
n=−∞

bnz
n , (2.26)

ãäå an è bn � êîìïëåêñíûå êîíñòàíòû.
Êîãäà îáëàñòü áåñêîíå÷íà è ñîäåðæèò áåñêîíå÷íóþ òî÷êó êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû

èìåþò âèä [4, ñòð. 124], [8, ñòð. 11]:

φ(z) = − X + iY

2π(1 + κ)
ln z +Kφz + φ∗∗(z) ,

ψ(z) =
κ
(
X − iY

)
2π(1 + κ)

ln z +Kψz + ψ∗∗(z).

(2.27)

Çäåñü X =
m∑
k=1

Xk è Y =
m∑
k=1

Yk � êîìïîíåíòû ðåçóëüòèðóþùåãî âåêòîðà íàãðóçîê,

äåéñòâóþùèõ íà âñåõ êîíòóðàõ Γk, (k = 1, . . . ,m); Kφ è Kψ � êîìïëåêñíûå êîíñòàíòû;
φ∗∗(z) è ψ∗∗(z) � ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè, âêëþ÷àÿ è áåñêîíå÷íîñòü, òî åñòü

φ∗∗ =
∞∑
n=0

anz
−n , ψ∗∗(z) =

∞∑
n=0

bnz
−n , (2.28)

ãäå an è bn � êîìïëåêñíûå êîíñòàíòû.

2ln z = ln |z|+ i arg z
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3 Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷.

3.1 Çàäà÷à Ëàìå î òðóáå ïîä äàâëåíèåì.
Ïîä çàäà÷åé Ëàìå ïîíèìàåòñÿ çàäà÷à î áåñêîíå÷íîé öèëèíäðè÷åñêîé òðóáå âíóòðåííåãî
ðàäèóñà a è âíåøíåãî b èç îäíîðîäíîãî èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà ïîä äåéñòâèåì âíóòðåí-
íåãî äàâëåíèÿ Pa è âíåøíåãî Pb.

3.1.1 Ðåøåíèå çàäà÷è Ëàìå â ïåðåìåùåíèÿõ.
Â ñèëó ðàäèàëüíîé ñèììåòðèè çàäà÷è ìàòåðèàëüíûå òî÷êè áóäóò ñìåùàòüñÿ òîëüêî
â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè. Òî åñòü, â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ur = ur(r), uϑ = 0. Èç
êîìïîíåíò òåíçîðà äåôîðìàöèé îòëè÷íû îò íóëÿ εrr è εϑϑ, ïðè÷åì

εrr =
dur
dr

≡ u′r , εϑϑ =
ur
r

(3.1)

Íàéä¼ì íàïðÿæåíèÿ. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ çàêîíîì Ãóêà, êîòîðûé îäèíàêîâ (èí-
âàðèàíòåí) â ëþáîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

σrr = λ(εrr + εϑϑ) + 2µεrr = (λ+ 2µ)εrr + λεϑϑ = (λ+ 2µ)u′r + λ
ur
r
,

σϑϑ = λ(εrr + εϑϑ) + 2µεϑϑ = (λ+ 2µ)εϑϑ + λεrr = (λ+ 2µ)
ur
r

+ λu′r

(3.2)

Èç äâóõ óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ îñòà¼òñÿ îäíî [9, ñòð. 83]

σ′
rr +

σrr − σϑϑ
r

= 0 (3.3)

Ïîäñòàâèâ ñþäà âûðàæåíèÿ (3.2), ïîëó÷àåì

(λ+ 2µ)
[
u′′r +

(ur
r

)′]
= (λ+ 2µ)

[
u′r +

ur
r

]′
= 0 ⇒ ur = K1r +

K2

r
, (3.4)

ãäå K1 è K2 � êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ, êîòîðûå íàéä¼ì èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà
âíóòðåííåé è íàðóæíîé ïîâåðõíîñòè òðóáû

σrr(a) = −Pa , σrr(b) = −Pb. (3.5)

Äëÿ ýòîãî âíà÷àëå íàéä¼ì âûðàæåíèÿ äëÿ íàïðÿæåíèé, ïîäñòàâèâ ïåðåìåùåíèÿ (3.4)
â ôîðìóëû (3.2)

σrr = 2(λ+ µ)K1 − 2µ
K2

r2
, σϑϑ = 2(λ+ µ)K1 + 2µ

K2

r2
(3.6)

Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (3.5) ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîíñòàíò{
2(λ+ µ)K1 − 2µK2

a2
= −Pa

2(λ+ µ)K1 − 2µK2

b2
= −Pb

(3.7)

Îòñþäà íàõîäèì:

K1 =
a2Pa − b2Pb

2(λ+ µ)(b2 − a2)
, K2 = −a

2b2(Pb − Pa)

2µ(b2 − a2)
(3.8)
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Îêîí÷àòåëüíî äëÿ íàïðÿæåíèé ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ

σrr =
a2Pa − b2Pb

b2 − a2
+
a2b2(Pb − Pa)

b2 − a2

1

r2
,

σϑϑ =
a2Pa − b2Pb

b2 − a2
−
a2b2(Pb − Pa)

b2 − a2

1

r2

(3.9)

Ïî ôîðìóëå (3.4) íàõîäèì ðàäèàëüíîå ïåðåìåùåíèå

ur =
a2Pa − b2Pb

2(λ+ µ)(b2 − a2)
r −

a2b2(Pb − Pa)

2µ(b2 − a2)

1

r
(3.10)

3.1.2 Ðåøåíèå çàäà÷è Ëàìå ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè íàïðÿæåíèé Ýðè.

Çàäà÷à â íàïðÿæåíèÿõ ñòàâèòñÿ è ðåøàåòñÿ â òîì ñëó÷àå, êîãäà íà âñåé ïîâåðõíîñòè
òåëà çàäàíà íàãðóçêà. Â ýòîì ñëó÷àå âñ¼ ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ôóíêöèè íàïðÿæåíèé.
Ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷å Ëàìå, â îòñóòñòâèè îáú¼ìíûõ íàãðóçîê, ôóíêöèÿ íàïðÿæåíèé
ÿâëÿåòñÿ áèãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé, çàâèñÿùåé òîëüêî îò r � ðàññòîÿíèÿ îò ïîëÿðíîãî
öåíòðà. Óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè íàïðÿæåíèé (óðàâíåíèå ñîâìåñòíîñòè) â ýòîì ñëó÷àå
ñòàíîâèòñÿ îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà ñ ïåðå-
ìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Îíî ïðèâîäèòñÿ âî ìíîãèõ ó÷åáíèêàõ ïî òåîðèè óïðóãîñòè,
íàïðèìåð â êíèãå [9, ñòð. 85]:(

d2

dr2
+

1

r

d

dr

)(
d2F

dr2
+

1

r

dF

dr

)
=
d4F

dr4
+

2

r

d3F

dr3
− 1

r2
d2F

dr2
+

1

r3
dF

dr
= 0 (3.11)

Îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä:

F (r) = A ln r +Br2 ln r + Cr2 +D (3.12)

Îòñþäà íàõîäèì íàïðÿæåíèÿ

σrr =
1

r

dF

dr
=
A

r2
+B

(
1 + 2 ln r

)
+ 2C ,

(3.13)

σϑϑ =
d2F

dr2
= −A

r2
+B

(
3 + 2 ln r

)
+ 2C.

Êîíñòàíòó B ñëåäóåò ïîëîæèòü ðàâíîé íóëþ, ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò áåñêîíå÷íîñòè ïðè
r → 0. Â èòîãå

σrr = 2C +
A

r2
, σϑϑ = 2C − A

r2
(3.14)

Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (3.5) íàõîäèì êîíñòàíòû A è C

A =
a2b2(Pb − Pa)

b2 − a2
, C =

a2Pa − b2Pb)

2(b2 − a2)

Ïîñëå ýòîãî íàõîäèì íàïðÿæåíèÿ

σrr =
a2Pa − b2Pb
b2 − a2

+
a2b2(Pb − Pa)

b2 − a2
1

r2
, σϑϑ =

a2Pa − b2Pb
b2 − a2

− a2b2(Pb − Pa)

b2 − a2
1

r2
. (3.15)
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Ýòè âûðàæåíèÿ â òî÷íîñòè ñîâïàäàþò ñ íàïðÿæåíèÿìè (3.9). ×òîáû íàéòè ïåðåìå-
ùåíèÿ ur íóæíî ñíà÷àëà íàéòè êîëüöåâûå äåôîðìàöèè εϑϑ. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ
ôîðìóëàìè (1.6) ïðè ïëîñêîé äåôîðìàöèè

εϑϑ = − λ

4µ(λ+ µ)
4C +

1

2µ

(
− A

r2
+ 2C

)
=

C

λ+ µ
− A

2µ

1

r2

=
a2Pa − b2Pb)

2(λ+ µ)(b2 − a2)
− a2b2(Pb − Pa)

2µ(b2 − a2)

1

r2

Îòñþäà ïîëó÷àåì ôîðìóëó äëÿ ðàäèàëüíûõ ïåðåìåùåíèé

ur = rεϑϑ =
a2Pa − b2Pb)

2(λ+ µ)(b2 − a2)
r −

a2b2(Pb − Pa)

2µ(b2 − a2)

1

r
(3.16)

3.1.3 Ðåøåíèå çàäà÷è Ëàìå ìåòîäîì ÒÔÊÏ.

Íà âíóòðåííåì è âíåøíåì êîíòóðàõ ðåçóëüòèðóþùèå âåêòîðû ñèë ðàâíû íóëþ. Îò-
ñþäà è èç ôîðìóë (2.25) ñëåäóåò, ÷òî φ = φ∗, ψ = ψ∗ ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöè-
ÿìè. Àíàëèòè÷åñêèìè áóäóò òàêæå è ôóíêöèè Φ(z) = φ′(z) è Ψ(z) = ψ′(z) =
χ′′(z), òî åñòü

Φ(z) =
∞∑
−∞

anz
n =

∞∑
−∞

anr
neinϑ , Ψ(z) =

∞∑
−∞

bnz
n =

∞∑
−∞

bnr
neinϑ (3.17)

Èç ôîðìóëû (2.24) íàõîäèì

σrr − iσrϑ = Φ(z) + Φ(z)−
[
z̄Φ′(z) + Ψ(z)

]
e2iϑ =

= a0 + ā0 +
∞∑
n=1

(
anr

n + ānr
−n
)
einϑ −

∞∑
−∞

nanr
neinϑ −

∞∑
−∞

bnr
nei(n+2)ϑ

(3.18)

Ó÷ò¼ì òåïåðü, ÷òî σrϑ ≡ 0, à σrr äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò r.
Òîãäà â ôîðìóëå (3.18) íóæíî ïîëîæèòü an = 0 (|n| > 1), b0 = 0, b±1 = 0, b2 = 0,
bn = 0 (|n| > 3).

Îñòàþòñÿ òîëüêî êîíñòàíòû a0 è b−2, ïðè÷¼ì îáå êîíñòàíòû äåéñòâèòåëüíûå. Â èòîãå
ôîðìóëà (3.18) äëÿ ðàäèàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ ïðèîáðåòàåò âèä

σrr = 2a0 −
b−2

r2
(3.19)

Êîíñòàíòû a0 è b−2 íàéä¼ì èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

σrr(a) = −Pa , σrr(b) = −Pb ⇒ a0 =
1

2

a2Pa − b2Pb
b2 − a2

, b−2 = −
a2b2

(
Pb − Pa

)
b2 − a2

. (3.20)

Èòàê, ôîðìóëû (3.17) äëÿ ïîòåíöèàëîâ è ôîðìóëà (3.18) äëÿ ðàäèàëüíîãî íàïðÿæå-
íèÿ ïðèîáðåòàþò âèä:

Φ(z) = a0 =
1

2

a2Pa − b2Pb
b2 − a2

, Ψ(z) =
b−2

z2
= −

a2b2
(
Pb − Pa

)
b2 − a2

1

z2
, (3.21)
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σrr =
a2Pa − b2Pb

b2 − a2
+
a2b2

(
Pb − Pa

)
b2 − a2

1

r2
(3.22)

Êîëüöåâîå íàïðÿæåíèå íàéäåì èç ôîðìóëû (2.22)

σϑϑ = −σrr + 2
[
Φ(z) + Φ(z)

]
= −2a0 +

b−2

r2
+ 4a0 = 2a0 +

b−2

r2
⇒

σϑϑ =
a2Pa − b2Pb

b2 − a2
−
a2b2

(
Pb − Pa

)
b2 − a2

1

r2
(3.23)

×òîáû ïî ôîðìóëå (2.21) íàéòè ïåðåìåùåíèÿ íóæíû ïîòåíöèàëû φ(z) è ψ(z). Äëÿ
ýòîãî ïðîèíòåãðèðóåì âûðàæåíèÿ (3.21)

φ(z) =

∫
Φ(z)dz + C = a0z + C = a0re

iϑ + C ,

ψ(z) =

∫
Ψ(z)dz + C1 = −b−2

z
+ C1 = −b−2

r
eiϑ + C1 ,

(3.24)

ãäå C è C1 � êîìïëåêñíûå êîíñòàíòû. Íàéä¼ì òåïåðü ïåðåìåùåíèÿ

ur + iuϑ =
1

2µ

(
κφ− zΦ− ψ

)
e−iϑ =

1

2µ

[
κ
(
a0z + C

)
− a0z +

b−2

z̄
− C̄1

]
e−iϑ =

=
1

2µ

[
κ
(
a0re

iϑ + C
)
− a0re

iϑ +
b−2

r
eiϑ − C̄1

]
e−iϑ =

1

2µ

[
(κ − 1)a0r +

b−2

r
+ κC − C̄1e

−iϑ
]

Ïîëîæèâ çäåñü C = 0 è C1 = 0, ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî âûðàæåíèÿ äëÿ ïåðåìåùåíèé
uϑ = 0 è

ur =
1

2µ

[
(κ − 1)a0r −

b−2

r

]
=

κ − 1

4µ

a2Pa − b2Pb
b2 − a2

r − 1

2µ

a2b2
(
Pb − Pa

)
b2 − a2

1

r

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè ïëîñêîé äåôîðìàöèè κ = (λ+ 3µ)/(λ+ µ) è κ − 1 = 2µ/(λ+ µ),
ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî

ur =
a2Pa − b2Pb)

2(λ+ µ)(b2 − a2)
r −

a2b2(Pb − Pa)

2µ(b2 − a2)

1

r
(3.25)

Áîëüøîå êîëè÷åñòâî èíòåðåñíûõ çàäà÷ ïî òåîðèè è ïðèìåíåíèþ ìåòîäà ÒÔÊÏ ìîæ-
íî íàéòè â èíòåðåñíûõ êíèãàõ [4, ñòð. 124], [8, ñòð. 11].
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