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1 Îáùèå ñâåäåíèÿ.

Áûòü ñòóäåíòîì îòäåëåíèÿ ìåõàíèêè ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èìå-
íè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà ýòî áîëüøàÿ îòâåòñòâåííîñòü è áîëüøîé òðóä. Äëÿ óñïåøíîãî îâëàäå-
íèÿ ñïåöèàëüíîñòüþ Âàì ïîíàäîáÿòñÿ çíàíèå ìíîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí. Ïðåæäå
âñåãî ýòî ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç, âûñøàÿ àëãåáðà, àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ, îáûêíî-
âåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, îáîáù¼ííûå
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç, òåíçîðíûé àíàëèç è ðÿä äðóãèõ
âàæíûõ ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè.

1.1 Î ìåõàíèêå â áûòîâîì è íàó÷íîì ñìûñëå.

Ìåõàíèêà ýòî î÷åíü øèðîêîå ïîíÿòèå. Â áûòîâîì ïëàíå ìåõàíèê � ýòî ÷åëîâåê ðåìîí-
òèðóþùèé ìàøèíû è ìåõàíèçìû. Â íàó÷íîì ïëàíå ìåõàíèêà ïîäðàçäåëÿåòñÿ íà ìåõàíèêó
àáñîëþòíî òâåðäûõ òåë è íà ìåõàíèêó ñïëîøíûõ äåôîðìèðóåìûõ ñðåä (ÌÑÑ). Äâèæåíèå
â ïðîñòðàíñòâå àáñîëþòíî òâåðäûõ òåë èçó÷àþò â êóðñå òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè.

1.2 Ìåõàíèêà ñïëîøíûõ ñðåä (ÌÑÑ).

Â ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåä îñíîâíûì ìîìåíòîì ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ñïëîøíîñòè, èëè ãè-
ïîòåçà ñïëîøíîñòè, â êîòîðîé óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ñðåäà çàïîëíÿåò ïðîñòðàíñòâî ñïëîøíûì
(íåïðåðûâíûì) îáðàçîì, òî åñòü â ëþáîì áåñêîíå÷íî ìàëîì îáú¼ìå ñîäåðæèòñÿ áåñêîíå÷-
íîå ÷èñëî "÷àñòèö" ñðåäû. Íà ñàìîì äåëå ðåàëüíàÿ ñðåäà ñîñòîèò èç ìîëåêóë è àòîìîâ.
Ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè ñóùåñòâåííî ìåíüøå èõ õàðàêòåðíûõ ðàçìåðîâ, òî åñòü ìîæíî
ñêàçàòü, ÷òî ôèçè÷åñêàÿ ñðåäà â îñíîâíîì ñîñòîèò èç ïóñòîòû.

1.3 Ñëåäñòâèÿ ãèïîòåçû ñïëîøíîñòè.

Îñíîâûâàÿñü íà ãèïîòåçå ñïëîøíîñòè, â ÌÑÑ
1.) ââîäÿò ðàçëè÷íûå ëîêàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè (ïëîòíîñòè), êàê íåïðåðûâíûå (èëè

êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå) ôóíêöèè êîîðäèíàò òî÷êè ñðåäû. Ê òàêîâûì, íàïðèìåð, îòíîñèò-
ñÿ ïëîòíîñòü ñðåäû ϱ, òåìïåðàòóðà â òî÷êå ñðåäû T , âåêòîð ïåðåìåùåíèé ìàòåðèàëüíûõ
òî÷åê ñðåäû u⃗ = (u1, u2, u3), âåêòîð ñêîðîñòè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè v⃗ = (v1, v2, v3) è ò.ä.

2.) Ïðèíÿòèå ãèïîòåçû ñïëîøíîñòè ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü ïðîöåññû â ñïëîø-
íîé ñðåäå ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

1.4 Îñíîâíûå ðàçäåëû ÌÑÑ.

Ñïëîøíàÿ ñðåäà, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîäðàçäåëÿåòñÿ íà ìåõàíèêó ãàçà è ïëàçìû, ìåõàíèêó
æèäêîñòåé è ìåõàíèêó äåôîðìèðóåìûõ òâ¼ðäûõ òåë (ÌÄÒÒ). Ê ñïëîøíîé ñðåäå îòíîñÿò
òàêæå è ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå, ïîëå èçëó÷åíèé, ãðàâèòàöèîííîå ïîëå è ò.ï. [1]. Íà ñà-
ìîì äåëå äåëåíèå ÌÑÑ íà ãàç, æèäêîñòü è òâ¼ðäîå òåëî äîñòàòî÷íî óñëîâíî. Â êà÷åñòâå
ïðèìåðà ïðèâåäó îáû÷íóþ âîäó, êîòîðàÿ, â çàâèñèìîñòè îò òåìïåðàòóðû, ìîæåò áûòü ãà-
çîì, æèäêîñòüþ èëè òâ¼ðäûì òåëîì. Çäåñü áóäåò ðàññìîòðåíà ìåõàíèêà äåôîðìèðóåìûõ
òâåðäûõ òåë è, â ÷àñòíîñòè, îäèí èç îñíîâíûõ ðàçäåëîâ ÌÄÒÒ � ìåõàíèêà êîìïîçèòîâ.

1.5 Ìåõàíèêà äåôîðìèðóåìûõ òâåðäûõ òåë.
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Ýòî ÷ðåçâû÷àéíî âàæíûé ðàçäåë â ÌÑÑ. Ëþäè èçíà÷àëüíî âûíóæäåíû áûëè çàíè-
ìàòüñÿ ñòðîèòåëüñòâîì æèëèù, ðàçëè÷íûõ êóëüòîâûõ ñîîðóæåíèé, ñîçäàíèåì îðóäèé è
ïðèñïîñîáëåíèé äëÿ äîáû÷è ïèùè, íàïàäåíèÿ è îáîðîíû. Ýòî ïðèâîäèëî ê íàêîïëåíèþ
ïðàâèë âûáîðà ìàòåðèàëîâ (â òå äàë¼êèå âðåìåíà ýòî êàìåíü, ëèáî äåðåâî) è èõ ðàçìåðîâ.
Êàê îòìå÷àåò Ñòåïàí Ïðîêîôüåâè÷ Òèìîøåíêî "Íåò ñîìíåíèÿ â òîì, ÷òî åãèïòÿíàì áû-
ëè óæå èçâåñòíû íåêîòîðûå ýìïèðè÷åñêèå ïðàâèëà ïîäîáíîãî ðîäà" [2]. Äàëåå Òèìîøåíêî
îòìå÷àåò âêëàä ãðåêîâ è ðèìëÿí â äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ñòðîèòåëüíîãî èñêóññòâà.

1.6 Èçîòðîïèÿ è àíèçîòðîïèÿ. Îäíîðîäíîñòü è íåîäíîðîäíîñòü

Òðàäèöèîííûå êîíñòðóêöèîííûå ìàòåðèàëû (ñòàëü, ìåäü, àëþìèíèé, ñòåêëî è ò.ä.)
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èçîòðîïíûå è îäíîðîäíûå ìàòåðèàëû.

Èçîòðîïèÿ ìàòåðèàëà îçíà÷àåò åãî îäèíàêîâûå ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà â ëþ-
áîì íàïðàâëåíèè. Òî åñòü, åñëè ìû èç áîëüøîãî òåëà, â çàäàííîì ìåñòå, âûðåæåì ìàëåíü-
êóþ ïîëîñêó (èëè ñòåðæåíü) â êàêîì ëèáî âûáðàííîì íàïðàâëåíèè, ïðîâåäåì èñïûòàíèå
ïî îïðåäåëåíèþ êàêîé ëèáî ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêè (íàïðèìåð ìîäóëÿ Þí-
ãà), òî ìû ïîëó÷èì ñîâåðøåííî îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ ýòîé õàðàêòåðèñòèêè äëÿ îáðàçöîâ,
âûðåçàííûõ â îäíîì è òîì æå ìåñòå, íî â ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ.

Åñëè çíà÷åíèÿ îïðåäåëÿåìîé õàðàêòåðèñòèêè çàâèñÿò îò íàïðàâëåíèÿ âûðåçàíèÿ îá-
ðàçöà äëÿ èñïûòàíèÿ, òî èçîòðîïèè íåò è òàêîé ìàòåðèàë íàçûâàåòñÿ àíèçîòðîïíûì [3].

Îäíîðîäíîñòü ìàòåðèàëà îçíà÷àåò, ÷òî èñêîìàÿ õàðàêòåðèñòèêà íå çàâèñèò îò ìåñòà
â òåëå ãäå âûðåçàåòñÿ îáðàçåö äëÿ ýêñïåðèìåíòà.Ïðîöåññû â îäíîðîäíûõ ìàòåðèàëàõ
îïèñûâàþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåí-
òàìè.

Åñëè, ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ óñëîâèÿõ, â ðàçíûõ òî÷êàõ òåëà ïîëó÷àþòñÿ ðàçíûå çíà÷å-
íèÿ õàðàêòåðèñòèê, òî ìàòåðèàë ÿâëÿåòñÿ íåîäíîðîäíûì. Ïðîöåññû â íåîäíîðîäíûõ
ìàòåðèàëàõ îïèñûâàþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ñ ïåðåìåííûìè
êîýôôèöèåíòàìè.

1.7 Êîìïîçèöèîííûé ìàòåðèàë (ÊÌ).

Â êíèãå Êðèñòåíñåíà "Ââåäåíèå â ìåõàíèêó êîìïîçèòîâ" [4], äà è âî ìíîãèõ äðóãèõ
êíèãàõ, ïîä êîìïîçèöèîííûì ìàòåðèàëîì (êîìïîçèòîì) ïîíèìàåòñÿ ëþáîé ãåòåðîãåííûé
ìàòåðèàë, òî åñòü ìàòåðèàë ðàçíîðîäíûé ïî ñîñòàâó.

×àñòî êîìïîçèò íàçûâàþò ìíîãîôàçíîé ñðåäîé, êàê â êíèãå [5] Ðîáåðòà Èñêàíäåðîâè÷à
Íèãìàòóëèíà, ÷òî, âïðî÷åì, ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòîì ãåòåðîãåííîé ñðåäû.

Âèêòîð Àëåêñàíäðîâè÷ Ëîìàêèí ðàññìàòðèâàë íåîäíîðîäíûå òåëà, ó êîòîðûõ ñâîé-
ñòâà ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè êîîðäèíàò [6]. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ìåæäó
ôàçàìè ñóùåñòâóåò ïåðåõîäíûé ñëîé, â êîòîðîì ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè
ìàòåðèàëîâ íåïðåðûâíî ïåðåõîäÿò îò îäíîãî ê äðóãîìó, òîãäà è êîìïîçèò ìîæíî ñ÷èòàòü
íåïðåðûâíî íåîäíîðîäíûì òåëîì.

Àëåêñàíäð Íèêîëàåâè÷ Ïîëèëîâ ïîä êîìïîçèòîì ïîíèìàåò èñêóññòâåííî ñîçäàííûå
ìàòåðèàëû (ìàòåðèàëû-êîíñòðóêöèè) [7].

Â êíèãå "Ìåõàíèêà êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ" Áîðèñà Åôèìîâè÷à Ïîáåäðè, îñíîâà-
òåëÿ êàôåäðû ìåõàíèêè êîìïîçèòîâ íà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÌÃÓ, êîì-
ïîçèò îïðåäåëÿåòñÿ êàê "íåêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïèñûâàåìàÿ ñ ïîìîùüþ
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ðàçðûâíûõ ïî êîîðäèíàòàì ìàòåðèàëüíûõ ôóíêöèé îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøå-
íèé" [8]. Îïðåäåëåíèå êîìïîçèòà, äàííîå Á.Å. Ïîáåäðåé ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü ìîùíûé
àïïàðàò òåîðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé ê èññëåäîâàíèþ ïðîöåññîâ â êîìïîçèòàõ.

Êàê ïðàâèëî êîìïîçèò êîìïîçèò ñîçäà¼òñÿ è ñóùåñòâóåò â âèäå èçäåëèÿ èëè æå êîí-
ñòðóêöèè

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçäåëèÿ èç êîìïîçèòîâ ìîæíî ñîçäàâàòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè:
ïå÷àòü íà 3D-ïðèíòåðå, íàìîòêà íèòüþ, íàïûëåíèå ñëî¼â âåùåñòâà è ò.ï. Ýòè è äðóãèå
ñïîñîáû ïðèíÿòî íàçûâàòü àääèòèâíûìè òåõíîëîãèÿìè, ïîä êîòîðûìè ïîäðàçóìåâàåòñÿ
ïîñòåïåííîå íàðàùèâàíèå òåëà äî òðåáóåìûõ ðàçìåðîâ è ôîðìû.

Äëÿ êîìïîçèòà ñóùåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî îáúåìû ðàçëè÷íûõ âå-
ùåñòâ (êîìïîíåíòîâ, ôàç), ñîñòàâëÿþùèõ òåëî îáëàäàþò õàðàêòåðíûìè ðàçìåðàìè ìíîãî
ìåíüøèìè õàðàêòåðíûõ ðàçìåðîâ âñåãî òåëà è â òîæå âðåìÿ îíè íàìíîãî áîëüøå ðàçìåðîâ
ìîëåêóë, òàê ÷òî êàæäîå âåùåñòâî â ñâîåì îáúåìå ìîæíî ñ÷èòàòü ñïëîøíîé ñðåäîé.

Òàêèì îáðàçîì, â åäèíîé êîìïîçèöèè ìàòåðèàëîâ, îáðàçóþùèõ òåëî íàëèöî òðè õà-
ðàêòåðíûõ óðîâíÿ: ìàêðî, ìèêðî è íàíî óðîâåíü. Ïîâåäåíèå ìàòåðèàëà íà ìàêðî è
ìèêðîóðîâíå èçó÷àåò ìåõàíèêà êîìïîçèòîâ � îäèí èç âàæíåéøèõ ðàçäåëîâ ìåõà-
íèêè äåôîðìèðóåìûõ òâåðäûõ òåë (ÌÄÒÒ), êîòîðûé â ñâîþ î÷åðåäü ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëîì
ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä (ÌÑÑ).

1.7.1 Äèñïåðñíûå, âîëîêíèñòûå è ñëîèñòûå ÊÌ.

Äèñïåðñíûé, âîëîêíèñòûé è ñëîèñòûé êîìïîçèòû.

Äèñïåðñíûé, âîëîêíèñòûé è ñëîèñòûé êîìïîçèòû.
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1.7.2 Ãðàôåí, íàíîòðóáêà, ôóëåðåí.

Ãðàôåí, íàíîòðóáêà, ôóëåðåí.

1.8 Ïðåäñòàâèòåëüíûé îáú¼ì.

Â ìåõàíèêå êîìïîçèòîâ âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå î ïðåäñòàâèòåëüíîì îáú¼ìå âåùå-
ñòâà. Â âèêèïåäèè ïðèâîäèòñÿ ñëåäóþùåå ïîíÿòèå ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáú¼ìà, ïîçàèìñòâî-
âàííîãî èç êóðñà îáùåé ôèçèêè Ä.Â. Ñèâóõèíà "Ïðåäñòàâèòåëüíûé îáúåì � ìèíèìàëüíûé
îáú¼ì ìàòåðèàëà, â êîòîðîì ñîäåðæèòñÿ äîñòàòî÷íîå äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ñîñòî-
ÿíèÿ òåëà ÷èñëî ¾íîñèòåëåé¿ ðàññìàòðèâàåìûõ ìåõàíèçìîâ ïðîöåññà. Äîáàâëåíèå ê ýòîìó
îáú¼ìó äðóãèõ ÷àñòåé äàííîãî ìàòåðèàëà ñ àíàëîãè÷íîé (â ñòàòèñòè÷åñêîì ñìûñëå) êîí-
ôèãóðàöèåé ¾íîñèòåëåé¿ àíàëèçèðóåìûõ ìåõàíèçìîâ íå äîëæíî ïðèâîäèòü ê èçìåíåíèþ
ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé äëÿ ïîëåâûõ âåëè÷èí, îïèñûâàþùèõ èçìåíåíèå êîíôèãóðàöèè
¾íîñèòåëåé¿. Â êëàññè÷åñêîé ÌÑÑ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàçìåðû ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáú-
¼ìà òàêîâû, ÷òî ãðàäèåíòàìè ýòèõ ïîëåâûõ âåëè÷èí è äðóãèõ ïàðàìåòðîâ ñîñòîÿíèÿ
â ïðåäåëàõ ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáú¼ìà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, ÷òî ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü óêà-
çàííûå ïîëÿ îäíîðîäíûìè (â ñòàòèñòè÷åñêîì ñìûñëå) â ìàñøòàáàõ ïðåäñòàâèòåëüíîãî
îáú¼ìà."

1.9 Ôèçè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ýôôåêòèâíûõ ñâîéñòâ.

Êîìïîçèöèîííîå òåëî, ñîñòîÿùåå èç áîëüøîãî êîëè÷åñòâà îäèíàêîâûõ ïðåäñòàâèòåëü-
íûõ îáú¼ìîâ âåä¼ò ñåáÿ ïðè âíåøíèõ âîçäåéñòâèÿõ êàê íåêîòîðîå îäíîðîäíîå òåëî, ñâîé-
ñòâà êîòîðîãî îòëè÷íû îò ñâîéñòâ êîìïîíåíòîâ, ñîñòàâëÿþùèõ ïðåäñòàâèòåëüíûé îáú¼ì.
Ñâîéñòâà òàêîãî ìîäåëüíîãî îäíîðîäíîãî òåëà íàçûâàþòñÿ ýôôåêòèâíûìè ñâîéñòâàìè.

1.10 Ìàñøòàáíûé ýôôåêò.
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Ïðè ýêñïåðèìåíòàëüíîì ïîäõîäå ê íàõîæäåíèþ ýôôåêòèâíûõ ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ
ñâîéñòâ êîìïîçèòîâ, âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàòû ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò êîëè÷åñòâà ýëå-
ìåíòîâ, âõîäÿùèõ â îáðàçåö, íàä êîòîðûì ïðîâîäÿòñÿ âñå ýêñïåðèìåíòû. Â ýòîì çàêëþ÷à-
åòñÿ ñóòü ìàñøòàáíîãî ýôôåêòà â êîìïîçèòàõ. Ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà ýëåìåíòîâ â îáðàç-
öå íàñòóïàåò òàêîé ìîìåíò, êîãäà äîáàâëåíèå ýëåìåíòîâ â îáðàçöå ïðàêòè÷åñêè ïåðåñòà¼ò
ñêàçûâàòüñÿ íà èçìåðÿåìûå âåëè÷èíû.

Ðåàëüíî ýêñïåðèìåíòàëüíûé îáðàçåö ñîñòîèò äîâîëüíî èç áîëüøîãî ÷èñëà ïðåäñòàâè-
òåëüíûõ îáú¼ìîâ. Ýêñïåðèìåíò íàä òàêèì îáðàçöîì äîëæåí áûòü òàê îðãàíèçîâàí, ÷òîáû
â ëþáîì ïðåäñòàâèòåëüíîì îáú¼ìå ðåàëèçîâûâàëîñü â ñðåäíåì îäèíàêîâîå íàïðÿæåííî
äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå.

1.11 Î íåîáõîäèìîñòè òåîðåòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ðàñ÷åòà ýôôåêòèâíûõ õàðàêòå-
ðèñòèê.

Ýêñïåðèìåíòû ïî îïðåäåëåíèþ ýôôåêòèâíûõ ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ è ïðî÷íîñòíûõ
ñâîéñòâ êîìïîçèòîâ òðóäîåìêè è ñëîæíû, êàê ïðè èõ ïðîâåäåíèè, òàê è ïðè ïîäãîòîâêå
îáðàçöîâ äëÿ ýêñïåðèìåíòîâ. Ìíîãèå èç ýôôåêòèâíûõ ñâîéñòâà êîìïîçèòîâ èìåþò òåíçîð-
íóþ ïðèðîäó. Ïðè ýêñïåðèìåíòàëüíîì ïîäõîäå, íóæíî çàðàíåå çíàòü, ñêîëüêî íåçàâèñèìûõ
êîìïîíåíòîâ èìååò êàæäûé èç ýôôåêòèâíûõ òåíçîðîâ è ñîîòâåòñòâåííî ñïëàíèðîâàòü ýêñ-
ïåðèìåíòû. Ïîýòîìó ïîëíûé íàáîð ýêñïåðèìåíòîâ ïî îïðåäåëåíèþ âñåõ êîìïîíåíòîâ ýô-
ôåêòèâíûõ òåíçîðîâ äîâîëüíî äëèòåëüíàÿ è äîðîãàÿ ïðîöåäóðà. Ïðè ýêñïåðèìåíòàëüíîì
ïîäõîäå ïðîáëåìàòè÷íî ñïðîåêòèðîâàòü îïòèìàëüíóþ ïðîöåäóðó ñîçäàíèÿ êîìïîçèöèîí-
íîãî ìàòåðèàëà ñ çàðàíåå çàäàííûìè ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèìè ýôôåêòèâíûìè õàðàêòåðè-
ñòèêàìè.

Ïðåæäå ÷åì ïðîâîäèòü ýêñïåðèìåíò äîëæíà áûòü ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü
äëÿ ðàñ÷åòà âñåõ ýôôåêòèâíûõ òåíçîðîâ. Ïîëó÷åííûå èç ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè àíàëè-
òè÷åñêèå è ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿò ðàçðàáîòàòü òåîðèþ ýêñïåðèìåíòà, íà êîòîðîì
àòòåñòóåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü.

2 Êîìïîçèòû ñ ðåãóëÿðíîé ñòðóêòóðîé.

Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòü êîìïîçèòîâ ñ ðåãóëÿðíîé ñòðóêòóðîé ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå, òàê
íàçûâàåìîé, ÿ÷åéêè ïåðèîäè÷íîñòè, èëè æå òèïè÷íîãî ýëåìåíòà (îáú¼ìà). Òèïè÷íûé ýëå-
ìåíò - ýòî òàêîé ýëåìåíò, ìíîãîêðàòíîå ïîâòîðåíèå êîòîðîãî â îïðåäåëåííîé ëîãè÷å-
ñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü âñå òåëî. Òèïè÷íûå ýëåìåíòû ñîâåðøåí-
íî îäèíàêîâû è ïåðåñåêàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì òîëüêî ïî ãðàíèöàì. Ïðåäñòàâèòåëüíûé îáú¼ì
ñîñòîèò èç îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ òèïè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Â ìàòåìàòèêå îáðàçîâàíèå òåëà
ñ ïîìîùüþ òèïè÷íûõ ýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ çàìîùåíèåì [9]. Íàïðèìåð ïëîñêîñòü ìîæíî
çàìîñòèòü ïðÿìîóãîëüíèêàìè, ïàðàëëåëîãðàììàìè, ïðàâèëüíûìè øåñòèóãîëüíèêàìè.

2.1 Ðèñóíêè Ìîðèñà Ýøåðà.

Ìîæíî ïðèäóìàòü î÷åíü êðàñèâûå çàìîùåíèÿ ïëîñêîñòè è ïðîñòðàíñòâà. Ìîðèö Êîð-
íåëèóñ Ýøåð � ãîëëàíäñêèé õóäîæíèê âòîðîé ïîëîâèíû ïðîøëîãî âåêà ðèñîâàë êàðòèíû,
ìíîãèå èç êîòîðûõ îñíîâàíû íà ïðèíöèïàõ çàìîùåíèÿ ïëîñêîñòè òèïè÷íûìè ýëåìåíòàìè.
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Òàíöóþùèå ëþäè.

Áàáî÷êè.
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Ëîøàäè ñî âñàäíèêàìè.

Ðûáû.

Ìíîãîêðàòíîå ïîâòîðåíèå òèïè÷íîãî ýëåìåíòà â îïðåäåëåííîé ëîãè÷åñêîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü âñþ êàðòèíó. Íà ïðàâîì ðèñóíêå "Òàíöóþùèå ëþäè" ïî-
êàçàí øåñòèãðàííèê, ïîâòîðåíèåì êîòîðîãî ïîëó÷àåòñÿ âñÿ êàðòèíà.
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Íà ðèñóíêå "Ðûáû" ñèòóàöèÿ àíàëîãè÷íàÿ, òîëüêî ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû øåñòè-
ãðàííèêà îäèíàêîâî èñêðèâëåíû, ÷òîáû ïîâòîðåíèåì èñêðèâëåííîãî øåñòèãðàííèêà âîç-
ìîæíî áûëî áû ïîñòðîèòü âñþ êàðòèíó. Òàêèì îáðàçîì, èñêðèâëåííûé øåñòèãðàííèê ÿâ-
ëÿåòñÿ òèïè÷íûì ýëåìåíòîì.

Íà âñåõ ïðåäñòàâëåííûõ ðèñóíêàõ âìåñòî ïðàâèëüíîãî èëè æå èñêðèâë¼ííîãî øåñòè-
ãðàííèêà ìîæíî ïîñòðîèòü ïðÿìîóãîëüíèê, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ÿ÷åéêó ïåðèîäè÷íî-
ñòè.

2.2 Ñòåðæåíü ñ øåñòèãðàííîé ÿ÷åéêîé.

Ïîêàæåì ñêàçàííîå íà áîëåå ïðîñòîì ïðèìåðå âîëîêíèñòîãî êîìïîçèòà. Íà ðèñóíêå
èçîáðàæåíî ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå ñòåðæíÿ ñîçäàííîãî èç ìàòåðèàëà (ìàòðèöû), óïðî÷í¼í-
íîé êðóãëûìè âîëîêíàìè èç äðóãîãî ìàòåðèàëà.

Òèïè÷íûå ýëåìåíòû: ìàëûé òðåóãîëüíûé NPQ, ìàëûé ðîìáîâèäíûé NPQR, áîëüøîé

òðåóãîëüíûé GMN, áîëüøîé ðîìáîâèäíûé OCFE, øåñòèóãîëüíûé è ïðÿìîóãîëüíûé ABCD

Âîëîêíà ðàäèóñà r ðàñïîëîæåíû â öåíòðàõ ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà. Îáîçíà÷èì
äëèíó ñòîðîíû PQøåñòèóãîëüíèêà ÷åðåç a. Ìàëåíüêèé ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê NPQ
ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íûì ýëåìåíòîì ìèíèìàëüíîé ïëîùàäè S△NPQ = a2

√
3/4, ñ ïîìîùüþ

êîòîðîãî ìîæíî çàìîñòèòü ïëîñêîñòü, ñîáëþäàÿ ïðè ýòîì ãåîìåòðèþ êðóãëîãî âîëîêíà.
Ñëåäóþùèì ïî ïëîùàäè òèïè÷íûì ýëåìåíòîì ÿâëÿåòñÿ ìàëåíüêèé ðîìá NPQR ñîñòàâ-

ëåííûé, èç äâóõ ìàëåíüêèõ òðåóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ, ñ ïëîùàäüþ S♢NPQR = 2S△NPQ â äâà
ðàçà áîëüøåé ïëîùàäè ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà.

Çàòåì èä¼ò áîëüøîé ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê GMN, â òð¼õ óãëàõ êîòîðîãî ðàñïî-
ëîæåíî ïî 1/6 ÷àñòè àðìèðîâêè, è ïëîùàäü êîòîðîãî â òðè ðàçà áîëüøå ìèíèìàëüíîé:
S△GMN = 3S△NPQ.

Ïîòîì èäóò äâà ðàçíûõ ïî ôîðìå, íî îäèíàêîâûõ ïî ïëîùàäè òèïè÷íûõ ýëåìåíòà
� ïðàâèëüíûé øåñòèóãîëüíèê è ðîìá OCFE. Ïëîùàäü êàæäîãî èç ýòèõ ýëåìåíòîâ â 6
ðàç áîëüøå ìèíèìàëüíîãî S♢OCFE = 2S△GMN = 6S△NPQ = a23

√
3/2. Ïîâòîðåíèåì ðîìáà

âäîëü âåêòîðîâ ω⃗1 è ω⃗2 ìîæíî ïîêðûòü âñå ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå ñòåðæíÿ èç âîëîêíèñòîãî
êîìïîçèòà.
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È íàêîíåö ïîñëåäíèé òèïè÷íûé ýëåìåíò, êîòîðûé îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ è ÿ÷åéêîé
ïåðèîäè÷íîñòè � ýòî ïðÿìîóãîëüíèê ABCD ñî ñòîðîíàìè AD = a

√
3 è AB = 3a.

S△NPQ = a2
√
3/4 , S♢NPQR = 2S△NPQ = a2

√
3/2 , S△GMN = 3S△NPQ = a23

√
3/4 ,

Søåñòèãð. = S♢OCFE = 6S△NPQ = a2 3
√
3/2 , SABCD = 12S△NPQ = a2 3

√
3

(2.1)

Âñå äðóãèå òèïè÷íûå ýëåìåíòû èìåþò áîëüøóþ ÷åì ó ïðÿìîóãîëüíèêà ABCD ïëîùàäü.
Îòíîñèòåëüíàÿ îáú¼ìíàÿ äîëÿ àðìèðîâêè âî âñåõ òèïè÷íûõ ýëåìåíòàõ âû÷èñëÿåòñÿ ïî
ñëåäóþùåé ôîðìóëå

va =
Sàðì.
Sòèï. ýë.

=
2π

3
√
3

r2

a2
(2.2)

Íà ðèñóíêå ñïðàâà èçîáðàæåí ñëó÷àé ïëîòíîé óïàêîâêè. Â ýòîì ñëó÷àå r = a
√
3/2 è

îáú¼ìíàÿ äîëÿ âîëîêîí ìàêñèìàëüíà va = S⃝/Søåñòèãð. = π/(2
√
3) ≈ 0.906.

2.3 Ñâåäåíèå ïðÿìîóãîëüíîé ÿ÷åéêè ïåðèîäè÷íîñòè ê êóáó ïåðèîäè÷íîñòè.

Ïðÿìîóãîëüíóþ ÿ÷åéêó ïåðèîäè÷íîñòè ABCD, èçîáðàæåííóþ ñèíèì öâåòîì íà ðèñóí-
êå, ìîæíî ïóò¼ì ìàñøòàáèðîâàíèÿ îñåé êîîðäèíàò ïðåîáðàçîâàòü â êâàäðàòíóþ ÿ÷åéêó ñ
çàäàííîé ñòîðîíîé l1 6 l 6 l2 = l1

√
3. Äëÿ ýòîãî ââîäèì íîâûå ãëîáàëüíûå êîîðäèíàòû x∗1

è x∗2, à òàêæå íîâûå ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû z∗1 z
∗
2 , òàêèå, ÷òî

x∗i =
l xi
li

⇒ z∗i =
l zi
li
, 0 6 z∗i 6 l , i = 1, 2 (2.3)

Íà ðèñóíêå 1 ïîêàçàíà ñõåìà ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò äëÿ ñëó÷àÿ l = l1. Â ýòîì
ñëó÷àå âñå ëèíåéíûå ðàçìåðû â íàïðàâëåíèè ïàðàëëåëüíîì îñè x1 îñòàþòñÿ áåç èçìåíåíèé,
à ðàçìåðû ïî îñè x2 ñîêðàùàþòñÿ â îòíîøåíèè l1/l2 = 1/

√
3 ðàç. Ïðè ýòîì âêëþ÷åíèå

ðàäèóñà 0 < r 6 l1/2 ïåðåõîäèò â ýëëèïñ ñ ïîëóîñÿìè a1 = r è a2 = rl1/l2.

Ðèñ. 1: Ñõåìà ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò ïðè ñâåäåíèè ïðÿìîóãîëüíîé ÿ÷åéêè ïåðèîäè÷íîñòè

l1 × l2 ê êâàäðàòíîé l1 × l1. Ïåðåõîä ê áåçðàçìåðíûì ëîêàëüíûì êîîðäèíàòàì.

Ïåðåõîä îò òð¼õìåðíîé ÿ÷åéêè ïåðèîäè÷íîñòè â âèäå ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà
ê êóáó ïåðèîäè÷íîñòè ñ ðåáðîì l ðåàëèçóåòñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî äâóõìåðíîìó.
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3 Ýôôåêòèâíûå ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà êîìïî-

çèòîâ.

Êîìïîçèò ñîñòîèò èç îáú¼ìîâ âåùåñòâà (êîìïîíåíòîâ, ôàç) ñ ðàçëè÷íûìè ñâîéñòâà-
ìè. Ïðè äåéñòâèè âíåøíèõ ôàêòîðîâ îí âåä¼ò ñåáÿ êàê íåêèé îäíîðîäíûé àíèçîòðîïíûé
ìàòåðèàë, ñâîéñòâà êîòîðîãî îòëè÷àþòñÿ îò ñâîéñòâ åãî ñîñòàâëÿþùèõ êîìïîíåíòîâ. Îä-
íàêî æå ñâîéñòâà òàêîãî îäíîðîäíîãî òåëà çàâèñÿò îò ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ôàç,
èõ îáú¼ìíûõ äîëåé, ãåîìåòðèè, ðàñïîëîæåíèÿ, êîíòàêòíûõ óñëîâèé. Òàêèå óñðåäí¼ííûå
ñâîéñòâà íàçûâàþòñÿ ýôôåêòèâíûìè ñâîéñòâàìè.

3.1 Ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè â îáú¼ìå.

Ïîä ñðåäíèì çíà÷åíèåì ôóíêöèè f(x) , x ∈ V ðàñïðåäåë¼ííîé â îáú¼ìå V ïîíèìàåòñÿ
èíòåãðàë ïî ýòîìó îáú¼ìó ïîäåë¼ííûé íà ñàì îáú¼ì

1

V

∫
V

f(x)dV ≡
⟨
f
⟩

IF V =
i=n∪
i=1

Vi AND fi(x) = const. , x ∈ Vi THEN

⟨
f
⟩
=

n∑
i=1

fivi , vi =
Vi

V

vi � îòíîñèòåëüíàÿ îáú¼ìíàÿ äîëÿ i-ãî êîìïîíåíòà, ãäå fi = const.

3.2 Ýôôåêòèâíûå îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ.

Ýôôåêòèâíûå ñâîéñòâà ïðîÿâëÿþòñÿ â îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿõ, òî åñòü
â ñîîòíîøåíèÿõ ñâÿçûâàþùèõ ìåæäó ñîáîé ïðè÷èíû è ñëåäñòâèÿ â ïðîöåññàõ, ïðîèñõîäÿ-
ùèõ â òåëàõ.

Ïîä ýôôåêòèâíûìè îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè ïîíèìàþòñÿ ñîîòíî-
øåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ìåæäó ñîáîé ñðåäíèå ïî ïðåäñòàâèòåëüíîìó îáú¼ìó çíà-
÷åíèÿ ïðè÷èí è ñëåäñòâèé. Ìàòåðèàëüíûå êîíñòàíòû è ôóíêöèè, âõîäÿùèå â
ýòè ñîîòíîøåíèÿ íàçûâàþòñÿ ýôôåêòèâíûìè ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâà
(õàðàêòåðèñòèêàìè) êîìïîçèòà.

Ýêñïåðèìåíòàëüíîå îïðåäåëåíèå âñåãî êîìïëåêñà ýôôåêòèâíûõ ñâîéñòâ êîìïîçèòà äî-
ðîãî è äîëãî. Ïîýòîìó íåîáõîäèìû ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ ýôôåêòèâíûõ
õàðàêòåðèñòèê, ïîçâîëÿþùèå áîëåå èëè ìåíåå òî÷íî âû÷èñëÿòü ýôôåêòèâíûå ñâîéñòâà.

Â ÌÄÒÒ ïîä ýôôåêòèâíûìè îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè ïîíèìàþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþùèå âûðàçèòü ñðåäíèå íàïðÿæåíèÿ ÷åðåç ñðåäíèå äå-
ôîðìàöèè (< σ˜ >v< ε˜ >), ëèáî íàîáîðîò ñðåäíèå äåôîðìàöèè ÷åðåç ñðåäíèå

íàïðÿæåíèÿ (< ε˜ >v< σ˜ >).

Ìàòåðèàëüíûå êîíñòàíòû è ôóíêöèè, âõîäÿùèå â ýòè ñîîòíîøåíèÿ íàçûâàþòñÿ ýô-
ôåêòèâíûìè êîíñòàíòàìè è ñîîòâåòñòâåííî ýôôåêòèâíûìè ôóíêöèÿìè êîìïîçèòà.
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Â îáùåì ñëó÷àå ýôôåêòèâíûå ìàòåðèàëüíûå êîíñòàíòû è ôóíêöèè, ïîëó÷à-
åìûå èç ïðÿìûõ è îáðàòíûõ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé íå ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî
îáðàòíûìè, òî åñòü îíè íå ñîâïàäàþò.

Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì ïîêà òîëüêî óïðóãèå êîìïîçèòû. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå (íà-
ïðèìåð â ñëîèñòîì ñòåðæíå) â êàæäîì êîìïîíåíòå êîìïîçèòà ïðîäîëüíûå íàïðÿæåíèÿ
ïðîïîðöèîíàëüíû ïðîäîëüíûì äåôîðìàöèÿì

σi = Eiεi

Çäåñü σi � íàïðÿæåíèå â i-ì êîìïîíåíòå, âûçâàííîå äåôîðìàöèåé εi â ýòîì æå êîìïî-
íåíòå. Êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè Ei íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì Þíãà � êîíñòàíòà i-ãî
ìàòåðèàëà, îïðåäåëÿþùàÿ åãî óïðóãèå ñâîéñòâà ïðè ðàñòÿæåíèè (ñæàòèè). Íàõîäèòñÿ èç
ýêñïåðèìåíòà.

3.3 Ýôôåêòèâíûå ìîäóëè Ôîéõòà è Ðåéññà.

Â íåîäíîðîäíîì ñòåðæíå íàïðÿæåíèå è äåôîðìàöèè îïðåäåëÿþòñÿ ïî çàêîíó Ãóêà

σ = E(x)ε , x ∈ [0, L] (3.1)

I.) Ïóñòü ε = const., òîãäà ìîæíî óñðåäíèòü âûðàæåíèå (3.1)

< σ >=< E > ε =< E >< ε > (3.2)

Ïî îïðåäåëåíèþ < E > � ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà, êîòîðûé ïðèíÿòî íàçûâàòü ìîäó-
ëåì Ôîéõòà

E(F ) ≡< E >=
1

L

L∫
0

E(x)dx (3.3)

Â ñëó÷àå, êîãäà E(x) � êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ

E(F ) =
n∑

i=1

Eivi , vi =
Li

L

II.) Ïóñòü òåïåðü σ = const., òîãäà ìîæíî óñðåäíèòü âûðàæåíèå

ε =
σ

E(x)

Ïîëó÷èì

< ε >=< 1/E > σ =< 1/E >< σ > ⇒ < σ >=
1

< 1/E >
< ε > (3.4)

Ñëåäîâàòåëüíî, êîýôôèöèåíò ïðè < ε > òàêæå ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì ìîäóëåì è íàçû-
âàåòñÿ îí ìîäóëåì Ðåéññà

E(R) ≡
1

< 1/E >
=

1

1
L

L∫
0

1
E(x)

dx

(3.5)

Â êóñî÷íî-ïîñòîÿííîì ñëó÷àå

E(R) = 1

/ n∑
i=1

vi
Ei
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3.4 Âèëêà Ôîéõòà�Ðåéññà.

Â ìåõàíèêå êîìïîçèòîâ äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ëþáîé òåîðåòè÷åñêèé èëè æå ýêñïåðèìåí-
òàëüíûé ìåòîä îïðåäåëåíèÿ ýôôåêòèâíîãî ìîäóëÿ óïðóãîñòè äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü íåðà-
âåíñòâó

1

< 1/E >
6 E(ýôô) 6 < E > (3.6)

Íåðàâåíñòâî (3.7) íàçûâàåòñÿ âèëêîé Ôîéõòà�Ðåéññà.
Â îáùåì ñëó÷àå íåîäíîðîäíîãî àíèçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà âìåñòî çàêîíà Ãóêà èñïîëü-

çóåòñÿ îáîáùåííûé çàêîí Ãóêà, ñâÿçûâàþùèé êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé σij ñ êîì-
ïîíåíòàìè òåíçîðà äåôîðìàöèé εij

σij = Cijkl(x)εkl (3.7)

Â ýòîì ñëó÷àå âèëêà Ôîéõòà�Ðåéññà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áîëåå ñëîæíîå íåðàâåíñòâî⟨
C−1

ijkl

⟩−1
γijγkl 6 C

(ýôô)
ijkl γijγkl 6

⟨
Cijkl

⟩
γijγkl , γij = γji = const. (3.8)

ãäå γij ïîñòîÿííûé ñèììåòðè÷íûé òåíçîð, ó êîòîðîãî íå âñå êîìïîíåíòû íóëåâûå.

3.5 Ñõåìà ýêñïåðèìåíòà ïî îïðåäåëåíèþ ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé Ôîéõòà è
Ðåéññà.

Ðàññìîòðèì íåîäíîðîäíûé ñòåðæåíü, ñîñòàâëåííûé èç äâóõ óïðóãèõ ìàòåðèàëîâ ñ ìî-
äóëÿìè Þíãà E1 è E2 è ñ ïîñòîÿííûìè ïî äëèíå ïîïåðå÷íûìè ñå÷åíèÿìè.

Ìåòîä Ôîéõòà è ìåòîä Ðåéññà

I. Â ïðèìåðå ðèñ. 3.5a íåîäíîðîäíûé â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè ñîñòàâíîé ñòåðæåíü
ðàñòÿãèâàåòñÿ ñèëîé P, ïðèëîæåííîé â öåíòðå æåñòêîé ïðîêëàäêè íà âåðõíåì ñå÷åíèè.
Ïðîêëàäêà íóæíà ÷òîáû ñòåðæåíü �1 è ñòåðæåíü �2 ïîëó÷èëè îäèíàêîâîå ïðîäîëüíîå
ïåðåìåùåíèå è, ñîîòâåòñòâåííî, îäèíàêîâóþ ïðîäîëüíóþ äåôîðìàöèþ ε

ε1 = ε2 = ε =
l − l0
l0

,

ãäå l0 � ïåðâîíà÷àëüíàÿ äëèíà ñòåðæíåé, l � äëèíà ñòåðæíåé ïîñëå ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè
P . Ïóñòü σ1 è σ2 � ïðîäîëüíûå íàïðÿæåíèÿ â ïåðâîì è âòîðîì ñòåðæíÿõ, âîçíèêøèå â
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îòâåò íà èõ ïðîäîëüíóþ äåôîðìàöèþ. Ïëîùàäè ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé îáîçíà÷èì ÷åðåç F1

è F2 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðîäîëüíûå íàïðÿæåíèÿ ðàñïðåäåëåíû ðàâíî-
ìåðíî ïî ïîïåðå÷íîìó ñå÷åíèþ êàæäîãî ñòåðæíÿ, òîãäà

P = σ1F1 + σ2F2 =
⟨
σ
⟩
F , F = F1 + F2 (3.9)

Çäåñü ÷åðåç
⟨
σ
⟩
îáîçíà÷åíî ñðåäíåå ïðîäîëüíîå íàïðÿæåíèå â îäíîðîäíîì ñòåðæíå ñóì-

ìàðíîé ïëîùàäüþ F = F1+F2. Èç ðàâåíñòâà (3.9) âûòåêàåò ôîðìóëà äëÿ ñðåäíåãî íàïðÿ-
æåíèÿ ⟨

σ
⟩
= σ1v1 + σ2v2 , v1 =

F1

F
, v2 =

F2

F
(3.10)

×åðåç v1 è v2 îáîçíà÷åíû îòíîñèòåëüíûå äîëè ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé ïåðâîãî è âòîðîãî
ñòåðæíåé.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì Ãóêà⟨
σ
⟩
= σ1v1 + σ2v2 = E1ε1v1 + E2ε2v2 =

(
E1v1 + E2v2

)
ε =

⟨
E
⟩⟨
ε
⟩
= E(F )

⟨
ε
⟩

(3.11)

Â ôîðìóëå (3.11) ñðåäíèå íàïðÿæåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíû ñðåäíèì äåôîðìàöèÿì, ñëåäî-
âàòåëüíî êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè åñòü ýôôåêòèâíûé (ïî Ôîéõòó) ìîäóëü Þí-
ãà.

II. Íà ðèñóíêå 3.5b ïðåäñòàâëåíà ñõåìà, ïî êîòîðîé ìîæíî ýêñïåðèìåíòàëüíî îïðåäå-
ëèòü ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Ðåéññà. Â ýòîì ñëó÷àå σ = P/F = const.. Ñëåäîâàòåëüíî íóæíî
âîñïîëüçîâàòüñÿ îáðàòíûì çàêîíîì Ãóêà

ε =
σ

E(x)
⇒ < ε >=< 1/E > σ =< 1/E >< σ > ⇒ E(R) =

1

< 1/E >

3.6 Ñóòü òåîðåòè÷åñêîãî ïîäõîäà ê âû÷èñëåíèþ ýôôåêòèâíûõ ôèçèêî - ìå-
õàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê êîìïîçèòîâ.

Ïðè òåîðåòè÷åñêîì ïîäõîäå ê âû÷èñëåíèþ ýôôåêòèâíûõ ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ õàðàê-
òåðèñòèê íóæíî ñîçäàòü òàêèå âíåøíèå âîçäåéñòâèÿ, ÷òîáû ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ïîëåâûõ
âåëè÷èí â êàæäîì èç ïðåäñòàâèòåëüíûõ îáú¼ìîâ áûëè îäèíàêîâû è ñîâïàäàëè ñî ñðåä-
íèìè çíà÷åíèÿìè âî âñåì êîìïîçèöèîííîì òåëå, ñîñòîÿùåì èç áîëüøîãî ÷èñëà ïðåä-
ñòàâèòåëüíûõ îáú¼ìîâ. Òàêîé îáùèé âçãëÿä íà ïðîáëåìó òåîðåòè÷åñêîãî ñïîñîáà ðàñ÷¼òà
ýôôåêòèâíûõ ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ èçëîæåí â ðà-
áîòå [10, ñòð. 15].

4 Ðåãóëÿðíûå êîìïîçèòû. Ìåòîä Áàõâàëîâà-Ïîáåäðè.

4.1 Ãëîáàëüíûå è ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû.

Ðàññìîòðèì òåëî îáú¼ìà V èç ðåãóëÿðíîãî êîìïîçèöèîííîãî ìàòåðèàëà ñ ÿ÷åéêîé ïå-
ðèîäè÷íîñòè â âèäå êóáà1 ñ ðåáðîì l. Òåëî ñîñòàâëåíî èç áîëüøîãî ÷èñëà ÿ÷ååê. Íà ïëîñ-
êîì ðèñóíêå 2 ïîêàçàí ïîãðàíè÷íûé ñëîé, ãäå ðàñïîëîæåíû êàê öåëûå ÿ÷åéêè òàê è èõ

1åñëè ÿ÷åéêà ïåðèîäè÷íîñòè ðåàëüíîãî êîìïîçèòà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì l1 × l2 × l3, òî èçìåíÿÿ
ìàñøòàá åäèíèö ïî îñÿì êîîðäèíàò ñâîäèì åãî ê êóáó ïåðèîäè÷íîñòè ñ ðåáðîì l (ñì. ðàçäåë 2.3)
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÷àñòè, ïðèìûêàþùèå ê ãðàíèöå òåëà Σ. Òîëùèíà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ïîðÿäêà õàðàêòåð-
íîãî ðàçìåðà ÿ÷åéêè ïåðèîäè÷íîñòè. Âíóòðè êàæäîé ÿ÷åéêè ðàñïîëîæåíû âêëþ÷åíèÿ èç
äðóãèõ ìàòåðèàëîâ. Ðàñïîëîæèì íà÷àëî ãëîáàëüíûõ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò x1, x2, x3 â
âåðøèíå êàêîãî ëèáî êóáà ïåðèîäè÷íîñòè, à âíóòðè êàæäîãî êóáà ïåðèîäè÷íîñòè ââåäåì
áåçðàçìåðíûå ëîêàëüíûå (ìåñòíûå èëè æå áûñòðûå) ïåðåìåííûå ζ1, ζ2, ζ3 òàêèå,
÷òî 0 < ζi < 1 (ðèñ.2).

Â ýòîì ñëó÷àå ãëîáàëüíûå êîîðäèíàòû ëþáîé

Ðèñ. 2: Ïîãðàíè÷íûé ñëîé â èçäåëèè èç

êîìïîçèòà ñ ðåãóëÿðíîé ñòðóêòóðîé.

òî÷êè êîìïîçèòà, ðåãóëÿðíîé ñòðóêòóðû áóäóò îïðå-
äåëÿòüñÿ ïî ôîðìóëå

xi = lζi + lmi, mi = 0,±1,±2, · · · ,

ζi =
xi
l
−mi (i = 1, 2, 3)

(4.1)

Òðè öåëûõ ÷èñëà m1,m2,m3 � ÿâëÿþòñÿ èíäè-
âèäóàëüíûì íîìåðîì ÿ÷åéêè ïåðèîäè÷íîñòè.

Åñëè çàäàíû ãëîáàëüíûå êîîðäèíàòû êàêîé ëè-
áî òî÷êè M(x1, x2, x3) ∈ V , òî ìîæíî íàéòè íî-
ìåð ÿ÷åéêè ïåðèîäè÷íîñòè (m1,m2,m3) êóäà ïî-
ïàëà òî÷êà M , à òàêæå å¼ ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû
ζ1, ζ2, ζ3 â ýòîé ÿ÷åéêå

mi =
⌊xi
l

⌋
, ζi =

{xi
l

}
=
xi
l
−mi , (4.2)

ãäå ⌊•⌋ � îáîçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà ñ íåäîñòàòêîì, à {•} � åãî äðîáíóþ ÷àñòü.

4.2 Ìàëûé ãåîìåòðè÷åñêèé ïàðàìåòð.

Â êîìïîçèòå ñ ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðîé â âèäå êóáà l× l× l åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïî-
ÿâëÿåòñÿ ìàëûé ãåîìåòðè÷åñêèé ïàðàìåòð, ðàâíûé îòíîøåíèþ õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà
l ÿ÷åéêè ïåðèîäè÷íîñòè ê õàðàêòåðíîìó ðàçìåðó L âñåãî òåëà α = l/L≪ 1.

Ïóñòü a íåêàÿ ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà, íàïðèìåð ïëîòíîñòü, ìîäóëü Þíãà, êîýôôèöèåíò
òåïëîïðîâîäíîñòè è ò.ï. Ïóñòü âåëè÷èíà a, êàê ôóíêöèÿ ãëîáàëüíûõ êîîðäèíàò, ÿâëÿåò-
ñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé ñ ïåðèîäîì l ïî êàæäîé êîîðäèíàòå. Ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà
a èìååò ñâîþ ñîáñòâåííóþ ðàçìåðíîñòü. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñè-
ìîñòü a îò êîîðäèíàò äîëæíà áûòü òàêîé, ÷òîáû êîîðäèíàòû âõîäèëè â ýòó
çàâèñèìîñòü â áåçðàçìåðíîì âèäå ò.å.

a = a
(x1
l
,
x2
l
,
x3
l

)
= a(ζ1 +m1, ζ2 +m2, ζ3 +m3) = a(ζ1, ζ2, ζ3) (4.3)

Òî åñòü, âåëè÷èíà a, êàê ôóíêöèÿ ëîêàëüíûõ áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ ζ1, ζ2, ζ3, ÿâ-
ëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé ñ ïåðèîäîì 1 ïî âñåì ïåðåìåííûì ζ1, ζ2, ζ3.

Åñëè òåïåðü âìåñòî ðàçìåðíûõ êîîðäèíàò xi ïåðåéòè ê áåçðàçìåðíûì x̄i = xi/L, òîãäà,
ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (4.2)

ζj =
xj

l
− mj =

xj/L

l/L
− mj =

x̄j

α
− mj , mj =

⌊
xj

l

⌋
=

⌊
xj/L

l/L

⌋
=

⌊
x̄j

α

⌋
(4.4)
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Èìåííî ÷åðåç çàâèñèìîñòü (4.4) ìàòåðèàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê îò ëîêàëüíûõ ïåðåìåí-
íûõ è âõîäèò ìàëûé ïàðàìåòð â óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ïðîöåññ â êîìïîçèòå. Â ñàìîì
äåëå, â óðàâíåíèÿõ ïðîöåññà â ïåðèîäè÷åñêè íåîäíîðîäíîì êîìïîçèòå ïîÿâëÿþòñÿ ïðîèç-
âîäíûå ïî áåçðàçìåðíûì ãëîáàëüíûì êîîðäèíàòàì îò ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò áåçðàçìåð-
íûõ áûñòðûõ ïåðåìåííûõ, íàïðèìåð

∂a(ζ1, ζ2, ζ3)

∂x̄i
=

∂a

∂ζj

∂ζj
∂x̄i

=
1

α

∂a

∂ζj
δij =

1

α

∂a

∂ζi
(4.5)

À ðàç òàê, òî ìîæíî ðàçðàáîòàòü ïðîöåäóðó ðàçëîæåíèÿ èñêîìîãî ðåøåíèÿ â ðÿä ïî
ìàëîìó ãåîìåòðè÷åñêîìó ïàðàìåòðó α. Ýòà ïðîöåäóðà íàçûâàåòñÿ îñðåäíåíèåì è áûëà
ïðåäëîæåíà â ðàáîòàõ Í.Ñ. Áàõâàëîâà â 1974 ãîäó äëÿ ñëó÷àÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ñ áûñòðîîñöèëèðóþùèìè êîýôôèöèåíòàìè.

Çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ òåë ñ áûñòðîîñöèëëèðóþùèìè óïðóãèìè ñâîéñòâàìè â
øåñòèäåñÿòûå ãîäû ðàññìàòðèâàë Â.À. Ëîìàêèí [6, 11�13]. Äëÿ ýòîãî îí àêòèâíî èñïîëü-
çîâàë ìåòîä âîçìóùåíèé. Ïðèìåðíî â ýòè æå ãîäû ïîÿâèëèñü ïåðâûå ðàáîòû Áîðèñà Åôè-
ìîâè÷à Ïîáåäðè â ìåõàíèêå êîìïîçèòîâ [14�22]. Â 1970 ãîäó ó íåãî ñîâìåñòíî ñ Àëåêñååì
Àíòîíîâè÷åì Èëüþøèíûì âûøëà êíèãà ïî ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè òåðìîâÿçêîóïðóãî-
ñòè [23]. Êàê ðàç â òå æå ãîäû ïîÿâèëèñü ïåðâûå ìàòåìàòè÷åñêèå ðàáîòû Íèêîëàÿ Ñåðãåå-
âè÷à Áàõâàëîâà ïî îñðåäíåíèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè
ñ áûñòðîîñöèëèðóþùèìè êîýôôèöèåíòàìè. Â 1974 è â 1975 ãîäàõ â äîêëàäàõ àêàäåìèè
íàóê ÑÑÑÐ âûøëè òðè ðàáîòû ïî îñðåäíåííûì õàðàêòåðèñòèêàì òåë ñ ïåðèîäè÷åñêîé
ñòðóêòóðîé è ïî îñðåäíåíèþ ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ
÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ñ áûñòðîîñöèëëèðóþùèìè êîýôôèöèåíòàìè [24�26]. Áîðèñ Åôè-
ìîâè÷, ïîæàëóé, ïåðâûé ñâÿçàë ýòè ìàòåìàòè÷åñêèå ðàáîòû ñ ðåàëüíûìè êîìïîçèòàìè è
íà÷àë àêòèâíî ðàçðàáàòûâàòü ýòî íàïðàâëåíèå. Â 1984 ãîäó îäíîâðåìåííî âûøëè äâå çàìå-
÷àòåëüíûå êíèãè: ó Áàõâàëîâà Í.Ñ. ñîâìåñòíî ñ Ïàíàñåíêî Ã.Ï. � "Îñðåäíåíèå ïðîöåññîâ
â ïåðèîäè÷åñêèõ ñðåäàõ" [27] , ó Ïîáåäðè Á.Å. � "Ìåõàíèêà êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèà-
ëîâ" [8] , â êîòîðîé îáîáùåíû ðåçóëüòàòû ñàìîãî Ïîáåäðè è åãî ó÷åíèêîâ ïî ðàçâèòèþ è
ïðàêòè÷åñêîìó ïðèìåíåíèþ ìåòîäà îñðåäíåíèÿ ê ëèíåéíûì è íåëèíåéíûì çàäà÷àì ñòàòè-
êè è äèíàìèêè êîìïîçèòîâ. Â 1985 ãîäó Íèêîëàé Ñåðãååâè÷ Áàõâàëîâ è Áîðèñ Åôèìîâè÷
Ïîáåäðÿ â ñîñòàâå êîëëåêòèâà àâòîðîâ çà ñîçäàíèå ìåòîäîâ ðàñ÷åòà êîíñòðóêöèé èç êîì-
ïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ ïîëó÷èëè Ãîñóäàðñòâåííóþ ïðåìèþ ÑÑÑÐ â îáëàñòè íàóêè. Â
1987 ãîäó íà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà áûëà
îðãàíèçîâàíà êàôåäðà ìåõàíèêè êîìïîçèòîâ, êîòîðóþ ñ ïåðâîãî äíÿ è äî ñâîåé êîí÷èíû
1 ìàðòà 2016 ãîäà âîçãëàâëÿë Áîðèñ Åôèìîâè÷ Ïîáåäðÿ. Îñíîâíîé çàäà÷åé íîâîé êàôåä-
ðû áûëî ïîäãîòîâêà ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè ôóíäàìåíòàëüíîé ìåõàíèêè êîìïîçèòîâ. Çà
ïðîøåäøèå 33 ãîäà ïî òåìàòèêå êàôåäðû áûëî âûïóùåíî áîëåå 300 ñòóäåíòîâ è îêîëî 160
àñïèðàíòîâ.

Íà÷èíàÿ ñ 1967 ãîäà Á.Å. Ïîáåäðåé îïóáëèêîâàíî áîëåå 200 ïå÷àòíûõ ðàáîò, èç íèõ
ïðèìåðíî ïîëîâèíà, òàê èëè èíà÷å, êàñàåòñÿ ïðîáëåì äåôîðìèðîâàíèÿ è ïðî÷íîñòè êîì-
ïîçèòîâ. Ïðè÷åì áîëüøèíñòâå èç ðàáîò èñïîëüçóþòñÿ èäåè, çàëîæåííûå â ìåòîäå îñðåä-
íåíèÿ. Ìåòîä îñðåäíåíèÿ â ìåõàíèêå êîìïîçèòîâ ñ ðåãóëÿðíîé ñòðóêòóðîé ïî
ïðàâó íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì îñðåäíåíèÿ Áàõâàëîâà-Ïîáåäðè.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîñëå ïóáëèêàöèè ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ðàáîò Í.Ñ. Áàõâàëîâà
ïîÿâèëîñü î÷åíü ìíîãî ðàáîò ðîññèéñêèõ è èíîñòðàííûõ àâòîðîâ, ïîñâÿùåííûé ìàòåìà-
òè÷åñêèì ïðîáëåìàì òåîðèè îñðåäíåíèÿ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî öåëüþ íàñòîÿùåé ïóáëèêàöèè íå
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ÿâëÿåòñÿ ïîäðîáíûé ëèòåðàòóðíûé îáçîð, óïîìÿíó ëèøü íåêîòîðûå êíèãè èç îáøèðíîãî
ñïèñêà êíèã è ñòàòåé. Ýòî êíèãè Ìàð÷åíêî Â.À., Õðóñëîâà Å.ß. [28], Ñàí÷åñ-Ïàëåíñèè [29],
Îëåéíèê, Èîñèôüÿíà, Øàìàåâà [30], Æèêîâà Â.Â., Êîçëîâà Ñ.Ì., Îëåéíèê Î.À. [31] è äð.
Â ýòèõ êíèãàõ ìîæíî íàéòè áîëåå ïîäðîáíóþ áèáëèîãðàôèþ ðàáîò ïî òåîðèè îñðåäíåíèÿ.

4.3 Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìàëèñòèêà ìåòîäà Áàõâàëîâà�Ïîáåäðè (ÌÁÏ) .

Ïîÿñíèì ìåòîä îñðåäíåíèÿ Áàõâàëîâà�Ïîáåäðè íà ïðèìåðå çàäà÷è äëÿ áåñêîíå÷íîé â
ïëàíå, íåîäíîðîäíîé ïî òîëùèíå ïëèòû −∞ < x1, x2 < +∞ òîëùèíû L : 0 6 x3 6 L èç
èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà.

l

2

x

x

x3

L

l

l

l 2

P

0

0

L

P
0

x

Ðèñ. 3: Ïåðèîäè÷åñêè íåîäíîðîäíàÿ ïî òîëùèíå, áåñêîíå÷íàÿ â ïëàíå ïëèòà è ïåðèîäè÷å-
ñêè íåîäíîðîäíûé ñòåðæåíü ñ ïåðåìåííûì ñå÷åíèåì

Ïëèòà ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêè íåîäíîðîäíîé, òî åñòü îíà ïîñòðîåíà èç ñêëååííûõ ìåæ-
äó ñîáîé îäèíàêîâûõ ñëî¼â (ÿ÷ååê ïåðèîäè÷íîñòè) èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà òîëùèíû
l. Â êàæäîì ñëîå ìîäóëü Þíãà E ÿâëÿåòñÿ îäèíàêîâîé ôóíêöèåé ëîêàëüíîé ïåðåìåííîé
0 < ζ < 1.

Ãëîáàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ x3 ñâÿçàíà ñ ëîêàëüíîé ïî ôîðìóëå x3/l = ζ+m,m = 0, 1, 2, · · · ,
ãäå m � íîìåð ÿ÷åéêè ïåðèîäè÷íîñòè íà÷èíàÿ ñ ÿ÷åéêè ñ íóëåâûì íîìåðîì m = 0, ïðè-
ìûêàþùåé ê íèæíåé ãðàíèöå x3 = 0 ïëèòû (ðèñ.3).

Ñëîé ñæèìàåòñÿ (ðàñòÿãèâàåòñÿ) ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííîé ïî âåðõíåé ñòîðîíå x3 =
L íàãðóçêîé P0 = const. è îáú¼ìíîé íàãðóçêîé X(x3). Íà íèæíåé ïëîñêîñòè x3 = 0 çàäàíî
ïåðåìåùåíèå u0 = const. (êàê ïðàâèëî u0 = 0).

4.3.1 Ïîñòàíîâêà èñõîäíîé çàäà÷è.

Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè íàïðÿæåííî � äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ
(ÍÄÑ) ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíîé è îïèñûâàåòñÿ îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíå-
íèåì äëÿ ïåðåìåùåíèÿ u(x3) è äâóìÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà íèæíåé è âåðõíåé ïëîñ-
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êîñòÿõ (äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè â äàëüíåéøåì ïîëàãàåì x3 ≡ x)

d

dx

[
E(ζ)

du

dx

]
+ X(x) = 0 , ζ =

x

l
−

⌊
x

l

⌋
=

{
x

l

}
u
∣∣
x=0

= u0 , E(ζ)
du

dx

∣∣∣
x=L

= −P0

(4.6)

Çàìåòèì, ÷òî ýòèìè æå óðàâíåíèÿìè îïèñûâàåòñÿ ÍÄÑ ñòåðæíÿ ñ ïåðèîäè÷åñêèì ïå-
ðåìåííûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì F (ζ) (ðèñ.3). Òîëüêî â óðàâíåíèÿõ (4.6) íóæíî ñäåëàòü
ñëåäóþùèå çàìåíû: E(ζ) → E(ζ)F (ζ), X(x) → X(x)F (ζ).

Çàäà÷à (4.6) èìååò òî÷íîå ðåøåíèå

u(x) = u0 +

x∫
0

[
− P0 +

L∫
z

X(y)dy
] dz

E(ζ)
(4.7)

4.3.2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è â áåçðàçìåðíûõ êîîðäèíàòàõ.

Äàëåå ïåðåéä¼ì ê áåçðàçìåðíûì êîîðäèíàòàì x̄ = x/L . Óðàâíåíèÿ (4.6) ïðèìóò âèä:

d

dx̄

[
E(ζ)

du

dx̄

]
+ X∗(x̄) = 0 , ζ =

{
x̄

α

}
=

x̄

α
−

⌊
x̄

α

⌋
=

x̄

α
− m,

u
∣∣
x̄=0

= u0 , E(ζ)
du

dx̄

∣∣∣
x̄=1

= −P ∗
0 ,

(4.8)

ãäå X∗(x̄) ≡ L2X(x̄), P ∗
0 = LP0, m = 0, 1, 2, · · · � öåëîå ÷èñëî ðàâíîå íîìåðó ÿ÷åéêè.

Ìîäóëü Þíãà E(ζ) � îäíî ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ áûñòðîé ïåðåìåííîé 0 6 ζ 6 1. Ìîæåò
áûòü êàê íåïðåðûâíîé, òàê è êóñî÷íî íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé.

Ðåøåíèå çàäà÷è (4.8), îòíåñåííîé ê áåçðàçìåðíûì êîîðäèíàòàì, ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëå-
äóþùåé ôîðìóëîé:

u(x̄) = u0 +

x̄∫
0

[
− P ∗

0 +

1∫
z

X∗(y)dy
] dz

E(ζ)
(4.9)

Ïðåäïîëîæèì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî E(ζ) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, òîãäà óðàâíåíèå (4.8),
ñ ó÷åòîì ïðàâèëà (4.5), ïðèíèìàåò âèä:

Eu′′ +
1

α
E|u′ +X∗ = 0 (4.10)

Â ýòîì ðàçäåëå øòðèõè îáîçíà÷àþò îáûêíîâåííûå ïðîèçâîäíûå ïî áåçðàç-
ìåðíîé êîîðäèíàòå x̄, à âåðòèêàëüíàÿ ÷åðòà ââåðõó ñèìâîëà � ïðîèçâîäíóþ ïî
ëîêàëüíîé ïåðåìåííîé ζ.

Â óðàâíåíèå (4.10) âõîäèò ìàëûé ïàðàìåòð α, ñëåäîâàòåëüíî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.10),
ñîîòâåòñòâåííî è óðàâíåíèÿ (4.8) çàâèñèò îò ýòîãî ïàðàìåòðà, òî åñòü u = u(x̄, α).
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4.3.3 Ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è â àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä ïî ñòåïå-
íÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà. Ñòðóêòóðíûå ôóíêöèè.

Ïîïðîáóåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.8)) ïóòåì ñïåöèàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ ôóíê-
öèè u(x̄, α) â ðÿä ïî ïàðàìåòðó α

u(x̄, α) = v(x̄, α) + αN1(ζ)v
′(x̄, α) + α2N2(ζ)v

′′(x̄, α) + · · · =

=
∞∑
q=0

αqNq(ζ)v
(q)(x̄, α) , (N0 ≡ 1) , v(q)(x̄, α) ≡

dqv(x̄, α)

dx̄q
,

(4.11)

ãäå v(x̄, α) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ áåçðàçìåðíîé êîîðäèíàòû, çàâèñÿùàÿ è îò ìàëîãî ïàðà-
ìåòðà2. Ôóíêöèè Nq(ζ) � íåïðåðûâíûå ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè áûñòðîé ïå-
ðåìåííîé ζ ñ åäèíè÷íûì ïåðèîäîì (îäíîïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè). Ïðè q < 0
ôóíêöèè Nq ≡ 0. Â ñëó÷àå ïîñòîÿííîãî ìîäóëÿ Þíãà, òî åñòü ïðè E = const.
îíè òàêæå îáðàùàþòñÿ â íóëü. Íàçîâ¼ì èõ ñòðóêòóðíûìè ôóíêöèÿìè.

Ôóíêöèè v(x̄, α) è Nq(ζ) ïðè q > 1 ïîêà íåèçâåñòíûå. Èõ ïðåäñòîèò íàéòè â ïðîöåññå
óäîâëåòâîðåíèÿ âñåì óðàâíåíèÿì èñõîäíîé çàäà÷è (4.8).

Ïî ïåðåìåùåíèþ íàõîäèì ðÿä äëÿ äåôîðìàöèè ε = u′ è çàòåì ðÿä äëÿ íàïðÿæåíèÿ
σ = E(ζ)ε

ε = u′ =
∞∑
q=1

αq−1(N |
q +Nq−1)v

(q) (4.12)

σ = Eε = Eu′ =
∞∑
q=1

αq−1E(N |
q +Nq−1)v

(q) (4.13)

Åù¼ íàì ïîíàäîáèòñÿ ïðîèçâîäíàÿ îò íàïðÿæåíèÿ

σ′ = (Eu′)′ =
∞∑
q=1

αq−2
{[
E(N |

q +Nq−1)
]|
+ E(N

|
q−1 +Nq−2)

}
v(q) (4.14)

4.3.4 Ñâåäåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûì êîýôôè-
öèåíòîì ê óðàâíåíèþ áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Â ðåçóëüòàòå èç èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (4.8) âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûì êîýôôèöè-
åíòîì äëÿ ôóíêöèè u(x̄) ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà
äëÿ ãëàäêîé ôóíêöèè v(x̄), äà åù¼ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè

∞∑
q=1

αq−2
{[
E(N |

q +Nq−1)
]|
+ E(N

|
q−1 +Nq−2)

}
v(q) +X∗(x̄) = 0 (4.15)

Â óðàâíåíèè (4.15) ïåðâîå ñëàãàåìîå ïîðÿäêà 1/α. Òî åñòü, ïåðâîå ñëàãàåìîå
ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè α → 0. ×òîáû èçáàâèòüñÿ îò ýòîé îñîáåííîñòè
íóæíî ïðèðàâíÿòü ê íóëþ âûðàæåíèå â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ ïðè v(1) ≡ v′.

2Ñòðîãîå è îáñòîÿòåëüíîå ìàòåìàòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðàçëîæåíèÿ (4.11) ïðèâåäåíî
êíèãå Áàõâàëîâà Í.Ñ. è Ïàíàñåíêî Ã.Ï. [27, ñòð. 16-21, ñòð. 40-52]
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Äàëåå, ïîñêîëüêó v(x̄, α) ãëàäêàÿ ïî x̄ ôóíêöèÿ, ïîñòîëüêó êîýôôèöèåíòû ïðè ïðîèç-
âîäíûõ â óðàâíåíèè (4.15) íåîáõîäèìî ïîëîæèòü ðàâíûìè íåêîòîðûì ïîñòîÿííûì âåëè-
÷èíàì. Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç h0, h1, · · · . Ïðè ýòîì, óðàâíåíèå (4.15) ñòàíîâèòñÿ äèôôåðåí-
öèàëüíûì óðàâíåíèåì áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

∞∑
q=2

αq−2hq−2v
(q) + X̄ = 0 , èëè

∞∑
q=0

αqhqv
(q+2) + X∗(x̄) = 0 (4.16)

4.3.5 Ðåêóððåíòíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé.

Äëÿ ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà ðåêóððåíòíûõ óðàâíåíèé,
êîòîðûå áóäåì íàçûâàòü ñòðóêòóðíûìè óðàâíåíèÿìè:[

E(N
|
1 + 1)

]|
= 0 , (4.17)[

E(N
|
2 +N1)

]|
+ E(N

|
1 + 1) = h0 , (4.18)[

E(N
|
3 +N2)

]|
+ E(N

|
2 +N1) = h1 , (4.19)

...................................................................[
E(N |

q +Nq−1)
]|
+ E(N

|
q−1 +Nq−2) = hq−2 , q = 2, 3, · · · (4.20)

4.3.6 Âûðàæåíèå êîýôôèöèåíòîâ hq ÷åðåç ñòðóêòóðíûå ôóíêöèè.

Â ôîðìóëàõ (4.18)�(4.20) âûðàæåíèÿ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ÿâëÿþòñÿ íåïðå-
ðûâíûìè îäíîïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè áûñòðîé ïåðåìåííîé ζ, õîòÿ E(ζ) è

N
|
q(ζ) ïî îòäåëüíîñòè ìîãóò èìåòü êîíå÷íûå ðàçðûâû. Ïîýòîìó ñðåäíåå çíà÷åíèå

ïî ïåðèîäó îò ïðîèçâîäíîé êâàäðàòíûõ ñêîáîê îáðàùàåòñÿ â íóëü.
Óñðåäíèâ ðàâåíñòâà (4.18)�(4.20) ïî ïåðèîäó, ïîëó÷èì ôîðìóëû, ïî êîòîðûì êîíñòàíòû

hq âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñòðóêòóðíûå ôóíêöèè

hq =
⟨
E(N

|
q+1 +Nq)

⟩
, q = 0, 1, · · · (4.21)

4.4 Ïåðâàÿ ðåêóððåíòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñòðóêòóðíûõ
ôóíêöèé è êîýôôèöèåíòîâ hq.

Òåïåðü ìîæíî çàïèñàòü ðåêóððåíòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïî êîòîðîé ìîæíî íàéòè
ñòðóêòóðíûå ôóíêöèè è êîíñòàíòû hq ëþáîãî ïîðÿäêà. Ïåðâûì ýòàïîì ðåêóðñèè ñëó-
æèò óðàâíåíèå (4.17). Ïîñëå ýòîãî ïî ôîðìóëå (4.22) ïðè q = 0 ïîëó÷àåì ôîðìóëó äëÿ
êîíñòàíòû h0. Ïîòîì íàõîäèì íàõîäèì êîíñòàíòó h1, è òàê äàëåå

1-é ýòàï � íà÷àëî ðåêóðñèè :
[
E(N

|
1 + 1)

]|
= 0 , h0 =

⟨
E(N

|
1 + 1)

⟩
; (4.22)

21



2-é ýòàï.
[
E(N

|
2 + N1)

]|
+ E(N

|
1 + 1) = h0 , h1 =

⟨
E(Ṅ2 + N1)

⟩
;

3-é ýòàï.
[
E(N

|
3 + N2)

]|
+ E(N

|
2 + N1) = h1 , h2 =

⟨
E(N

|
3 + N2)

⟩
;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

q-é ýòàï.
[
E(N

|
q+2 + Nq+1)

]|
+ E(N

|
q+1 + Nq) = hq , hq+1 =

⟨
E(N

|
q+2 + Nq+1)

⟩
Îòìåòèì, ÷òî â íà÷àëî ðåêóðñèè, òî åñòü â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (4.22), âõîäèò

ôóíêöèÿ E(ζ), ñëåäîâàòåëüíî ïåðâàÿ ñòðóêòóðíàÿ ôóíêöèÿ N1(ζ) îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöè-
îíàëüíîé çàâèñèìîñòüþ ìîäóëÿ Þíãà îò ëîêàëüíîé êîîðäèíàòû. Âî âòîðîå ñòðóêòóðíîå
óðàâíåíèå âõîäèò ôóíêöèÿ N1(ζ) è êîíñòàíòà h0, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ, â ñâîþ î÷åðåäü,
÷åðåç N1(ζ). Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ N2(ζ) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèþ N1(ζ). Êàê âèäíî
èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ (4.22), ïðè q > 2 ñòðóêòóðíàÿ ôóíêöèÿ q-ãî ïîðÿäêà Nq(ζ) âû-
ðàæàåòñÿ ÷åðåç äâå ïðåäûäóùèå ôóíêöèè Nq−1(ζ) è Nq−2(ζ), à ñëåäîâàòåëüíî ÷åðåç E(ζ).

4.4.1 Óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè è óñëîâèå íîðìèðîâêè äëÿ âûäåëåíèÿ åäèí-
ñòâåííîãî ðåøåíèÿ ñòðóêòóðíûõ óðàâíåíèé.

Ðåøåíèå êàæäîãî èç óðàâíåíèé (4.22) îïðåäåëåíî ñ òî÷íîñòüþ äî äâóõ ïðîèçâîëüíûõ
êîíñòàíò. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî îïðåäåëèòüñÿ ñ âûáîðîì óñëîâèé íàêëàäûâàåìûõ íà ñòðóê-
òóðíûå ôóíêöèè äëÿ âûäåëåíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ êàæäîãî èç ðåêóððåíòíûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïðåæäå âñåãî èñïîëüçóåì óñëîâèå ïåðèî-
äè÷íîñòè è íåïðåðûâíîñòè ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé Nq(ζ) íà ÿ÷åéêå ïåðèîäè÷-
íîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå ñðåäíåå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé îò ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè ðàâíî íóëþ,
òî åñòü ⟨

N |
q

⟩
=

1∫
0

N |
q(ζ)dζ = Nq(1) − Nq(0) = 0 , q = 0, 1, 2, · · · (4.23)

Ôîðìóëà (4.23) íîñèò íàçâàíèå óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè. Èç óñëîâèÿ ïåðèîäè÷íîñòè
íàõîäèòñÿ ïåðâàÿ êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ q-ãî ñòðóêòóðíîãî óðàâíåíèÿ.

Âòîðîå óñëîâèå âûáèðàåòñÿ èç òåõ ñîîáðàæåíèé, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå èñõîäíîãî
ïåðåìåùåíèÿ â ëþáîé ÿ÷åéêå ïåðèîäè÷íîñòè ïðè äðîáëåíèè ñòðóêòóðû, òî åñòü
ïðè α→ 0, äîëæíî ñîâïàäàòü ñ ãëàäêîé ôóíêöèåé v(x̄, α).

Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ α ôóíêöèÿ v(x̄, α) âìåñòå ñî âñåìè ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè ïðàê-
òè÷åñêè íå ìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ ëþáîé èç ÿ÷ååê ïåðèîäè÷íîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå

⟨
u(x̄, α)

⟩
=

∞∑
q=0

αq
⟨
Nq(ζ)v

(q)(x̄, α)
⟩
−→
α→0

∞∑
q=0

αq
⟨
Nq(ζ)

⟩
v(q)(x̄, α) = v(x̄, α) ,

åñëè ñðåäíåå çíà÷åíèå ëþáîé ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè íà ÿ÷åéêå ïåðèîäè÷íîñòè ðàâíî íóëþ,
òî åñòü ⟨

Nq(ζ)
⟩
=

1∫
0

Nq(ζ)dζ = 0 , q = 1, 2, · · · (4.24)
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Ýòî è åñòü âòîðîå óñëîâèå, èç êîòîðîãî íàõîäèòñÿ âòîðàÿ êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ.
Ôîðìóëà (4.24) íîñèò íàçâàíèå óñëîâèå íîðìèðîâêè.

4.5 Âòîðàÿ ðåêóððåíòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäà÷ äëÿ âû÷èñëåíèå ãëàäêîé
ôóíêöèè v(x, α).

Ôóíêöèÿ v(x̄, α), êîòîðàÿ ââîäèòñÿ â ðàçäåëå 4.3.3 óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó
óðàâíåíèþ (4.16) áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

∞∑
q=0

αqhqv
(q+2)(x̄, α) +X∗(x̄) = 0 (4.25)

Êàê âèäíî èç (4.25), ñàìà ôóíêöèÿ v è âñå å¼ ïðîèçâîäíûå çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà α.
Ïîïðîáóåì å¼ ïðåäñòàâèòü òàê æå â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì ïàðàìåòðà α

v(x̄, α) =
∞∑
n=0

αnwn(x̄) , (4.26)

ãäå ôóíêöèè wn(x̄) óæå çàâèñÿò òîëüêî îò áåçðàçìåðíîé ïåðåìåííîé x̄.
Ïîäñòàâèì ðÿä (4.26) â óðàâíåíèå (4.25). Â ïîëó÷åííîì äâîéíîì ðÿäå ñîáåð¼ì âñå êî-

ýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ïàðàìåòðà α.

∞∑
q=0

αqhqv
(q+2) =

∞∑
q=0

αqhq

∞∑
n=0

αnw(q+2)
n =

∞∑
n=0

αn

[
h0w

′′
n +

n∑
q=1

hqw
(q+2)
n−q

]
Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ ñëåäóþùåãî âèäà:

∞∑
n=0

αn

[
h0w

′′
n +

n∑
q=1

hqw
(q+2)
n−q

]
+ X∗(x̄) = 0 , . . . (4.27)

Ïðèðàâíèâàÿ â óðàâíåíèè (4.27) êîýôôèöèåíòû ïðè αn ñïðàâà è ñëåâà çíàêà ðàâåíñòâà
ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèé wn(x̄)

h0w
′′
n + X∗

n(x̄) = 0 , X∗
n(x̄) =

X∗(x̄) , åñëè n = 0
n∑

q=1

hqw
(q+2)
n−q , åñëè n > 0

(4.28)

Íàïðèìåð:

X∗
1 (x̄) = h1

d3w0

dx̄3
, X∗

2 (x̄) = h1
d3w1

dx̄3
+ h2

d4w0

dx̄4

Ðÿä (4.11) äëÿ ïåðåìåùåíèÿ ïðåîáðàçóåòñÿ àíàëîãè÷íî

u(x̄, α) =
∞∑

n=0

αn

[
wn(x̄) +

n∑
q=1

Nq(ζ)w
(q)
n−q(x̄)

]
(4.29)
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Èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ èñõîäíîé çàäà÷è ïðè x̄ = 0 èìååì

∞∑
n=0

αn

[
wn(x̄) +

n∑
q=1

Nq(ζ)w
(q)
n−q(x̄)

]
x̄=0

= u0

Îòñþäà

wn

∣∣
x̄=0

= u0(n) =


u0 , åñëè n = 0

−
[ n∑
q=1

Nq(ζ)w
(q)
n−q(x̄)

]
x̄=0

, åñëè n > 0

(4.30)

Â ÷àñòíîñòè:

w1

∣∣
x̄=0

= −N1(0)w
′
0(0) , w2

∣∣
x̄=0

= −N1(0)w
′
1(0)−N2(0)w

′′
0(0) , . . .

Äëÿ àíàëîãè÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ íàïðÿæåíèÿ, òî åñòü ðÿäà (4.13) ïåðåïèøåì åãî ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

σ = Eε = Eu′ =
∞∑
q=1

αq−1E(N |
q +Nq−1)v

(q) =
∞∑
q=1

αq−1C̃q−1(ζ)v
(q) =

=
∞∑
q=0

αqC̃q(ζ)v
(q+1) , C̃q(ζ) ≡ E(ζ)

[
N

|
q+1(ζ) +Nq(ζ)

]
Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ñþäà ðÿäà (4.25) è ñáîðà êîýôôèöèåíòîâ ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ

α, ïîëó÷àåì

σ(x̄, α) =
∞∑

n=0

αn

[
C̃0(ζ)w

′
n(x̄) +

n∑
q=1

C̃q(ζ)w
(q+1)
n−q (x̄)

]
,

C̃q(ζ) = E(ζ)
[
N

|
q+1(ζ) + Nq(ζ)

] (4.31)

Èç âòîðîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà âåðõíåé ïëîñêîñòè ïëèòû, ãäå çàäàíî ðàâíîìåðíîå
äàâëåíèå íàõîäèì:

C̃0(ζ)w
′
n

∣∣
x̄=0

= −P ∗
0(n) = −


P ∗

0 , åñëè n = 0

[ n∑
q=1

C̃q(ζ)w
(q)
n−q(x̄)

]
x̄=1

, åñëè n > 0

(4.32)

Èëè:

P ∗
0(1) =

[
C̃1(ζ)w

′
0(x̄)

]
x̄=1

, P ∗
0(2) =

[
C̃1(ζ)w

′
1(x̄)

]
x̄=1

+
[
C̃2(ζ)w

′′
0(x̄)

]
x̄=1

, . . .

4.6 Âû÷èñëåíèå ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé Nq(ζ) è êîíñòàíò hq−1.

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé â ìîäåëüíîé çàäà÷å
î ñæàòèè íåîäíîðîäíîé ïî òîëùèíå ïëèòû.
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4.6.1 Ôóíêöèÿ N1(ζ) è êîíñòàíòà h0.

Òåïåðü ìîæíî íàéòè ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ âñåõ ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé. Íàïðèìåð,
îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.22) íà÷àëà ðåêóðñèè èìååò âèä:

N1(ζ) = a1

ζ∫
0

1

E(η)
dη − ζ + b1

Êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ a1 è b1 íàõîäèì èç óñëîâèé (4.23) è (4.24)

a1 =
1⟨

1/E
⟩ , b1 = −

⟨ ζ∫
0

[
1

E(η)
⟨
1/E

⟩ − 1

]
dη

⟩
= −

⟨
(1− η)

[
1

E(η)
⟨
1/E

⟩ − 1

]
dη

⟩
=

=

⟨
η

[
1

E(η)
⟨
1/E

⟩ − 1

]
dη

⟩

Â èòîãå ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ N
|
1(ζ) è N1(ζ)

N
|
1(ζ) =

1

E(ζ)
⟨
1/E

⟩ − 1 ,

N1(ζ) =

ζ∫
0

[
1

E(η)
⟨
1/E

⟩ − 1

]
dη −

⟨
(1 − η)

[
1

E(η)
⟨
1/E

⟩ − 1

]⟩ (4.33)

Ïîñëå ýòîãî ñðàçó, ïî ôîðìóëå (4.22), íàõîäèì

h0 =
⟨
E(N

|
1 + 1)

⟩
=

1⟨
1/E

⟩ (4.34)

4.6.2 Ôóíêöèè Nq(ζ) è êîíñòàíòû hq−1 ïðè q > 2.

Ðàññìîòðèì âòîðîå óðàâíåíèå (4.22) äëÿ ôóíêöèè N2(ζ). Èç ôîðìóë (4.33) è (4.34)
ïîëó÷àåì

E(ζ)(N
|
1 + 1) =

1⟨
1/E

⟩ = h0

Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (4.22) äëÿ N2(ζ) ïðèíèìàåò âèä:[
E(N

|
2 +N1)

]|
= 0

Îòñþäà, à òàê æå èç óñëîâèé ïåðèîäè÷íîñòè (4.23) è íîðìèðîâêè (4.24), íàõîäèì N2(ζ).
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Ïîñëå ýòîãî, ïî ôîðìóëå (4.22), íàõîäèì êîíñòàíòó h1

N
|
2 = −N1(ζ) , N2(ζ) = −

ζ∫
0

N1(η)dη +

⟨ ζ∫
0

N1(η)dη

⟩
=

= −
ζ∫

0

N1(η)dη +
⟨
(1− η)N1(η)dη

⟩
= −

ζ∫
0

N1(η)dη −
⟨
ηN1(η)

⟩
,

h1 =
⟨
E · (N |

2 +N1)
⟩
= 0

(4.35)

Âîîáùå äëÿ ëþáîãî q > 1 ïîëó÷àåì:

N
|
q+1 = −Nq ⇒ Nq+1(ζ) = −

ζ∫
0

Nq(η)dη + bq+1 , (4.36)

ãäå bq+1 = const. Èç ôîðìóëû (4.36) ñëåäóåò, ÷òî:

1.)Kàæäàÿ ñòðóêòóðíàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû, êîòîðàÿ îïðå-
äåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè

⟨
Nq+1

⟩
= 0 ⇒ bq+1 =

⟨ ζ∫
0

Nq(η)dη

⟩
=

⟨
(1 − η)Nq(η)

⟩
= −

⟨
ηNq(η)

⟩
(4.37)

2.) Êîýôôèöèåíòû hq = 0, ïðè q > 1. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (4.21) è ðåêóððåíò-
íûì ñîîòíîøåíèåì (4.36) ïîëó÷àåì:

hq =
⟨
E · (N|

q+1 +Nq)
⟩
= 0 (4.38)

3.) Ñòðóêòóðíóþ ôóíêöèþ, ÷åé íîìåð áîëüøå äâóõ, ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ëþáóþ èç
ïðåäûäóùèõ ôóíêöèé. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íóæíî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ðåêóððåíòíóþ
ôîðìóëó (4.36) ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî ðàç

ds+1Nq+1

dζs+1
= (−1)s+1Nq−s , s = 0, 1, 2, · · · , q − 1 (4.39)

4.)Ëþáàÿ ñòðóêòóðíàÿ ôóíêöèÿ, ÷åé íîìåð áîëüøå äâóõ, âûðàæàåòñÿ ÷åðåç íà÷àëüíóþ
ñòðóêòóðíóþ ôóíêöèþ N1(ζ) â âèäå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ q-ãî ïîðÿäêà. Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâî íóæíî â ôîðìóëå (4.39) ïîëîæèòü s=q-1, òîãäà

dqNq+1

dζq
= (−1)qN1 (4.40)
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5.) Âîñïîëüçóåìñÿ âòîðûì ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì â ôîðìóëå (4.36) è ïîëó÷èì
ïîëåçíóþ ôîðìóëó, ïî êîòîðîé ôóíêöèÿ Nq+1 âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñòðóêòóðíóþ ôóíêöèþ
Nq−s íèæíåãî óðîâíÿ

Nq+1 = (−1)s+1N
(−s−1)
q−s +

s∑
n=0

(−1)nb
(−n)
q−n+1 , s = 0, 1, 2, · · · , q − 1 (4.41)

Ýòó æå ôîðìóëó ìîæíî ïîëó÷èòü íåïîñðåäñòâåííî èç äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
(4.39).

6.) Ñòðóêòóðíàÿ ôóíêöèÿ Nq+1 âûðàæàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ÷åðåç íà÷àëüíóþ ñòðóê-
òóðíóþ ôóíêöèþ N1(ζ). Ýòî óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ôîðìóëû (4.41) ïðè
s = q − 1. Å¼ æå ìîæíî ïîëó÷èòü èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (4.40).

Nq+1 = (−1)qN
(−q)
1 +

q−1∑
n=1

(−1)nb
(−n)
q−n+1 + bq+1 , q = 1, 2, · · · (4.42)

7.) È, íàêîíåö, ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå: ôóíêöèÿ Nq+1(ζ) q ðàç íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìà, òî åñòü Nq+1(ζ) ∈ Cq[0, 1]. Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò èç
ôîðìóëû (4.42).

Âåðõíèé îòðèöàòåëüíûé èíäåêñ â êðóãëûõ ñêîáêàõ â ôîðìóëàõ (4.41), (4.42) îçíà÷àåò
èíòåãðàë êðàòíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé çíà÷åíèþ èíäåêñà

N
(−q)
1 ≡

ζ∫
0

dη1

η1∫
0

dη2 · · · dηq−1

ηq−1∫
0

N1(η)dη =
1

(q − 1)!

ζ∫
0

(ζ − η)q−1N1(η)dη ,

⟨
N

(−q)
1

⟩
=

1

q!

⟨
(1 − η)qN1(η)

⟩ (4.43)

b
(−n)
q−n+1 ≡ bq−n+1

ζ∫
0

dη1

η1∫
0

dη2 · · · dηn−1

ηn−1∫
0

1dη =
bq−n+1

n!
ζn ,

⟨
b
(−n)
q−n+1

⟩
=

bq−n+1

(n + 1)!

(4.44)

4.6.3 Îêîí÷àòåëüíûå ôîðìóëû äëÿ ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé Nq+1(ζ), q=1,2,...
Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëàìè (4.43), (4.44) è çàïèøåì äëÿ ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé áîëåå óäîá-
íûå ôîðìóëû, ïîçâîëÿþùèå âûðàçèòü âñå ôóíêöèè ÷åðåç íà÷àëüíóþ N1(ζ)

Nq+1 =
(−1)q

(q − 1)!

ζ∫
0

(ζ − η)q−1N1(η)dη +

q−1∑
n=1

(−1)n

n!
bq−n+1ζ

n + bq+1 ,

bq+1 =
(−1)q+1

q!

⟨
(1 − η)qN1(η)

⟩
−

q−1∑
n=1

(−1)n

(n + 1)!
bq−n+1 , q = 1, 2, · · ·

(4.45)
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Âû÷èñëåíèÿ íóæíî ïðîâîäèòü ïîñëåäîâàòåëüíî, íà÷èíàÿ ñ q=1, òî åñòü ñ ôóíêöèè
N2(ζ). Ñ÷èòàÿ ïðè ýòîì, ÷òî ôóíêöèÿ N1(ζ) íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå (4.33), ëèáî ïðîñòî
çàäàíà

N2 = − 1

0!

ζ∫
0

N1dη + b2 , b2 =
1

1!

⟨
(1− η)N1

⟩

N3 =
1

1!

ζ∫
0

(ζ − η)N1dη − b2ζ + b3 , b3 = − 1

2!

⟨
(1− η)2N1

⟩
+

1

2!
b2

N4 = − 1

2!

ζ∫
0

(ζ − η)2N1dη − b3ζ +
b2
2!
ζ2 + b4 , b4 =

1

3!

⟨
(1− η)3N1

⟩
+
b3
2!

− b2
3!

N5 =
1

3!

ζ∫
0

(ζ − η)3N1dη − b4ζ +
b3
2!
ζ2 − b2

3!
ζ3 + b5 , b5 = − 1

4!

⟨
(1− η)4N1

⟩
− b4

2!
+
b3
3!

− b2
2!

4.7 Äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè ìåòîäà Áàõâàëîâà-Ïîáåäðè ê òî÷íîìó ðåøå-
íèþ.

Ó÷òåì ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà 4.6 è âåðí¼ìñÿ ê ðàçäåëó 4.5, ãäå äëÿ íàõîæ-
äåíèÿ ôóíêöèè v(x, α) ïîñòðîåíà áåñêîíå÷íàÿ ðåêóððåíòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäà÷ íà
îòðåçêå [0,1].

Â ïàðàãðàôå 4.6 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè q>0 âñå êîíñòàíòû hq = 0. Ïîýòîìó ðåêóð-
ðåíòíûå óðàâíåíèÿ (4.28) è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (4.30) è (4.32) ïðèíèìàþò âèä:

h0w
′′
0 + X∗(x̄) = 0 , w0

∣∣
x̄=0

= u0 , h0w
′
0

∣∣
x̄=1

= −P ∗
0 (4.46)

h0w
′′
n = 0 , wn

∣∣
x̄=0

= −
[ n∑
q=1

Nq(ζ)w
(q)
n−q(x̄)

]
x̄=0

, h0w
′
n

∣∣
x̄=1

= 0 , ïðè n > 0 (4.47)

Ðåøåíèå çàäà÷è (4.46) èìååò âèä:

w0(x̄) = u0 +
1

h0

x̄∫
0

[
− P ∗

0 +

1∫
z

X∗(y)dy
]
dz ,

w′
0 =

1

h0

[
− P ∗

0 +

1∫
x̄

X∗(y)dy
]
, w

(q)
0 =

1

h0

X∗(q−2) , q > 2

(4.48)

Ðåøåíèåì âñåõ îñòàëüíûõ çàäà÷ (4.47) ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòû, òî åñòü

wn(x̄) = kn = −
[
Nn(ζ)w

(n)
0 (x̄)

]
x̄=0

= const. , n > 0 (4.49)
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Âñëåäñòâèå ýòîãî àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä (4.26) äëÿ ôóíêöèè v(x̄, α) ïðèíèìàåò âèä:

v(x̄, α) = w0(x̄) +
∞∑

n=1

αnkn ⇒ v(q) ≡
dqv

dx̄q
=

dqw0

dx̄q
≡ w

(q)
0 , q > 0 (4.50)

Ïî ôîðìóëàì (4.11) è (4.12) íàéäåì ïåðåìåùåíèå, äåôîðìàöèþ è íàïðÿæåíèå

u = v +
∞∑
q=1

αqNq(ζ)v
(q) = w0 +

∞∑
q=1

αq
[
Nq(ζ)w

(q)
0 (x̄) + kq

]
=

= w0 +
∞∑
q=1

αq

{
Nq(ζ)w

(q)
0 (x̄) −

[
Nn(ζ)w

(n)
0 (x̄)

]
x̄=0

}
=

= w0 +
∞∑
q=1

αq

x̄∫
0

[
Nq(η)w

(q)
0 (y)

]′
dy = w0 +

∞∑
q=1

αq

x̄∫
0

[ 1
α
N |

qw
(q)
0 + Nqw

(q+1)
0

]
dy =

= w0 +

x̄∫
0

N
|
1w

′
0 +

∞∑
q=2

αq−1

x̄∫
0

(
N |

q + Nq−1︸ ︷︷ ︸
0

)
w

(q)
0 dy = w0 +

x̄∫
0

N
|
1w

′
0dy =

= w0 +

x̄∫
0

( h0

E(η)
− 1

)
w′

0dy = w0 −
x̄∫

0

w′
0dy +

x̄∫
0

h0

E(η)
w′

0dy =

= u0 + h0

x̄∫
0

1

E(η)
w′

0dy = u0 +

x̄∫
0

[
− P∗

0 +

1∫
z

X∗(y)dy
] dz

E(ζ)
= u(x̄) ,

÷òî ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ ïîëó÷åííûì ðàíåå òî÷íûì ðåøåíèåì (4.9) èñõîäíîé çàäà÷è â
áåçðàçìåðíûõ êîîðäèíàòàõ!

5 Çàìå÷àíèÿ ïî ïîâîäó ðåêóððåíòíûõ óðàâíåíèé äëÿ

ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé. Êëàññ Àïïåëåâûõ ìíîãî÷ëå-

íîâ.

Ñòðóêòóðíûå ôóíêöèè èíäåêñà q>1 âûðàæàþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ÷åðåç íà÷àëüíóþ
ôóíêöèþ N1(ζ) ïî ôîðìóëàì (4.45). Ïðè ýòîì, íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ N1(ζ) îïðåäåëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå (4.33) ÷åðåç ìîäóëü Þíãà E(ζ), à êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ èç
óñëîâèÿ íîðìèðîâêè.

Îäíàêî ðåêóððåíòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (4.36) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è ïðè ëþáûõ
äðóãèõ èíòåãðèðóåìûõ íà÷àëüíûõ ôóíêöèÿõ N1(ζ), à òàêæå ïðè äðóãèõ óñëîâèÿõ äëÿ
îïðåäåëåíèÿ êîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ñâåäåì íàøó ðåêóððåíòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (4.36) ê èçâåñòíûì ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòÿì ïóòåì çàìåíû èñêîìûõ ôóíêöèé íà äðóãèå. Â ÷àñòíîñòè ïîëîæèì

Nq+1(ζ) =
(−1)q

q!
Aq(ζ) , q = 1, 2, · · · (5.1)
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Òîãäà äëÿ íîâûõ ôóíêöèé ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíóþ ðåêóððåíòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âèäà:

A|
q(ζ) = qAq−1(ζ) ⇒ Aq(ζ) = q

ζ∫
0

Aq−1(η)dη + aq , q = 1, 2, · · · (5.2)

Ìíîãî÷ëåíû, óäîâëåòâîðÿþùèå ðåêóððåíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (5.2) íàçûâàþòñÿ
Àïïåëåâûìè ìíîãî÷ëåíàìè [32, ñòð. 299]. Ê Àïïåëåâó êëàññó îòíîñÿòñÿ ìíîãî-
÷ëåíû Áåðíóëëè [33, ñòð. 1090], ìíîãî÷ëåíû Ýéëåðà [34, ñòð. 927], ìíîãî÷ëåíû
Ýðìèòà è Ëàããåðà [32, ñòð. 299] è ò.ä. Äðóãèå ïðèìåðû Àïïåëåâûõ ìíîãî÷ëåíîâ ïðèâå-
äåíû â êíèãàõ [35], [36]. Òàêèì îáðàçîì, ñòðóêòóðíûå ôóíêöèè òàêæå îòíîñÿòñÿ ê
Àïïåëåâó êëàññó.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ðåêóððåíòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (5.2) áûëà ïîëíîñòüþ îïðå-
äåëåíà íóæíî çàäàòü íà÷àëî ðåêóðñèè, òî åñòü ôóíêöèþ A0(ζ). Êðîìå ýòîãî,
íåîáõîäèìî òàêæå îïðåäåëèòüñÿ ñ ïðàâèëîì âûáîðà êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ
aq

5.1 Ìíîãî÷ëåíû Áåðíóëëè. Ïîëîæèì A0(ζ) ≡ 1. Êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ íà-
õîäèì èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâî íóëþ ñðåäíèõ çíà÷åíèé

⟨
Aq

⟩
= 0. Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ïîëó-

÷àþòñÿ ïîëèíîìû Áåðíóëëè, îáùåïðèíÿòîå îáîçíà÷åíèå êîòîðûõ Bq(ζ). Èòàê, â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ôîðìóëàìè (5.2) è âûøå ïðèíÿòûìè óñëîâèÿìè

A0(ζ) ≡ 1 , aq = −q

⟨ ζ∫
0

Aq−1(η)dη

⟩
⇒

⟨
Aq(η)

⟩
= 0 , q = 1, 2, · · · (5.3)

Ìíîãî÷ëåíû âû÷èñëåííûå ïî ðåêóððåíòíîé ôîðìóëå (5.2) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (5.3) îïðå-
äåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå:

Aq(ζ) = q

 ζ∫
0

Aq−1(η)dη −
⟨
(1 − η)Aq−1(η)

⟩ , q = 1, 2, · · · (5.4)

5.2 Ìíîãî÷ëåíû Ýéëåðà. Ïîëîæèì, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, A0(ζ) ≡ 1. Êîí-
ñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ âûáèðàåì èç óñëîâèé

⟨
A2q−1

⟩
= 0 è A2q(0) = 0. Ïðè ýòèõ

óñëîâèÿõ ïîëó÷àþòñÿ ïîëèíîìû Ýéëåðà � Eq(ζ).

a2q−1 = −(2q − 1)

⟨ ζ∫
0

A2q−2(η)dη

⟩
⇒

⟨
A2q−1

⟩
= 0 ,

a2q = 0 ⇒ A2q(0) = 0 , q = 1, 2, · · · (5.5)
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Â ýòîì ñëó÷àå ìíîãî÷ëåíû, âû÷èñëåííûå ïî ðåêóððåíòíîé ôîðìóëå (5.2), ïðè îãðàíè-
÷åíèÿõ (5.5), îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå:

A2q−1(ζ) = (2q − 1)

 ζ∫
0

A2q−2(η)dη −
⟨
(1 − η)A2q−2(η)

⟩ ,

A2q(ζ) = 2q

ζ∫
0

A2q−1(η)dη , q = 1, 2, · · · (5.6)

Êàê âèäíî èç ôîðìóë (5.5) A2q(1) = 0. Òî åñòü, ìíîãî÷ëåíû Ýéëåðà ÷åòíîé ñòåïåíè
íà êîíöàõ îòðåçêà [0, 1] îáðàùàþòñÿ â íóëü.

5.3 Òàáëèöà íåêîòîðûõ ïåðâûõ ìíîãî÷ëåíîâ Áåðíóëëè è Ýéëåðà.

Ïîëèíîìû Áåðíóëëè Ïîëèíîìû Ýéëåðà

B0(ζ) = 1 E0(ζ) = 1

B1(ζ) = ζ − 1

2
E1(ζ) = ζ − 1

2

B2(ζ) = ζ2 − ζ +
1

6
E2(ζ) = ζ2 − ζ

B3(ζ) = ζ3 − 3

2
ζ2 +

1

2
ζ E3(ζ) = ζ3 − 3

2
ζ2 +

1

4

B4(ζ) = ζ4 − 2ζ3 + ζ2 − 1

30
E4(ζ) = ζ4 − 2ζ3 + ζ

B5(ζ) = ζ5 − 5

2
ζ4 +

5

3
ζ3 − 1

6
ζ E5(ζ) = ζ5 − 5

2
ζ4 +

5

2
ζ2 − 1

2

B6(ζ) = ζ6 − 3ζ5 +
5

2
ζ4 − 1

2
ζ2 +

1

42
E6(ζ) = ζ6 − 3ζ5 + 5ζ3 − 3ζ

6 Ìåòîä Ãîðáà÷åâà-Ïîáåäðè (ÌÃÏ) äëÿ îñðåäíåíèÿ îáûê-

íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåí-

íûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Â ýòîì ðàçäåëå, íà ïðèìåðå îäíîìåðíîé çàäà÷è, ðàññìàòðèâàåòñÿ äðóãîé ïîäõîä ê
ðåøåíèþ çàäà÷ ìåõàíèêè êîìïîçèòîâ. Îñíîâîé íîâîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå
ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ÷åðåç ðåøåíèå
ñîïóòñòâóþùåé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Êîýôôèöèåíòû
èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè èíòåãðèðóåìûìè ôóíêöèÿìè êîîðäèíàò,
â òîì ÷èñëå è ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè. Â îòëè÷èå îò ìåòîäà Áàõâàëîâà�Ïîáåäðè â
íîâîì ïîäõîäå íóæíî ðåøàòü îäíó ðåêóððåíòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäà÷
äëÿ íàõîæäåíèÿ ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé è îäèí ðàç ðåøèòü çàäà÷ó äëÿ îäíî-
ðîäíîãî òåëà ñ ýôôåêòèâíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Áîëåå òîãî êîýôôèöèåíòû
óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü íå òîëüêî ôóíêöèÿìè êîîðäèíàò, íî è ôóíêöèÿìè âðå-
ìåíè. Òàêîé ñëó÷àé ðàññìîòðåí â ðàáîòå [37]. Òàêèì îáðàçîì, íîâûé ìåòîä àâòîìàòè÷åñêè
âêëþ÷àåò â ñåáÿ è ÌÁÏ äëÿ ðåãóëÿðíûõ ñòðóêòóð.
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Âíà÷àëå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à äëÿ íåîäíîðîäíîé (íå îáÿçàòåëüíî ïåðèîäè÷åñêè íåîä-
íîðîäíîé) ïî òîëùèíå ïëèòû èç óïðóãîãî ìàòåðèàëà. Ïîâåäåíèå ïëèòû îïèñûâàåòñÿ ïðî-
ñòûìè óðàâíåíèÿìè, äîïóñêàþùèìè òî÷íîå ðåøåíèå.

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáîáùåíèå íîâîãî ìåòîäà íà ñëó÷àé ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà îáùåãî âèäà ñ ïåðåìåííûìè èíòåãðèðóåìûìè êîýôôèöè-
åíòàìè. Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèòñÿ ìåòîäîì âîçìóùåíèé.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àþòñÿ ïðèáëèæåííûå ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. Ïî-
ëó÷åíà îöåíêà êîëè÷åñòâà ÷ëåíîâ ðÿäà, ïðèáëèæàþùàÿ òî÷íîå ðåøåíèå ñ çàäàííîé òî÷-
íîñòüþ. Äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ÌÃÏ ðàññìîòðåí êîíêðåòíûé ïðèìåð óðàâíåíèÿ ×åáûøåâà,
èìåþùåãî òî÷íîå ðåøåíèå.

6.1 Èñõîäíàÿ ìîäåëüíàÿ çàäà÷à.

Èñõîäíàÿ çàäà÷à äëÿ íåîäíîðîäíîé ïî òîëùèíå, áåñêîíå÷íîé â ïëàíå ïëèòû −∞ <
x1, x2 > +∞, 0 6 x3 6 L, ðàâíîìåðíî íàãðóæåííîé ñâåðõó è çàùåìë¼ííîé ñíèçó îïèñû-
âàåòñÿ ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè:

dσ

dx
+ X(x) = 0 , σ = E(x) ε , ε =

du

dx
;

L(u) + X(x) = 0 , u(0) = u0 , E(x)
du

dx

∣∣∣
x=L

= −P0 ,

(6.1)

ãäå

L(u) ≡
d

dx

[
E(x)

du

dx

]
− îïåðàòîð èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (6.2)

Îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ëåãêî íàõîäèòñÿ

u(x) = −
x∫

0

dz

E(z)

z∫
0

X(y)dy + K1

x∫
0

dy

E(y)
+ K2 (6.3)

Êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ îïðåäåëÿåì èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

K1 = −P0 +

L∫
0

X(y)dy , K2 = u0 (6.4)

6.1.1 Ñîïóòñòâóþùàÿ ìîäåëüíàÿ çàäà÷à.

Íàðÿäó ñ èñõîäíîé çàäà÷åé ðàññìîòðèì òî÷íî òàêóþ æå çàäà÷ó äëÿ îäíîðîäíîé ïëèòû

dτ

dx
+ X(x) = 0 , τ = Eo e , e =

dv

dx
;

Lo(v) + X(x) = 0 , v(0) = u0 , Eo

dv

dx

∣∣∣
x=L

= −P0 ,

(6.5)

ãäå

Lo(v) ≡ Eo

d2v

dx2
− îïåðàòîð ñîïóòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ (6.6)
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Îáùåå ðåøåíèå ñîïóòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

v(x) = −
1

Eo

x∫
0

dz

z∫
0

X(y)dy +
K1

Eo

x + K2 (6.7)

Òàêàÿ çàïèñü ðåøåíèÿ ñîïóòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ âûáðàíà ñ òîé öåëüþ, ÷òîáû ïðîèç-
âîëüíûå êîíñòàíòû K1 è K2 â èñõîäíîì è ñîïóòñòâóþùåì óðàâíåíèÿõ èìåëè îäèíàêîâóþ
ðàçìåðíîñòü. Â ýòîì ñëó÷àå îáùåå ðåøåíèå (6.3) èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, ïðè E(x) = Eo,
áóäåò ïîëíîñòüþ ñîâïàäàòü ñ ðåøåíèåì (6.7) ñîïóòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ.

6.1.2 Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå èñõîäíîãî ìîäåëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Ïóñòü G(x, ξ) � ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (6.1). Òî åñòü, G(x, ξ)
� ýòî ëþáàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ x è ξ óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ:

L(G) + δ(x− ξ) = 0 , (6.8)

ãäå δ(x − ξ) � îáîáùåííàÿ äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà [38, ñòð. 194], [39, ñòð. 42]. Îñíîâ-
íîå ñâîéñòâî äåëüòà-ôóíêöèè, êîòîðîå íàì çäåñü ïîíàäîáèòñÿ, çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì
ðàâåíñòâå

L∫
0

δ(x− ξ)f(ξ)dξ = f(x) , x ∈ (0, L)

Óðàâíåíèå (6.8) ïîíèìàåòñÿ â îáîáùåííîì ñìûñëå, òî åñòü â ñìûñëå èíòåãðàëüíîãî
òîæäåñòâà Ñ.Ë. Ñîáîëåâà. Óðàâíåíèå (6.1), ïðè ðàçðûâíîì êîýôôèöèåíòå E(x), òàêæå
ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì [27, ñòð. 30-35].

Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.8) èìååò ñàìûé ïðîñòîé âèä:

G(x, ξ) = −h(x − ξ)

x∫
ξ

dy

E(y)
, (6.9)

ãäå h(x− ξ) � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà

h(x− ξ) =

{
0, if x < ξ

1, if x > ξ
,

dh(x− ξ)

dx
= δ(x− ξ)

Êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ â ôîðìóëå (6.11) âûáðàíû íóëåâûìè, ïîñêîëüêó íàì íóæíî
ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.8).

6.1.2.1 Çàìå÷àíèå ïî ïîâîäó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îáîáùåííûõ ôóíêöèé.

Íåîáõîäèìî ïîìíèòü, ÷òî ôóíêöèÿ G(x, ξ), ïðåäñòàâëåííàÿ ôîðìóëîé (6.11) ÿâëÿåòñÿ
îáîáùåííîé ôóíêöèåé. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

F (x, ξ) = h(x− ξ)f(x− ξ) =

{
0, x < ξ

f(x− ξ), x > ξ
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ãäå f(x− ξ) = O[(x− ξ)n]. Âîçüì¼ì ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ F ′
x(x, ξ). C îäíîé ñòîðîíû, ïðè-

ìåíÿåì ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé, ñ äðóãîé ñòîðîíû äèôôå-
ðåíöèðóåì ôèãóðíóþ ñêîáêó â ïðåäûäóùåé ôîðìóëå, ïîëó÷àåì:

F ′
x = δ(x− ξ)f(x− ξ) + h(x− ξ)f ′

x(x− ξ) =

{
0, x < ξ

f ′
x(x− ξ), x > ξ

= h(x− ξ)f ′
x(x− ξ)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî δ(x − ξ)f(x − ξ) = 0 � îáîáù¼ííûé íóëü, ïðè f(x − ξ) =
O[(x − ξ)n] è n > 1. Â ñàìîì äåëå:

L∫
0

δ(x− ξ)f(x− ξ)dx = f(ξ − ξ) = 0

Òàêèì îáðàçîì, íóæíûå íàì ïðîèçâîäíûå îò ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ îïðåäåëÿþò-
ñÿ ïî ôîðìóëàì:

dG(x, ξ)

dx
= −h(x− ξ)

E(x)
,

dG(x, ξ)

dξ
=
h(x− ξ)

E(ξ)
(6.10)

6.1.3 Èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ èñõîäíîãî ìîäåëüíîãî
óðàâíåíèÿ.

Ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (6.1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñëåäóþùåé èíòåãðàëüíîé
ôîðìóëû [40,41]:

u(x) = v(x) +

L∫
0

dG(x, ξ)

dξ
Ẽ(ξ) v′(ξ)dξ , (6.11)

ãäå Ẽ(ξ) = Eo − E(ξ). Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé óáåäèìñÿ, ÷òî âûðàæåíèå (6.8) óäî-
âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (6.1). Â ñàìîì äåëå

L(u) +X(x) = L(v) +
L∫

0

d

dξ

[
L(G(x, ξ))

]
Ẽ(ξ) v′(ξ)dξ +X(x) =

= L(v)−
L∫

0

d

dξ

[
δ(x− ξ)

]
Ẽ(ξ) v′(ξ)dξ +X(x) = L(v) + d

dx

L∫
0

δ(x− ξ)Ẽ(ξ) v′(ξ)dξ +X(x) =

= L(v) + d

dx

[
(Eo − E(x)) v′(x)

]
+X(x) = L(v) + Lo(v)− L(v) +X(x) = Lo(v) +X(x) = 0

6.1.4 Âûâîä îáùåãî ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ èç èíòåãðàëüíîé ôîðìóëû.

Â äàííîì ñëó÷àå îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèòñÿ ÿâíî è îïðåäåëÿåòñÿ
ïî ôîðìóëå (6.3). Íàéäåì òåïåðü ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëü-
íîé ôîðìóëû (6.8). Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì â èíòåãðàëüíóþ ôîðìóëó îáùåå ðåøåíèå (6.7)
ñîïóòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ è ïðåäñòàâèì ðåçóëüòàò â âèäå:

u(x) = Φ(x) +K1A(x) +K2B(x) , (6.12)
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ãäå K1 è K1, êàê è ðàíåå, ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ, à

Φ(x) = − 1

Eo

[ x∫
0

dξ

ξ∫
0

X(y)dy +

L∫
0

dG(x, ξ)

dξ
Ẽ(ξ)dξ

ξ∫
0

X(y)dy

]
, (6.13)

A(x) =
1

Eo

[
x+

L∫
0

dG(x, ξ)

dξ
Ẽ(ξ)dξ

]
, (6.14)

B(x) = 1 (6.15)

Â çàäà÷àõ, ãäå íåâîçìîæíî íàéòè ÿâíûé âèä ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ, ïîëüçóþòñÿ
ðàçëè÷íûìè ïðèáëèæåííûìè âûðàæåíèÿìè äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ. Äàëåå ïî
ôîðìóëàì (6.12)-(6.15) ïîëó÷àåì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

6.1.5 Ïîäñòàíîâêà èíòåãðàëüíîé ôîðìóëû â èñõîäíîå óðàâíåíèå.

Ïîêàæåì, ÷òî â íàøåì ìîäåëüíîì ïðèìåðå, ãäå ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå íàõîäèòñÿ
ÿâíî, ôîðìóëû (6.12)-(6.15) äàþò òî÷íîå îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Äëÿ ýòîãî ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèÿ äëÿ Φ(x) è A(x), ó÷èòûâàÿ ÿâíûé âèä ïðîèçâîäíîé
îò ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ (6.10)

Φ(x) =− 1

Eo

[ x∫
0

dξ

ξ∫
0

X(y)dy +

L∫
0

h(x− ξ)

E(ξ)
Ẽ(ξ)dξ

ξ∫
0

X(y)dy

]
=

= − 1

Eo

[ x∫
0

dξ

ξ∫
0

X(y)dy +

x∫
0

Ẽ(ξ)

E(ξ)
dξ

ξ∫
0

X(y)dy

]
=

= − 1

Eo

x∫
0

(
1 +

Eo

E(ξ)
− 1

)
dξ

ξ∫
0

X(y)dy = −
x∫

0

dξ

E(ξ)

ξ∫
0

X(y)dy

A(x) =
1

Eo

[
x+

L∫
0

h(x− ξ)

E(ξ)
Ẽ(ξ)dξ

]
=

1

Eo

[
x+

x∫
0

Ẽ(ξ)

E(ξ)
dξ

]
=

=
1

Eo

[
x+

x∫
0

( Eo

E(ξ)
− 1

)
dξ

]
=

x∫
0

dξ

E(ξ)

Ïîäñòàâèâ ýòè âûðàæåíèÿ â ôîðìóëó (6.12), ïîëó÷èì òî÷íîå îáùåå ðåøåíèå (6.3) èñ-
õîäíîãî óðàâíåíèÿ.

7 Óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà îáùåãî âèäà.
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Ðàññìîòðèì äàëåå áîëåå ñëîæíîå èñõîäíîå ëèíåéíîå îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè îáùåãî âèäà [42]

f2(x)u
′′ + f1(x)u

′ + f0(x)u+ f(x) = 0 , x ∈ (a, b) (7.1)

Èíîãäà òàêèå óðàâíåíèÿ äîïóñêàþò òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ. Îäíàêî â áîëü-
øèíñòâå âàæíûõ ñëó÷àåâ äëÿ ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ óðàâíåíèé ïðèõîäèòñÿ ïðèáåãàòü ê ðàç-
ëè÷íûì ïðèáëèæåííûì ñïîñîáàì.

Íèæå èçëàãàåòñÿ åù¼ îäèí ïðèáëèæåííûé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ èñõîä-
íîãî óðàâíåíèÿ. Îí îñíîâàí íà èíòåãðàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ
÷åðåç îáùåå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè (ñîïóò-
ñòâóþùåå óðàâíåíèå) [43]. Îñðåäíåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèç-
âîäíûõ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè èçëàãàåòñÿ â ðàáîòå [44]. Ñðàâíåíèå ìåòîäà ÌÃÏ
ñ ìåòîäîì Ìîðè-Òàíàêà ïðîâîäèëîñü â ðàáîòå [45]

Èòàê, ïóñòü ôóíêöèÿ f2(x), ïðè ëþáîì x, íå îáðàùàåòñÿ â íóëü, òîãäà óðàâíåíèå (7.1)
ìîæíî ñâåñòè ê ñàìîñîïðÿæåííîé ôîðìå [46, ñòð. 241], êîòîðîå òàêæå áóäåì íàçûâàòü
èñõîäíûì óðàâíåíèåì [

C(x)u′
]′
+ q(x)u+X(x) = 0 , (7.2)

C = exp

∫
f1(x)

f2(x)
dx , q =

f0
f2

exp

∫
f1(x)

f2(x)
dx , X =

f0
f2

exp

∫
f1(x)

f2(x)
dx.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîýôôèöèåíò C(x) > 0, ïðè÷åì Cmin 6 C(x) 6 Cmax, à êîýôôèöè-
åíò q(x) îãðàíè÷åí è ìîæåò áûòü êàê ïîëîæèòåëåí, òàê è îòðèöàòåëåí â çàâèñèìîñòè îò
ïåðåìåííîé x, òî åñòü qmin 6 |q(x)| 6 qmax

Ïóñòü G(x, ξ) � ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.2), òî åñòü G(x, ξ) óäîâëåòâî-
ðÿåò ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ

d

dx

[
C(x)

dG(x, ξ)

dx

]
+ q(x)G(x, ξ) + δ(x− ξ) = 0 , x, ξ ∈ (a, b) , (7.3)

ãäå δ(x − ξ) � îáîáùåííàÿ äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà [38, ñòð. 194], [39, ñòð. 42]. Óðàâíå-
íèå (7.3) ïîíèìàåòñÿ â îáîáùåííîì ñìûñëå, òî åñòü â ñìûñëå èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà
Ñ.Ë. Ñîáîëåâà. Óðàâíåíèå (7.2) ïðè ðàçðûâíûõ êîýôôèöèåíòàõ C(x), q(x) òàêæå ÿâëÿåò-
ñÿ îáîáùåííûì [27, ñòð. 30-35].

Ïóñòü v(x) � ðåøåíèå, òàê íàçûâàåìîãî, ñîïóòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè
êîýôôèöèåíòàìè Co = const. è qo = const.

Cov
′′(x) + qov(x) +X(x) = 0 , x ∈ (a, b) (7.4)

Âî âñåõ òðåõ óðàâíåíèÿõ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îäíà è òà æå [a, b]. Â èñõîäíîì è ñîïóò-
ñòâóþùåì óðàâíåíèè îäèíàêîâûå ñâîáîäíûå ÷ëåíû.

7.0.6 Èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà.

Âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòàìè ðàáîò [40,43] è ïðåäñòàâèì ðåøåíèå u(x) èñõîäíîãî óðàâ-
íåíèÿ (7.2) ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ÷åðåç ðåøåíèå ñîïóòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ
(7.4) è ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå (7.3) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

u(x) = v(x) +

b∫
a

dG(x, ξ)

dξ
C̃(ξ) v′(ξ)dξ −

b∫
a

G(x, ξ)q̃(ξ)v(ξ)dξ , (7.5)
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ãäå C̃(ξ) = Co − C(ξ), q̃(ξ) = qo − q(ξ).
Ïîäñòàíîâêîé âûðàæåíèÿ (7.5) â èñõîäíîå óðàâíåíèå (7.2) óáåæäàåìñÿ, ÷òî îíî óäî-

âëåòâîðÿåòñÿ. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü

L(•) ≡
[
C(x)(•)′

]′
+ q(x)(•) , Lo(•) ≡ Co(•)′′ + qo(•)

� èñõîäíûé è ñîïóòñòâóþùèé îïåðàòîðû. Òîãäà

L(u) +X(x) = L(v) +
b∫

a

dL(G(x, ξ))
dξ

C̃(ξ) v′(ξ)dξ −
b∫

a

L(G(x, ξ))q̃(ξ)v(ξ)dξ +X(x) =

= L(v)−
b∫

a

dδ(x− ξ)

dξ
C̃(ξ) v′(ξ)dξ +

b∫
a

δ(x− ξ)q̃(ξ)v(ξ)dξ +X(x) =

= L(v) + d

dx

[
C̃(ξ) v′(x)

]
+ q̃(ξ)v(x) +X(x) = L(v) + Lo(v)− L(v) +X(x) =

= Lo(v) +X(x) = 0

7.0.7 Îáùåå ðåøåíèå ñîïóòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ.

Îáùåå ðåøåíèå ñîïóòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ (7.5) èìååò âèä:

v(x) = K1e
iλox +K2e

−iλox + φ(x) ; λo =

√
qo
Co

, (7.6)

ãäå i � êîìïëåêñíàÿ åäèíèöà, K1 è K2 � ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå êîíñòàíòû, à φ(x) �
÷àñòíîå ðåøåíèå ñîïóòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ (7.5) ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

φ(x) =
i

2λoCo

[
eiλox

∫
X(x)e−iλoxdx− e−iλox

∫
X(x)eiλoxdx

]
(7.7)

Â ôîðìóëàõ (7.6) è (7.7) ìîæíî âûäåëèòü äåéñòâèòåëüíîå ðåøåíèå. Â ñëó÷àå qo > 0

v(x) = K1 cos(λox) +K2 sin(λox) + φ(x) ; λo =

√
qo
Co

, (7.8)

φ(x) = − 1

2λoCo

[
sin(λox)

∫
X(x) cos(λox)dx− cos(λox)

∫
X(x) sin(λox)dx

]
(7.9)

Åñëè æå qo < 0, òîãäà

v(x) = K1e
λox +K2e

−λox + φ(x) ; λo =

√
−qo
Co

, (7.10)

φ(x) = − 1

2λoCo

[
eλox

∫
X(x)e−λoxdx− e−λox

∫
X(x)eλoxdx

]
(7.11)

Â ôîðìóëàõ (7.7)-(7.11) K1 è K2 � ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå êîíñòàíòû.

37



7.0.8 Îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Ïîäñòàâèâ (7.6) â èíòåãðàëüíóþ ôîðìóëó (7.5), ïîëó÷èì îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî
óðàâíåíèÿ (7.2)

u(x) = K1A(x) +K2B(x) + Φ(x) , (7.12)

ãäå

A(x) = eiλox + iλo

b∫
a

G′
ξ(x, ξ)C̃(ξ) e

iλoξdξ −
b∫

a

G(x, ξ)q̃(ξ)eiλoξdξ =

=


cos(λox)− λo

b∫
a

G′
ξ(x, ξ)C̃(ξ) sin(λoξ)dξ −

b∫
a

G(x, ξ)q̃(ξ) cos(λoξ)dξ , qo > 0

e−λox − λo
b∫
a

G′
ξ(x, ξ)C̃(ξ) e

−λoξdξ −
b∫
a

G(x, ξ)q̃(ξ)e−λoξdξ , qo < 0

(7.13)

B(x) = e−iλox − iλo

b∫
a

G′
ξ(x, ξ)C̃(ξ) e

−iλoξdξ −
b∫

a

G(x, ξ)q̃(ξ)e−iλoξdξ =

=


sin(λox)− λo

b∫
a

G′
ξ(x, ξ)C̃(ξ) cos(λoξ)dξ −

b∫
a

G(x, ξ)q̃(ξ) sin(λoξ)dξ , qo > 0

eλox + λo
b∫
a

G′
ξ(x, ξ)C̃(ξ) e

λoξdξ −
b∫
a

G(x, ξ)q̃(ξ)eλoξdξ , qo < 0

(7.14)

Φ(x) = φ(x) +

b∫
a

G′
ξ(x, ξ)C̃(ξ)φ

′(ξ)dξ −
b∫

a

G(x, ξ)q̃(ξ)φ(ξ)dξ (7.15)

7.0.9 Âûáîð êîýôôèöèåíòîâ ñîïóòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ.

Ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû Co è qo ñîïóòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ � ýòî ëþáûå ôèçè-
÷åñêè äîïóñòèìûå êîíñòàíòû. Öåëåñîîáðàçíî óâÿçàòü èõ ñî ñâîéñòâàìè èñõîäíîé çàäà÷è,
íàïðèìåð, ïîëîæèòü èõ ðàâíûìè ýôôåêòèâíûì õàðàêòåðèñòèêàì [8,27] òàê, ÷òî

Co =
1⟨

1/C
⟩ , qo =

⟨
q
⟩
,

⟨
f
⟩
≡ 1

b− a

b∫
a

f(x)dx (7.16)

Â ñëó÷àå çàäà÷è Êîøè, ñðåäíåå ïîíèìàåòñÿ êàê ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ïðè b → ∞ [47,
ñòð. 247-249].

7.0.10 Ïîñòðîåíèå ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëàì (7.12), (7.13) åñëè èçâåñò-
íî ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.3) ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Îäíàêî
çàäà÷à îòûñêàíèÿ òî÷íîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ, â îáùåì ñëó÷àå çàâèñèìîñòè êî-
ýôôèöèåíòîâ îò êîîðäèíàòû, âðÿä ëè ðàçðåøèìà. Ïîýòîìó áóäåì èñêàòü ïðèáëèæåííîå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.3) ìåòîäîì âîçìóùåíèé [6,48]. Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (7.3)

38



ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d

dx

[
C(x)

dG(x, ξ)

dx

]
+ κq(x)G(x, ξ) + δ(x− ξ) = 0 , (7.17)

ãäå κ � âîçìóùàþùèé ïàðàìåòð, êîòîðûé â îêîí÷àòåëüíîì ðåçóëüòàòå ïîëîæèì ðàâíûì
åäèíèöå. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.17) â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì ïàðàìåòðà κ

G(x, ξ,κ) =
∞∑
n=0

κnGn(x, ξ) (7.18)

Ïîäñòàâèì ðÿä (7.18) â óðàâíåíèå (7.17), ñîáåðåì êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïå-
íÿõ κ è ïðèðàâíÿåì èõ ê íóëþ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
óðàâíåíèé[

C(x)G′
0(x, ξ)

]′
+ δ(x− ξ) = 0 ,

[
C(x)G′

n(x, ξ)
]′
+ q(x)Gn−1(x, ξ) = 0 , n > 0 (7.19)

Èëè

G0(x, ξ) = −
x∫

a

h(z − ξ)

C(z)
dz , Gn(x, ξ) = −

x∫
a

dx1
C(x1)

x1∫
a

q(x2)Gn−1(x2, ξ)dx2 =

(7.20)

= (−1)n+1

x∫
a

dx1
C(x1)

x1∫
a

q(x2)dx2 · · ·
x2n−2∫
a

dx2n−1

C(x2n−1)

x2n−1∫
a

q(x2n)dx2n

x2n∫
a

h(z − ξ)dz

C(z)
, n > 0

Çäåñü h(x− ξ) � åäèíè÷íàÿ îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà [39]. Êîíñòàíòû èíòåãðè-
ðîâàíèÿ óðàâíåíèé (7.19) ïîëàãàåì ðàâíûìè íóëþ, ïîñêîëüêó íàñ óñòðàèâàåò ëþáîå ôóí-
äàìåíòàëüíîå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå (7.20) äëÿ ôóíêöèè
G0(x, ξ)

G0(x, ξ) = −
x∫

a

h(z − ξ)

C(z)
dz = −


0 , x < ξ
x∫
ξ

dz
C(z)

, x > ξ
= −h(x− ξ)

x∫
ξ

dz

C(z)
, (7.21)

Äèôôåðåíöèðóÿ (7.21) ïî ξ, íàéäåì îáîáùåííóþ ïðîèçâîäíóþ îò G0(x, ξ) ïî ξ, êîòîðàÿ
íàì ïîíàäîáèòñÿ â äàëüíåéøåì

∂G0

∂ξ
= − ∂

∂ξ

[
h(x− ξ)

x∫
ξ

dz

C(z)

]
=
h(x− ξ)

C(ξ)
(7.22)

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (7.21) è (7.22) ïåðåïèøåì âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Gn(x, ξ)
èç (7.20) è èõ ïðîèçâîäíûõ ïî ïåðåìåííûì x è ξ ïðè n > 1

Gn(x, ξ) = −(−1)nh(x− ξ)

x∫
ξ

ψ(x1, ξ)dx1 · · ·
xn−1∫
ξ

ψ(xn, ξ)dxn

xn∫
ξ

dz

C(z)
; (7.23)
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∂Gn(x, ξ)

∂x
= −(−1)n

h(x− ξ)

C(x)

x∫
ξ

q(x1)dx1

x1∫
ξ

ψ(x2, ξ)dx2 · · ·
xn−1∫
ξ

ψ(xn, ξ)dxn

xn∫
ξ

dz

C(z)
;

∂Gn(x, ξ)

∂ξ
= (−1)n

h(x− ξ)

C(ξ)

x∫
ξ

ψ(x1, ξ)dx1 · · ·
xn−1∫
ξ

ψ(xn, ξ)dxn , x0 ≡ x .

Çäåñü äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ââåäåíî âñïîìîãàòåëüíîå îáîçíà÷åíèå

ψ(x, ξ) =
1

C(x)

x∫
ξ

q(y)dy , ψ′
ξ(x, ξ) = − q(ξ)

C(x)

Ïîëüçóÿñü ýòèì îáîçíà÷åíèåì, ìîæíî çàïèñàòü âûðàæåíèå (7.23) â âèäå ðåêóððåíòíîãî
ñîîòíîøåíèÿ

Gn(x, ξ) = −
x∫

a

ψ(y, ξ)Gn−1(y, ξ)dy , (n > 0) ; G0(x, ξ) = −h(x− ξ)

x∫
ξ

dz

C(z)
(7.24)

Ïîäñòàâèâ äàëåå âûðàæåíèÿ (7.23) äëÿ Gn(x, ξ) â ðÿä (7.18) è ïîëîæèâ â í¼ì κ =
1, ïîëó÷èì ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ â âèäå áåñêîíå÷íîãî ðÿäà.
Ïðè÷åì, åñëè q(x) > 0, òî ýòî çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ ðÿä. Åñëè æå q(x) < 0, òî ðÿä áóäåò
çíàêîïîñòîÿííûì. Èòàê:

G(x, ξ) = −h(x− ξ)

∞∑
n=0

(−1)n
x∫

ξ

ψ(x1, ξ)dx1 · · ·
xn−1∫
ξ

ψ(xn, ξ)dxn

xn∫
ξ

dz

C(z)
, x0 ≡ x; (7.25)

G′
x(x, ξ) = −h(x− ξ)

C(x)

[
1 +

∞∑
n=1

(−1)n
x∫

ξ

q(x1)dx1

x1∫
ξ

ψ(x2, ξ)dx2 · · ·
xn−1∫
ξ

ψ(xn, ξ)dxn

xn∫
ξ

dz

C(z)

]
;

G′
ξ(x, ξ) =

h(x− ξ)

C(ξ)

[
1 +

∞∑
n=1

(−1)n
x∫

ξ

ψ(x1, ξ)dx1 · · ·
xn−1∫
ξ

ψ(xn, ξ)dxn

]

Ïóñòü G(n)(x, ξ) � ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà (7.25), òîãäà

G(n+1)(x, ξ) = G(n)(x, ξ)− h(x− ξ)(−1)n
x∫

ξ

ψ(x1, ξ)dx1 · · ·
xn−1∫
ξ

ψ(xn, ξ)dxn

xn∫
ξ

dz

C(z)

Åñëè C = Co = const., à q = q(x) � ïåðåìåííàÿ, òîãäà

x∫
ξ

ψ(x1, ξ)dx1 =
1

Co

x∫
ξ

dx1

x1∫
ξ

q(y)dy =
1

Co

x∫
ξ

(x− x1)q(x1)dx1 ,

cëåäîâàòåëüíî

G(x, ξ) = −h(x− ξ)

[
x− ξ

C0

−
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−
∞∑
n=1

(−1)n

Cn+1
0

x∫
ξ

(x− x1)q(x1)dx1 · · ·
xn−1∫
ξ

(xn−1 − xn)(xn − ξ)q(xn)dxn + · · ·

]

Åñëè æå q = qo = const., à C = C(x) � ïåðåìåííàÿ, òîãäà

ψ(x, ξ) = qo
x− ξ

C(x)
,

cëåäîâàòåëüíî

G(x, ξ) = −h(x− ξ)

[ x∫
ξ

dz

C(z)
+

∞∑
n=1

(−1)nqno

x∫
ξ

x1 − ξ

C(x1)
dx1 · · ·

xn∫
ξ

xn − ξ

C(xn)
dxn

xn∫
ξ

dz

C(z)

]

Ïóñòü òåïåðü C = Co = const. è q = qo = const., òîãäà èç ôîðìóëû (7.23), à òàêæå ñ
ó÷åòîì òîãî, ÷òî

x∫
ξ

(x− z)(z − ξ)mdz =
(x− ξ)m+2

(m+ 1)(m+ 2)
,

ïîëó÷àåì

Gn(x, ξ) = (−1)n+1 h(x− ξ)qno
(2n+ 1)!Cn+1

o

(x− ξ)2n+1 , n > 0 (7.26)

Â ýòîì ñëó÷àå ðÿä (7.25) ñóììèðóåòñÿ è ïîëó÷àåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå ñîïóò-
ñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ (7.5), êîòîðîå ïîíèìàåòñÿ â îáîáùåííîì ñìûñëå è åãî ìîæíî íàéòè,
íàïðèìåð, â êíèãàõ [49,50]

G(x, ξ) = −h(x− ξ)

Co



∞∑
n=0

(−1)nso
(2n+1)!

(
x−ξ
so

)2n+1

= so sin x−ξ
so
, so =

√
Co

qo
, qo > 0 ,

x− ξ , qo = 0 ,

∞∑
n=0

so
(2n+1)!

(
x−ξ
so

)2n+1

= so sh x−ξ
so
, so =

√
Co

−qo
, qo < 0 .

Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà êîýôôèöèåíòû C è q ïåðåìåííûå, ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó
àáñîëþòíîé âåëè÷èíû n-ãî ÷ëåíà ðÿäà (7.25). Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ âûðàæåíèåì (7.26),
â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûì ïðè x > ξ ïîëó÷àåì:

(x− ξ)2n+1|q|nmin

(2n+ 1)!Cn+1
max

6 |Gn(x, ξ)| 6
(x− ξ)2n+1|q|nmax

(2n+ 1)!Cn+1
min

6 L2n+1|q|nmax

(2n+ 1)!Cn+1
min

6

6
L2n+1|

⟨
q
⟩
|n
⟨
1/C

⟩n+1

(2n+ 1)!

(7.27)

Ìàæîðèðóþùèå ðÿäû ñõîäÿòñÿ, â ÷àñòíîñòè

∞∑
n=0

(x− ξ)2n+1|q|nmax

(2n+ 1)!Cn+1
min

=
s∗

Cmin

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!

(x− ξ

s∗

)2n+1

=
s∗

Cmin

sin
x− ξ

s∗
, s∗ =

√
Cmin

|q|max

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèçíàêîì Âåéåðøòðàññà, ðÿä (7.25) ñõîäèòñÿ ðàâíî-
ìåðíî íà âñ¼ì ïðîìåæóòêå a 6 x 6 b.
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7.1 Ïðèìåðû.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå èçâåñòíûå óðàâíåíèÿ [51, ñòð.254 � 1140]

x2u′′ + xu′ + (x2 −m2)u = 0 ,
[
xu′

]′
+

(
x− m2

x

)
u = 0 , Óð. Áåññåëÿ

xu′′ + (1− x)u′ +mu = 0 ,
[
xe−xu′

]′
+me−xu = 0 , Óð. Ëàãåððà

u′′ − 2xu′ + 2mu = 0 ,
[
e−x2

u′
]′
+ 2me−x2

u = 0 , Óð. Ýðìèòà

(1− x2)u′′ − xu′ +m2u = 0 ,
[√

1− x2 u′
]′
+

m2

√
1− x2

u = 0 , Óð. ×åáûøåâà

(1− x2)u′′ − 2xu′ +m(m+ 1)u = 0 ,
[
(1− x2)u′

]′
+m(m+ 1)u = 0 , Óð. Ëåæàíäðà

Áîëåå ïîäðîáíàÿ èíôîðìàöèÿ î ïåðå÷èñëåííûõ è äðóãèõ ïîäîáíûõ óðàâíåíèÿõ ñîäåð-
æèòñÿ, íàïðèìåð, â ñïðàâî÷íèêàõ [52, ãëàâà 10], [53, ãëàâà 22], [54, ãëàâà 11].

7.1.1 Óðàâíåíèå ×åáûøåâà −1 < x < 1

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ×åáûøåâà èìååò âèä [51, ñòð.164 � 736]:

u(x) = K1Tm(x) +K2Um(x) , (7.28)

ãäå
Tm(x) = cos(m arccos x) , Um(x) = sin(m arccos x) (7.29)

ïîëèíîìû ×åáûøåâà 1-ãî è 2-ãî ðîäà. Ôóíêöèè Tm(x) è Um(x) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âè-
äå ïîëèíîìîâ m-é ñòåïåíè ïî îò x, ïîòîìó îíè è íàçûâàþòñÿ ïîëèíîìàìè. Äåòàëüíîå
èññëåäîâàíèå ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà äàíî â êíèãàõ [54,55].

Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ñàìîñîïðÿæåííóþ ôîðìó óðàâíåíèÿ ×åáûøåâà. Â
ýòîì óðàâíåíèè C(x) =

√
1− x2, q(x) = m2/

√
1− x2. Ïî ôîðìóëàì (7.16) íàéäåì êî-

ýôôèöèåíòû Co è qo ñîïóòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ

Co =
1⟨

1/C
⟩ =

[
1

2

1∫
−1

dx√
1− x2

]−1

=

[ 1∫
0

dx√
1− x2

]−1

=
[
arcsinx

∣∣1
0

]−1

=
2

π
,

qo =
⟨
q
⟩
=
m2

2

1∫
−1

dx√
1− x2

= m2

1∫
0

dx√
1− x2

= m2 arcsinx
∣∣1
0
=
m2π

2

(7.30)

Äàëåå ïî ôîðìóëàì (7.8) íàéäåì îáùåå äåéñòâèòåëüíîå ðåøåíèå ñîïóòñòâóþùåãî óðàâ-
íåíèÿ

v(x) = K1 cosλox+K2 sinλox , λo =

√
qo
Co

=
mπ

2
(7.31)

Çäåñü K1 è K2 � ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå êîíñòàíòû. Âû÷èñëèì äàëåå ôóíêöèþ
ψ(x)

ψ(x, ξ) =
1

C(x)

x∫
ξ

q(y)dy =
m2

√
1− x2

x∫
ξ

dy√
1− y2

= m2 arcsinx− arcsin ξ√
1− x2

(7.32)
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Äàëåå íàì ïîíàäîáèòñÿ èíòåãðàë ñëåäóþùåãî âèäà:

x∫
ξ

(
arcsin y − arcsin ξ

)n√
1− y2

dy =

x∫
ξ

(
arcsin y − arcsin ξ

)n
d
(
arcsin y − arcsin ξ

)
=

=
1

n+ 1

(
arcsin y − arcsin ξ

)n+1
∣∣∣x
ξ
=

1

n+ 1

(
arcsinx− arcsin ξ

)n+1
=

=

{
1

n+1
arccosn+1

(√
1− x2

√
1− ξ2 + xξ

)
, x > ξ

− 1
n+1

arccosn+1
(√

1− x2
√

1− ξ2 + xξ
)
, x < ξ

, [33, ñòð.63, �5]

Ïîëüçóÿñü ýòèìè ðåçóëüòàòàìè è ôîðìóëàìè (7.21), (7.23) ïîëó÷àåì, âìåñòî ðÿäà (7.25)
èç êâàäðàòóð ðÿä èç ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçëîæåíèå
ñèíóñà â ðÿä Òåéëîðà

G(x, ξ) = −h(x− ξ)

m

∞∑
n=0

(−1)n
m2n+1

(2n+ 1)!

(
arcsinx− arcsin ξ

)2n+1

=

= −h(x− ξ)

m
sin

[
m · (arcsin x− arcsin ξ)

] (7.33)

Èç (7.33) íàõîäèì

G′
ξ(x, ξ) =

h(x− ξ)√
1− ξ2

∞∑
n=0

(−1)n
m2n

(2n)!

(
arcsinx− arcsin ξ

)2n

=

=
h(x− ξ)√
1− ξ2

cos
[
m · (arcsinx− arcsin ξ)

] (7.34)

Â ôîðìóëå (7.34) óäåðæàíà òîëüêî ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü, íå ñîäåðæàùàÿ äåëüòà-ôóíêöèþ
Äèðàêà. Äàëåå íàéäåì êîýôôèöèåíòû

C̃(ξ) = Co − C(ξ) =
2

π
−

√
1− ξ2 = −

√
1− ξ2

(
1− 2

π
√
1− ξ2

)
,

q̃(ξ) = qo − q(ξ) = m2

(
π

2
− 1√

1− ξ2

)
=
m2π

2

(
1− 2

π
√

1− ξ2

)
,

âîñïîëüçóåìñÿ îáùèìè ôîðìóëàìè (7.13), (7.14) è íàéä¼ì ôóíêöèè A(x) è B(x)

A(x) ≡ Am(x) = cos
mπx

2
− mπ

2

1∫
−1

G′
ξ(x, ξ)C̃(ξ) sin

mπξ

2
dξ −

1∫
−1

G(x, ξ)q̃(ξ) cos
mπξ

2
dξ =

= cos
mπx

2
+
mπ

2

x∫
−1

{(
1− 2

π
√
1− ξ2

)
·
[
sin

mπξ

2

∞∑
n=0

(−1)n
m2n

(2n)!
φ2n(x, ξ)+

+ cos
mπξ

2

∞∑
n=0

(−1)n
m2n+1

(2n+ 1)!
φ2n+1(x, ξ)

]}
dξ (7.35)

Çäåñü äëÿ êðàòêîñòè ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

φ(x, ξ) = arcsin x− arcsin ξ , φ(x, x) = 0 , φ(x,−1) = arcsin x+
π

2
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Áåñêîíå÷íûå ðÿäû â ôîðìóëå (7.35) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàçëîæåíèÿ â ðÿäû Òåéëîðà
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé cosφ(x, ξ) è sinφ(x, ξ), ïîýòîìó ýòè ðÿäû ìîæíî ñâåðíóòü
è ïîëó÷èòü òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ×åáûøåâà

Am(x) = cos
mπx

2
+

x∫
−1

{(
mπ

2
− m√

1− ξ2

)[
sin

mπξ

2
· cos

(
mφ

)
+ cos

mπξ

2
×

× sin
(
mφ

)]}
dξ = cos

mπx

2
+

x∫
−1

(
mπ

2
− m√

1− ξ2

)
· sin

[mπξ
2

+mφ(x, ξ)
]
dξ =

= cos
mπx

2
+

x∫
−1

sin
[mπξ

2
+mφ(x, ξ)

]
dξ

[mπξ
2

+mφ(x, ξ)
]
=

= cos
mπx

2
+

x∫
−1

∞∑
n=0

(−1)n

[
(mπξ)/2 +mφ(x, ξ)

]2n+1

(2n+ 1)!
dξ

[mπξ
2

+mφ(x, ξ)
]
=

= cos
mπx

2
+

∞∑
n=0

(−1)n
[
(mπξ)/2 +mφ(x, ξ)

]2n+2

(2n+ 2)!

∣∣∣∣∣
x

−1

=

= cos
mπx

2
+

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 2)!

(
mπx

2

)2n+2

−
∞∑
n=0

(−1)n
(
m arcsinx

)2n+2

(2n+ 2)!
=

= cos
mπx

2
−

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!

(
mπx

2

)2n

+
∞∑
n=0

(−1)n
(
m arcsinx

)2n
(2n)!

= (7.36)

= cos
mπx

2
− cos

mπx

2
+ cos

(
m arcsinx

)
= cos

(
m arcsinx

)
(7.37)

Ïðîäåëàâ ïîõîæèå ïðåîáðàçîâàíèÿ â ôîðìóëå (7.14), íàéäåì

B(x) ≡ Bm(x) = sin
mπx

2
+
mπ

2

x∫
−1

{(
1− 2

π
√
1− ξ2

)
·
[
cos

mπξ

2

∞∑
n=0

(−1)n
m2n

(2n)!
φ2n(x, ξ)+

+ sin
mπξ

2

∞∑
n=0

(−1)n
m2n+1

(2n+ 1)!
φ2n+1(x, ξ)

]}
dξ = sin

mπx

2
−

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!

(
mπx

2

)2n+1

+

+
∞∑
n=0

(−1)n
(
m arcsinx

)2n+1

(2n+ 1)!
= sin

(
m arcsinx

)
(7.38)

Ôóíêöèè Am(x) è Bm(x) ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè íåçàâèñèìûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ ×å-
áûøåâà. Îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ôóíêöèé ×åáûøåâà Tm(x) è
Um(x) (7.29). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà íóæíî âñåãî ëèøü âîñïîëüçîâàòüñÿ òîæ-
äåñòâîì

arcsinx+ arccos x =
π

2

Â ðåçóëüòàòå ÷åãî

Am(x) = cos
mπ

2
Tm(x) + sin

mπ

2
Um(x) , Bm(x) = sin

mπ

2
Tm(x)− cos

mπ

2
Um(x)
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Îòñþäà ïîëó÷àþòñÿ ôîðìóëû, ïðèâåäåííûå â êíèãå [56, ñòð. 59].

A2m = (−1)m T2m , A2m+1 = (−1)m U2m+1 ,

B2m = (−1)m+1 U2m , B2m+1 = (−1)m T2m+1

7.1.2 Ïðèáëèæåííûå ôîðìóëû ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ×åáûøåâà. Ñðàâíåíèå ñ
òî÷íûìè ðåøåíèÿìè.

Ðàññìîòðèì ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà (7.36) è çàòåì ñðàâíèì èõ ñ òî÷íûì ðåøåíèåì
(7.37)

Am(I)(x) = cos
mπx

2
+

I∑
n=0

(−1)n
(
m arcsinx

)2n − (
mπx
2

)2n
(2n)!

,

Am(I) = Am(I−1) + (−1)I
(
m arcsinx

)2I − (
mπx
2

)2I
(2I)!

, A(0)
m (x) = cos

mπx

2

(7.39)

Bm(I)(x) = sin
mπx

2
+

I∑
n=0

(−1)n
(
m arcsin x

)2n+1 −
(
mπx
2

)2n+1

(2n+ 1)!
,

(7.40)

Bm(I) = Bm(I−1) + (−1)I
(
m arcsinx

)2I+1 −
(
mπx
2

)2I+1

(2I + 1)!
, B(0)

m (x) = sin
mπx

2

Íà ïðåäñòàâëåííûõ íèæå ðèñóíêàõ èçîáðàæåíû ãðàôèêè íåçàâèñèìûõ òî÷íûõ Am(x),
Bm(x) è ïðèáëèæåííûõ Am(I)(x), Bm(I)(x) ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ×åáûøåâà â âèäå ÷àñòè÷íûõ
ñóìì, âûòåêàþùèõ èç îáùåãî èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (7.5).

Ñïëîøíîé ëèíèåé îáîçíà÷åíû ãðàôèêè òî÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ×åáûøåâà Am(x), è
Bm(x) ïðè m=2,3,4,5. Øòðèõîâûå ëèíèè îáîçíà÷àþò òî÷íûå ðåøåíèÿ Am(O)(x), Bm(O)(x))
ñîïóòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ (7.33) ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, íàéäåííûå ïî îáùèì
ôîðìóëàì (7.16). Êðèâûå îáîçíà÷åííûå ïðÿìîóãîëüíûìè òî÷êàìè ñîîòâåòñòâóþò ïðèáëè-
æåííûì ðåøåíèÿì Am(I)(x) è Bm(I)(x) â âèäå ÷àñòè÷íûõ ñóìì, íàéäåííûì ïî ôîðìóëàì
(7.39), (7.40). ×èñëî (I) â êðóãëûõ ñêîáêàõ îáîçíà÷àåò ÷èñëî ÷ëåíîâ â ÷àñòè÷íûõ ñóììàõ.
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Ãðàôèêè ðåøåíèé óðàâí. ×åáûøåâà ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà m

Êàê âèäíî èç ðèñóíêîâ ëèøü ôóíêöèÿ A5(9)(x) âèçóàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò òî÷íîãî ðå-
øåíèÿ âáëèçè ãðàíè÷íûõ òî÷åê x1 = ±1. Ôóíêöèÿ A5(10)(x), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñóììîé èç
äåñÿòè ÷ëåíîâ ðÿäà, (7.39) áóäåò ïðàêòè÷åñêè íåîòëè÷èìà îò òî÷íîãî ðåøåíèÿ.

Ìîæíî ïîëó÷èòü ÿâíûå çíà÷åíèÿ ÷èñëà ÷ëåíîâ ÷àñòè÷íûõ ñóìì (7.39), (7.40), êîòîðûå
íóæíû äëÿ ïîëó÷åíèÿ çàðàíåå çàäàííîãî ìàëîãî ìàêñèìàëüíîãî îòêëîíåíèÿ ε ïðèáëè-
æåííîãî ðåøåíèÿ îò òî÷íîãî. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ îöåíêîé (7.27) îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà
ðÿäà äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå êóñî÷íî ãëàäêèõ êîýôôèöèåíòîâ
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èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. Â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ ×åáûøåâà, ñ ó÷åòîì ôîðìóë (7.30), ýòà îöåíêà
ïðèíèìàåò âèä:

(b− a)2I+1
∣∣⟨q⟩∣∣I⟨1/C⟩I+1

(2I + 1)!
=

22I+2m2I

(2I + 1)!
6 ε (7.41)

Â òàáëèöå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ÷èñåë I, íàéäåííûå ïî ôîðìóëå (7.41), äîñòàòî÷íûå äëÿ
äîñòèæåíèÿ òðåáóåìîé òî÷íîñòè ε ïðè çàäàííûõ ÷èñëàõ m.

m
ε ↓ 1 2 3 4 5 10 20 50 100

0.5 1 3 5 8 10 24 50 131 267
0.1 2 4 6 11 11 24 51 132 267
0.01 3 5 8 13 13 26 52 133 268
0.001 3 6 9 14 14 27 53 134 270

8 Çàêëþ÷åíèå. Íàïðàâëåíèå äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.

Â çàêëþ÷åíèè ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå íàïðàâëåíèÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé â îá-
ëàñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ñ ïîìîùüþ ÌÃÏ.

1.Èññëåäîâàíèå îáùåãî óðàâíåíèÿ êëàññè÷åñêèõ è íåêëàññè÷åñêèõ îðòîãîíàëüíûõ ìíî-
ãî÷ëåíîâ.

2. Ïðÿìàÿ è îáðàòíàÿ çàäà÷à Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ.
3.Ïðèìåíåíèå ÌÃÏ äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà.
4. Îñðåäíåíèå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Îá-

ùèé ñëó÷àé.
5. Óñòîé÷èâîñòü íåîäíîðîäíûõ ñòåðæíåé ñ ïåðåìåííûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì ïîä äåé-

ñòâèåì ðàñïðåäåëåííîé ïðîäîëüíîé ñèëû.
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