
Ñåìèíàð 1 Äåëèìîñòü: ââîäíûå çàäà÷è

1.1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n > 2 âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

à) íàéäóòñÿ n ïîäðÿä èäóùèõ ñîñòàâíûõ ÷èñåë;

á) íàéäóòñÿ n ïîäðÿä èäóùèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ñðåäè êîòîðûõ ðîâíî îäíî ïðîñòîå;

â) ìåæäó n è n! åñòü õîòÿ áû îäíî ïðîñòîå ÷èñëî.

1.2. Ïóñòü {pn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë (p1 = 2, p2 = 3, p3 = 5, . . . (êñòà-
òè, ïî÷åìó ïðîñòûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íî ìíîãî?)). Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > 2 ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî pn+1 < p1p2 . . . pn.

1.3. Íàéäèòå p, åñëè èçâåñòíî, ÷òî

à) p, p+ 10, p+ 14 � ïðîñòûå ÷èñëà;

á) p, 4p2 + 1, 6p2 + 1 � ïðîñòûå ÷èñëà.

1.4. Ïðè ïîìîùè ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè (ðàçóìååòñÿ, âñå äîëæíû (â èòîãå) çíàòü,

÷òî ýòî òàêîå!) äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ

à) 10n + 18n− 1
... 27;

á) 25n+3 + 5n · 3n+2
... 17;

â) n3 + 5n
... 6;

ã) 62n+1 + 1
... 7;

ä) 23
n
+ 1

... 3n+1;

å) (2n − 1)n − 3
... 2n − 3;

æ) 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
3n

... 3n.

1.5. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

à) 2 |Fn ⇔ 3 |n;
á) 3 |Fn ⇔ 4 |n;

â) 4 |Fn ⇔ 6 |n;
ã) Fn |Fm ⇔ n |m (n > 3).

1.6. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïðîñòûõ ÷èñåë âèäà

à) 4k − 1; á) 6k − 1.

Ñëåäóþùèå òðè çàäà÷è òàê èëè èíà÷å ñâÿçàíû ñ áèíîìîì Íüþòîíà (ðàçóìååòñÿ, âñå äîëæíû

(â èòîãå) çíàòü, ÷òî ýòî òàêîå!)

1.7. Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò óðàâíåíèå x+ y + z = 1000
a) â íàòóðàëüíûõ; á) â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ?

1.8. C ïîìîùüþ èíäóêöèè äîêàæèòå, ÷òî åñëè p � ïðîñòîå ÷èñëî, a � íàòóðàëüíîå, òî p | ap − a.

1.9. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a è b � âçàèìíî ïðîñòûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, b > a, òî b äåëèò áèíîìè-
àëüíûé êîýôôèöèåíò

(
b
a

)
.

1.10. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p > 2 ÷èñëèòåëü äðîáè m
n = 1

1 + 1
2 + · · · + 1

p−1
äåëèòñÿ íà p.

1.11.∗ Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ n âñå êîýôôèöèåíòû â ðàçëîæåíèè áèíîìà Íüþòîíà (a+b)n íå÷�åòíû?

1.12.∗ Ïóñòü d0, d1, . . . , dm � âñå äåëèòåëè ÷èñëà N , 1 = d0 < d1 < . . . < dm = N . Äîêàæèòå, ÷òî

äëÿ ëþáîãî k ñïðàâåäëèâî dk 6 3dk−1, åñëè ïðè íàòóðàëüíîì n
à) N = 22

n − 1; á) N = 22
n+1

+ 22
n
+ 1; â) N = 43

n − 1.

1.13.∗∗ Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b òàêîâû, ÷òî ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n ÷èñëî
an − 1

bn − 1
ÿâëÿåòñÿ

íàòóðàëüíûì. Äîêàæèòå, ÷òî a = bm ïðè íåêîòîðîì m ∈ N.


