
Ñåìèíàð ïðåäïîñëåäíèé Öåïíûå äðîáè

Êîíå÷íûå öåïíûå äðîáè

Ïóñòü a0 � öåëîå, a1, . . . , an � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Îïðåäåëèì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

p−2 = 0, p−1 = 1, pk = akpk−1 + pk−2, k = 0, . . . , n,

q−2 = 1, q−1 = 0, qk = akqk−1 + qk−2, k = 0, . . . , n.

Íàïîìèíàíèå: äëÿ ëþáîãî k = 0, . . . , n ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ
à) pk/qk = [a0; a1, . . . , ak];
á) pkqk−1 − pk−1qk = (−1)k+1;
â) pkqk−2 − pk−2qk = (−1)kak;
ã) (pk, qk) = 1.
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; ç) qk > qk−1, qk > 2qk−2.

×èñëà pk/qk íàçûâàþòñÿ ïîäõîäÿùèìè äðîáÿìè öåïíîé äðîáè [a0; a1, . . . , an].

1.1. Ïðåäñòàâüòå â âèäå öåïíûõ äðîáåé ÷èñëà à)
179

17
; á) −77

92
; â)

297
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.

1.2. ×åìó ðàâíû âçàèìíî ïðîñòûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà Pn, Qn, òàêèå ÷òî
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] ?
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1.4. Ïóñòü âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà a è b óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó a/b = [a0; a1, . . . , an]. Äîêàæèòå,
÷òî óðàâíåíèå ax − by = 1 ñ íåèçâåñòíûìè x è y èìååò ðåøåíèåì îäíó èç ïàð (qn−1, pn−1) èëè
(−qn−1,−pn−1). Îò ÷åãî çàâèñèò, êàêàÿ èìåííî ïàðà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì?

1.5. Ðàçëàãàÿ ÷èñëî a/b â öåïíóþ äðîáü, ðåøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå ax− by = 1, åñëè
à) a = 30, b = 17;
á) a = −18, b = 79;
â) a = 144, b = 89.

1.6.
∗ Ïóñòü a0 > 1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ÷èñëèòåëåé pn−1, pn äâóõ ïîñëåäíèõ ïîäõîäÿùèõ äðîáåé

öåïíîé äðîáè [a0; a1, . . . , an] ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî pn/pn−1 = [an; an−1, . . . , a0].

Áåñêîíå÷íûå öåïíûå äðîáè

1.7. Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {αk}∞k=0, {ak}∞k=0 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

α0 = α, αk+1 = (αk − [αk])
−1, ak = [αk], k = 0, 1, 2, . . .

Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî k ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

α = [a0; a1, . . . , ak−1, αk] =
αkpk−1 + pk−2

αkqk−1 + qk−2

.

1.8. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïîäõîäÿùèõ äðîáåé ëþáîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà α ñïðàâåäëèâû íåðàâåí-
ñòâà
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1.9. Ðàçëîæèòå â öåïíûå äðîáè ÷èñëà
à)
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√
5)/2; ã) 1/2 +

√
7.

1.10. Âû÷èñëèòå ñëåäóþùèå öåïíûå äðîáè:
à) [2; 2]; á) [2; 1, 1, 3]; â) [5; 1, 2, 1, 10]; ã) [5; 1, 4, 1, 10].

Çäåñü ÷åðòà îçíà÷àåò ïåðèîä.

1.11. Íàéäèòå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå îòëè÷àåòñÿ îò α íå áîëåå, ÷åì íà 10−4, åñëè
à) α =

√
2; á) α = 2 +

√
5; â) α = 3 +

√
7; ã) α =

√
23.

1.12. Äîêàæèòå, ÷òî à)
√
d2 + 1 = [d; 2d]; á)

√
d2 + 2 = [d; d, 2d].

1.13. Äîêàæèòå, ÷òî [ 2; 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n
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√
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√
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√
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.

1.14. Áóäåì íàçûâàòü âåùåñòâåííûå ÷èñëà α, β ýêâèâàëåíòíûìè è ïèñàòü α ∼ β, åñëè íàéäóòñÿ
öåëûå a, b, c, d, óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâàì

α =
aβ + b

cβ + d
, |ad− bc| = 1.

Áóäåì òàêæå ïðè ïîìîùè çàïèñè α ≍ β îáîçíà÷àòü, ÷òî ðàçëîæåíèÿ α è β â öåïíûå äðîáè ñîâïà-
äàþò, íà÷èíàÿ ñ êàêîãî-òî ìîìåíòà. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

à) Åñëè α, β ∈ Q, òî α ∼ β. ã) Åñëè α = β−1, òî α ≍ β.
á) Åñëè α ≍ β, òî α ∼ β. ä)∗ Åñëè α = −β, òî α ≍ β.
â) Åñëè α = β + n, n ∈ Z, òî α ≍ β. å)∗ Åñëè α ∼ β, òî α ≍ β.

1.15.
∗ Ïóñòü α, β � èððàöèîíàëüíûå êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè

(â ÷àñòíîñòè, α ̸= β). Äîêàæèòå, ÷òî çàïèñàííûé çàäîì íàïåð�åä ïåðèîä öåïíîé äðîáè ÷èñëà α
ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäîì öåïíîé äðîáè ÷èñëà β.

1.16.
∗ Ïóñòü α ∈ Q, α > 1,

√
α /∈ Q. Äîêàæèòå, ÷òî

√
α = [a0; a1, a2, . . . , a2, a1︸ ︷︷ ︸

ñèììåòðè÷íàÿ

÷àñòü

, 2a0].

1.17.
∗ Íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå n, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå m, ÷òî

√
2 <

m

n
<

297

210
.

1.18.
∗ Ïóñòü α � èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî è ïóñòü pk/qk è pk+1/qk+1 � åãî k-àÿ è (k+1)-àÿ ïîäõîäÿùèå

äðîáè. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà p/q, òàêîãî ÷òî 0 < q < qk+1, ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

|qα− p| > |qkα− pk|.

1.19.
∗ Ïóñòü α � èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî è p/q � ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî â íåñîêðàòèìîé çàïèñè, òàêîå

÷òî ∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ < 1

2q2
.

Äîêàæèòå, ÷òî p/q � íåêîòîðàÿ ïîäõîäÿùàÿ äðîáü ÷èñëà α.

1.20. Ïîëüçóÿñü çàäà÷åé 1.19, äîêàæèòå, ÷òî åñëè íàòóðàëüíûå ÷èñëà x, y óäîâëåòâîðÿþò íåðà-
âåíñòâó |x2 − dy2| <

√
d, òî x/y � íåêîòîðàÿ ïîäõîäÿùàÿ äðîáü ÷èñëà

√
d.

1.21. Ïóñòü a, b � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, òàêèå ÷òî (a, b) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ x2 − dy2 = 1
ñ íàèìåíüøèì âîçìîæíûì b. Äîêàæèòå, ÷òî

à) a/b � íåêîòîðàÿ ïîäõîäÿùàÿ äðîáü ÷èñëà
√
d;

á) âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x2−dy2 = 1 â öåëûõ ÷èñëàõ èìåþò âèä (±am,±bm), m ∈ Z, ãäå am, bm
îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ am + bm

√
d = (a+ b

√
d)m;

â)∗ åñëè n � íàèìåíüøèé ïåðèîä öåïíîé äðîáè ÷èñëà
√
d, òî a/b = pn−1/qn−1 ïðè ÷�åòíîì n è

a/b = p2n−1/q2n−1 ïðè íå÷�åòíîì n.


