
Ñåìèíàð 5 Àðèôìåòè÷åñêèå ôóíêöèè

5.1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôóíêöèè f è ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñïðà-

âåäëèâî ðàâåíñòâî ∑
d |n

f(d) =
∏
p |n

(
1 + f(p) + . . .+ f

(
pνp(n)

))
,

ãäå ñóììà áåð�åòñÿ ïî âñåì äåëèòåëÿì n, à ïðîèçâåäåíèå � ïî âñåì ïðîñòûì äåëèòåëÿì n.

5.2. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî äåëèòåëåé ÷èñëà n (îáîçíà÷àåòñÿ τ(n)) è ñóììà äåëèòåëåé ÷èñëà n
(îáîçíà÷àåòñÿ σ(n)) ñóòü ìóëüòèïëèêàòèâíûå ôóíêöèè. Âûâåäèòå äëÿ íèõ ÿâíûå ôîðìóëû.

5.3. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ôóíêöèè Ì�åáèóñà

µ(n) =


1, åñëè n = 1

0, åñëè n äåëèòñÿ íà êâàäðàò ïðîñòîãî ÷èñëà

(−1)s, åñëè n = p1 . . . ps è pi ̸= pj ïðè i ̸= j

ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

à)
∑
d |n

µ(d) =

{
1, åñëè n = 1

0, åñëè n ̸= 1
;

á)
∑
d |n

µ(d)

d
=

∏
p |n

(
1− 1

p

)
.

5.4. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôóíêöèè f è ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñïðà-

âåäëèâî ðàâåíñòâî ∑
d|n

µ(d)f(d) =
∏
p|n

(1− f(p)).

5.5. Êîëè÷åñòâî öåëûõ ÷èñåë îò 1 äî n, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ n, îáîçíà÷àåòñÿ φ(n). Ôóíêöèÿ φ(n)
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ýéëåðà. Äîêàæèòå ôîðìóëó

φ(n) = n
∏
p|n

(
1− 1

p

)
,

îáîñíîâàâ êàæäîå ðàâåíñòâî â öåïî÷êå

φ(n) =

n∑
k=1

∑
d|(k,n)

µ(d) =
∑
d|n

µ(d)
n

d
= n

∏
p|n

(
1− 1

p

)
.

5.6. Ðåøèòå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèÿ:

à) φ(7x) = 294;
á) φ(3x5y) = 360;
â) φ(nx) = φ(x), ãäå n ∈ N.

5.7. Äîêàæèòå, ÷òî

φ(nm) = φ(n)φ(m)
(n,m)

φ((n,m))
.

5.8.∗ Òåîðåìà Åâêëèäà�Ýéëåðà. Äîêàæèòå, ÷òî ÷�åòíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî N ñîâåðøåííî

(ò.å. ðàâíî ñóììå ñâîèõ ñîáñòâåííûõ äåëèòåëåé) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà N = 2n(2n+1 − 1),
ïðè÷�åì 2n+1 − 1 � ïðîñòîå ÷èñëî.



Ñâ�åðòêà Äèðèõëå

Åñëè f è g � àðèôìåòè÷åñêèå ôóíêöèè (ò.å. êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè, çàäàííûå íà ìíîæåñòâå

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë), òî ôóíêöèÿ h = f ◦ g, çàäàâàåìàÿ ðàâåíñòâîì

h(n) =
∑
d |n

f(d)g(n/d),

íàçûâàåòñÿ ñâ�åðòêîé Äèðèõëå ôóíêöèé f è g.

5.9. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

ε(n) =

{
1, åñëè n = 1,

0, åñëè n ̸= 1.

Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé àðèôìåòè÷åñêîé ôóíêöèè f ñïðàâåäëèâî f ◦ ε = ε ◦ f = f .

5.10. Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå àðèôìåòè÷åñêèå ôóíêöèè:

id(n) = n (òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ),

1(n) = 1 (òîæäåñòâåííàÿ åäèíèöà),

σk(n) =
∑
d|n

dk (ñóììà k-õ ñòåïåíåé äåëèòåëåé n),

λ(n) =

{
1, åñëè n = 1,

(−1)γ1+...+γs , åñëè n = pγ11 . . . pγss ,
(ôóíêöèÿ Ëèóâèëëÿ),

Λ(n) =

{
ln p , åñëè n = pk, k ∈ N,
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

(ôóíêöèÿ Ìàíãîëüäòà).

Äîêàæèòå, ÷òî

à) 1 ◦1 = τ ;
á) id ◦1 = σ;
â) µ ◦ 1 = ε;
ã) µ ◦ τ = 1;

ä) φ ◦ 1 = id;
å) φ ◦ τ = σ;
æ) µ ◦ id = φ;
ç) µ ◦ σ = id;

è) µ ◦ σk = idk;

ê) µ2 ◦ λ = ε.

ë) Λ ◦ 1 = ln;

5.11. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ Ëèóâèëëÿ λ(n) óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

∑
d|n

λ(d) =

{
1, åñëè n = k2,

0, åñëè n ̸= k2.

Àëãåáðàè÷åñêàÿ òî÷êà çðåíèÿ

5.12. Äîêàæèòå, ÷òî îòíîñèòåëüíî ñâ�åðòêè Äèðèõëå ìíîæåñòâî âñåõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ôóíê-

öèé îáðàçóåò àáåëåâó ãðóïïó, ò.å. ÷òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

à) Åñëè f è g � ìóëüòèïëèêàòèâíûå ôóíêöèè, òî f ◦g � òîæå ìóëüòèïëèêàòèâíà è f ◦g = g◦f .
á) Åñëè f, g, h � ìóëüòèïëèêàòèâíûå ôóíêöèè, òî (f ◦ g) ◦ h = f ◦ (g ◦ h).
â) Ôóíêöèÿ ε ÿâëÿåòñÿ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì îòíîñèòåëüíî ñâ�åðòêè Äèðèõëå.

ã) Äëÿ ëþáîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôóíêöèè f íàéä�åòñÿ òàêàÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ g,
÷òî f ◦ g = g ◦ f = ε.

5.13. Âûâåäèòå èç ïóíêòà (â) çàäà÷è 5.10 ôîðìóëó îáðàùåíèÿ Ì�åáèóñà è äîêàæèòå, ÷òî åñëè

ôóíêöèè f è g ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì f(n) =
∑

d |n g(d), òî ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü f ðàâíîñèëüíà

ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè g.


