
Ñåìèíàð 6 Âû÷åòû

Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà. Äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî p è ëþáîãî öåëîãî a, íå äåëÿùåãîñÿ íà p,
ñïðàâåäëèâî ñðàâíåíèå

ap−1 ≡ 1 (mod p).

Òåîðåìà Ýéëåðà. Äëÿ ëþáûõ âçàèìíî ïðîñòûõ a, n ∈ Z ñïðàâåäëèâî ñðàâíåíèå

aφ(n) ≡ 1 (mod n),

ãäå φ(n) � ýòî êîëè÷åñòâî öåëûõ ÷èñåë îò 1 äî n, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ n (ôóíêöèÿ Ýéëåðà).

Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ. Ïóñòü çàäàíû ïðîèçâîëüíûå ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå

öåëûå ÷èñëà m1, . . . ,mn è ïðîèçâîëüíûå öåëûå ÷èñëà a1, . . . , an. Òîãäà
x ≡ a1 (mod m1)

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
x ≡ an (mod mn)

⇐⇒ x ≡
n∑

i=1

xiMi (mod M),

ãäå M =

n∏
j=1

mj , Mi = M/mi, xi � ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ xiMi ≡ ai (mod mi), i = 1, . . . , n.

6.1. Ðåøèòå ñðàâíåíèÿ:
à) 8x ≡ 3 (mod 13); â) 7x ≡ 2 (mod 11);
á) 17x ≡ 1 (mod 37); ã) 80x ≡ 17 (mod 169).

6.2. Ðåøèòå ñðàâíåíèå 79x+ 32y ≡ 1 (mod 17).

6.3. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåäñòàâèìûõ â âèäå
ñóììû à) äâóõ á) òðåõ êâàäðàòîâ öåëûõ ÷èñåë.

6.4. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äëèíû ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñóòü öåëûå ÷èñëà, òî õîòÿ
áû îäíà èç íèõ êðàòíà ïÿòè, à äëèíà õîòÿ áû îäíîãî èç êàòåòîâ êðàòíà òð�åì.

6.5. Íàéäèòå

à) ïîñëåäíþþ öèôðó ÷èñëà 77
77

;
á) îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà 22011 íà 17;
â) îñòàòîê îò äåëåíèÿ 1212

12
íà 2010.

6.6. Äîêàæèòå, ÷òî 22225555 + 55552222 äåëèòñÿ íà 7.

6.7. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè p � ïðîñòîå ÷èñëî, òî
à) äëÿ ëþáûõ öåëûõ a è b ñïðàâåäëèâî ñðàâíåíèå (a+ b)p ≡ ap + bp (mod p);
á) äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) ∈ Z[x] è ëþáîãî öåëîãî a ñïðàâåäëèâî ñðàâíåíèå

(f(a))p ≡ f(ap) (mod p).

6.8. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïðè ïðîñòîì p è íàòóðàëüíîì n ñïðàâåäëèâî ñðàâíåíèå a ≡ b (mod pn),
òî ñïðàâåäëèâî è ñðàâíåíèå ap ≡ bp (mod pn+1).

6.9. Òåîðåìà Âèëüñîíà. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî p ñïðàâåäëèâî ñðàâíåíèå

(p− 1)! ≡ −1 (mod p).

6.10. Îáðàùåíèå òåîðåìû Âèëüñîíà. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè n > 1 è

(n− 1)! ≡ −1 (mod n),

òî n � ïðîñòîå ÷èñëî.



6.11. Òåîðåìà Ëåéáíèöà. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî p ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(p− 2)! ≡ 1 (mod p).

6.12. Òåîðåìà Êëåìåíòà. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà p è p+2 ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè (òî åñòü ïðîñòûìè
÷èñëàìè�áëèçíåöàìè) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

4((p− 1)! + 1) + p ≡ 0 (mod p2 + 2p).

6.13. Êðèòåðèé Êàðìàéêëà (â îäíó ñòîðîíó). Ïóñòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî n ÿâëÿåòñÿ ïðî-
èçâåäåíèåì s ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñåë: n = p1 . . . ps. Ïóñòü òàêæå äëÿ êàæäîãî i âûïîëíÿåòñÿ
ñðàâíåíèå n − 1 ≡ 0 (mod pi − 1). Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî a, âçàèìíî ïðîñòîãî ñ n,
ñïðàâåäëèâî ñðàâíåíèå an−1 ≡ 1 (mod n) (ñîñòàâíîå n, îáëàäàþùåå òàêèì ñâîéñòâîì, íàçûâàåòñÿ
÷èñëîì Êàðìàéêëà).

6.14. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè p � íå÷�åòíûé ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà n2+1, òî p ≡ 1 (mod 4). Âûâåäèòå
îòñþäà áåñêîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë âèäà 4k + 1.

6.15. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè p � ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà n4+n3+n2+n+1 è p > 5, òî ñïðàâåäëèâî
ñðàâíåíèå p ≡ 1 (mod 5). Âûâåäèòå îòñþäà áåñêîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë âèäà 5k + 1.

6.16. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè p � ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà n2 + n + 1 è p > 3, òî p ≡ 1 (mod 6).
Âûâåäèòå îòñþäà áåñêîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë âèäà 6k + 1.

6.17. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè p = 4k + 1, òî p äåëèò ((2k)!)2 + 1, à åñëè
p = 4k − 1, òî p äåëèò ((2k − 1)!)2 − 1.

6.18. Ðåøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèÿ
à) n2 − n− 4 ≡ 0 (mod 17); á) n2 − n− 4 ≡ 0 (mod 289); â) n2 + 3n+ 1 ≡ 0 (mod 55).

6.19. Ïóñòü çàäàíû ïðîèçâîëüíûå ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå öåëûå ÷èñëà m1, . . . ,mn. Äîêàæèòå,
÷òî ÷èñëî (m2m3 . . .mn)

φ(m1) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå ñðàâíåíèé
x ≡ 1 (mod m1)

x ≡ 0 (mod m2)

· · · · · · · · · · · · · · · ·
x ≡ 0 (mod mn)

Âûâåäèòå îòñþäà êèòàéñêóþ òåîðåìó îá îñòàòêàõ.

6.20. Ðåøèòå ñèñòåìû ñðàâíåíèé:

à)

{
x ≡ 7 (mod 11)

x ≡ 8 (mod 17)
; á)

{
3x ≡ 5 (mod 10)

5x ≡ 3 (mod 19)
; â)


x ≡ 1 (mod 15)

x ≡ 2 (mod 16)

x ≡ 3 (mod 17)

6.21. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ
à) 1730 íà 77; á) 1979 íà 144.

6.22.∗ Áîëüíîå âîéñêî. Ãåíåðàë õî÷åò ïîñòðîèòü äëÿ ïàðàäà ñâîèõ ñîëäàò â îäèíàêîâûå êàðå (òàê
íàçûâàåòñÿ áîåâîé ïîðÿäîê ïåõîòû, ïîñòðîåííîé â âèäå êâàäðàòà), íî íå çíàåò, ñêîëüêî ñîëäàò
íàõîäèòñÿ â ëàçàðåòå, çíàåò ëèøü, ÷òî èõ òàì íå áîëåå 37 ÷åëîâåê. Äîêàæèòå, ÷òî ó ãåíåðàëà
âîéñêî ìîæåò áûòü òàêîãî ðàçìåðà, ÷òî îí, íåçàâèñèìî îò êîëè÷åñòâà áîëüíûõ ñîëäàò, ñóìååò
âûïîëíèòü ñâî�å íàìåðåíèå.

6.23.∗ Äîêàæèòå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íàòóðàëüíûõ a1, . . . , am ñðàâíåíèå a
a·

··
a
am
m−1

2
1 ≡ a

a·
··
am−1

2
1 (mod m).

6.24.∗∗ Àíàëîã Ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà äëÿ Z[i]Z[i]Z[i]. Ìíîæåñòâî Z[i] âñåõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë a+bi
ñ öåëûìè a è b íàçûâàåòñÿ êîëüöîì öåëûõ ãàóññîâûõ ÷èñåë. Ïóñòü z = a + bi � ïðîñòîå öåëîå
ãàóññîâî ÷èñëî (ò.å. íå èìåþùåå â Z[i] íèêàêèõ äåëèòåëåé, êðîìå ±1, ±i, ±z, ±iz). Äîêàæèòå, ÷òî
äëÿ ëþáîãî w ∈ Z[i] ñïðàâåäëèâî ñðàâíåíèå

wa2+b2 ≡ w (mod z).


