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Ââåäåíèå

Òåîðèÿ ÷èñåë ñòàëà øèðîêî ïðèìåíÿòüñÿ â êðèïòîãðàôèè ïðèìåðíî
30 ëåò íàçàä. Ýòî áûëî âûçâàíî íåîáõîäèìîñòüþ îáìåíà áîëüøèìè
ìàññèâàìè êîíôèäåíöèàëüíîé èíôîðìàöèè (íå òîëüêî ãîñóäàðñòâåí-
íîé è âîåííîé, íî è áàíêîâñêîé, ýêîíîìè÷åñêîé, ìåäèöèíñêîé, þðèäè-
÷åñêîé è ò.ï.), à òàêæå âîçìîæíîñòüþ òàêîãî îáìåíà, â ñâÿçè ñ ïîÿâ-
ëåíèåì äîñòóïíûõ è ýôôåêòèâíûõ êîìïüþòåðíûõ ñðåäñòâ îáðàáîò-
êè ýòîé èíôîðìàöèè. Ëþáàÿ èíôîðìàöèÿ ìîæåò áûòü çàêîäèðîâà-
íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ÷èñåë. Íàïðèìåð, áóêâå �à� ìîæíî ñîïîñòà-
âèòü ÷èñëî 1, áóêâå �á� � ÷èñëî 2 è òàê äàëåå, áóêâå �ÿ� � ÷èñëî 32.
Ìîæíî ñîïîñòàâèòü ÷èñëà ïðîáåëàì, òî÷êå, äðóãèì çíàêàì ïðåïèíà-
íèÿ. Ïîñëå ýòîãî ïðîöåññû çàøèôðîâàíèÿ è ðàñøèôðîâàíèÿ èíôîð-
ìàöèè ïðåäñòàâÿòñÿ êàê íåêîòîðûå àëãîðèòìû, ïåðåðàáàòûâàþùèå
îäíè ìàññèâû öåëûõ ÷èñåë â äðóãèå.

Êðèïòîãðàôè÷åñêèå ïîòðåáíîñòè ñòèìóëèðîâàëè èññëåäîâàíèÿ â
íåêîòîðûõ îáëàñòÿõ òåîðèè ÷èñåë, ñòàëè èñòî÷íèêîì ïîñòàíîâêè íî-
âûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ïðîáëåì. Ñòîéêîñòü êðèïòîãðàôè÷åñêèõ àë-
ãîðèòìîâ íàïðÿìóþ çàâèñèò îò íåâîçìîæíîñòè íàéòè áûñòðûå àëãî-
ðèòìû äëÿ ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ çàäà÷, äðóãèìè ñëîâàìè, îò òîãî, ÷òî
íåêîòîðûå çàäà÷è òåîðèè ÷èñåë ñëîæíû â âû÷èñëèòåëüíîì îòíîøå-
íèè.

Ñëîæíîñòü àëãîðèòìîâ òåîðèè ÷èñåë îáû÷íî èçìåðÿþò êîëè÷å-
ñòâîì àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé (ñëîæåíèé, âû÷èòàíèé, óìíîæåíèé
è äåëåíèé ñ îñòàòêîì), íåîáõîäèìûõ äëÿ âûïîëíåíèÿ âñåõ äåéñòâèé,
ïðåäïèñàííûõ àëãîðèòìîì. Âïðî÷åì, ýòî îïðåäåëåíèå íå ó÷èòûâàåò
âåëè÷èíû ÷èñåë, ó÷àñòâóþùèõ â âû÷èñëåíèÿõ. ßñíî, ÷òî ïåðåìíî-
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æèòü äâà ñòîçíà÷íûõ ÷èñëà çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå, ÷åì äâà îäíîçíà÷-
íûõ, õîòÿ è â òîì, è â äðóãîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ ëèøü îäíà àðèô-
ìåòè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ. Ïîýòîìó èíîãäà ó÷èòûâàþò åùå è âåëè÷èíó
÷èñåë, ñâîäÿ äåëî ê òàê íàçûâàåìûì áèòîâûì îïåðàöèÿì, ò.å. îöåíè-
âàÿ êîëè÷åñòâî íåîáõîäèìûõ îïåðàöèé ñ öèôðàìè 0 è 1 â äâîè÷íîé
çàïèñè ÷èñåë (áèòîâàÿ ñëîæíîñòü). Ýòî çàâèñèò îò ðàññìàòðèâàåìîé
çàäà÷è, îò öåëåé àâòîðà è ò.ä.

Íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ ñòðàííûì, ÷òî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ
è äåëåíèÿ ïðèðàâíèâàþòñÿ ïî ñëîæíîñòè ê îïåðàöèÿì ñëîæåíèÿ è
âû÷èòàíèÿ. Æèòåéñêèé îïûò ïîäñêàçûâàåò, ÷òî óìíîæàòü ÷èñëà çíà-
÷èòåëüíî ñëîæíåå, ÷åì ñêëàäûâàòü èõ. Â äåéñòâèòåëüíîñòè æå, âû-
÷èñëåíèÿ ìîæíî îðãàíèçîâàòü òàê, ÷òî íà óìíîæåíèå èëè äåëåíèå
áîëüøèõ ÷èñåë ïîíàäîáèòñÿ íå íàìíîãî áîëüøå áèòîâûõ îïåðàöèé,
÷åì íà ñëîæåíèå. Â ãëàâå 2 îïèñûâàåòñÿ àëãîðèòì Øåíõàãå - Øòðàñ-
ñåíà, îñíîâàííûé íà òàê íàçûâàåìîì áûñòðîì ïðåîáðàçîâàíèè Ôó-
ðüå. Îí òðåáóåò O(n ln n ln ln n) áèòîâûõ îïåðàöèé äëÿ óìíîæåíèÿ
äâóõ n-ðàçðÿäíûõ äâîè÷íûõ ÷èñåë. Òàêèì æå êîëè÷åñòâîì áèòîâûõ
îïåðàöèé ìîæíî îáîéòèñü ïðè âûïîëíåíèè äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì äâóõ
äâîè÷íûõ ÷èñåë, çàïèñûâàåìûõ íå áîëåå, ÷åì n öèôðàìè. Äëÿ ñðàâ-
íåíèÿ îòìåòèì, ÷òî ñëîæåíèå n-ðàçðÿäíûõ äâîè÷íûõ ÷èñåë òðåáóåò
O(n) áèòîâûõ îïåðàöèé. Ãîâîðÿ â ýòîé êíèãå î ñëîæíîñòè àëãîðèò-
ìîâ, ìû áóäåì èìåòü â âèäó êîëè÷åñòâî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé,
íåîáõîäèìûõ äëÿ èõ âûïîëíåíèÿ.

Áûñòðûìè àëãîðèòìàìè îáû÷íî íàçûâàþò òå, ñëîæíîñòü êîòîðûõ
îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé O(Lc), ãäå L êîëè÷åñòâî áèòîâ, íåîáõîäèìûõ
äëÿ çàïèñè âñåé èíôîðìàöèè, ïîäàâàåìîé íà âõîä àëãîðèòìà, à c �
íåêîòîðàÿ àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ïîäîáíûå àëãîðèòìû íàçûâàþò
òàêæå ïîëèíîìèàëüíûìè (êîëè÷åñòâî îïåðàöèé îöåíèâàåòñÿ ïîëèíî-
ìîì îò äëèíû âõîäà çàäà÷è). Òàê, íàïðèìåð, àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ
íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ äâóõ öåëûõ ÷èñåë a è b òðåáóåò O(ln N)
àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, ãäå N = min(| a |, | b |), è ïîòîìó îí ïî-
ëèíîìèàëåí.

Äëÿ ìíîãèõ çàäà÷ àëãîðèòìû ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòè íå èç-
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âåñòíû. Ñëîæíîé, íàïðèìåð, ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ
çàäà÷à.
Ïðèìåð. Äàíî ïðîñòîå ÷èñëî p. Äëÿ çàäàííûõ ÷èñåë a, b ∈ Z òðå-
áóåòñÿ ðåøèòü ñðàâíåíèå

ax ≡ b (mod p). (1)
Ýòà çàäà÷à íîñèò íàçâàíèå äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ. Êàê

èçâåñòíî, ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà (Z/pZ)∗ öèêëè÷íà. Åñëè a � åå
îáðàçóþùàÿ, òî ñðàâíåíèå (1) ïðè p - b âñåãäà ðàçðåøèìî. Îäíàêî
íàõîæäåíèå ðåøåíèÿ ïðè áîëüøîì p ÿâëÿåòñÿ âåñüìà òðóäîåìêîé â
âû÷èñëèòåëüíîì îòíîøåíèè çàäà÷åé. Íå ñëó÷àéíî â êîíöå ïðàêòè÷å-
ñêè âñåõ ó÷åáíèêîâ ïî ýëåìåíòàðíîé òåîðèè ÷èñåë ïðèâîäÿòñÿ òàáëè-
öû èíäåêñîâ � òàê òðàäèöèîííî íàçûâàëèñü äèñêðåòíûå ëîãàðèôìû.
Ëó÷øèå èç èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ,
èñïîëüçóþùèå âû÷èñëåíèÿ â ïîëÿõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë, òðåáóþò
O(exp(c(ln p)1/3(ln ln p)2/3)) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Âïðî÷åì, ýòà
îöåíêà óñëîâíà, èáî îïèðàåòñÿ íà ðÿä íåäîêàçàííûõ ãèïîòåç òåîðèè
÷èñåë.

Â îáëàñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë èìååòñÿ ñïåöèàëüíîå îñíîâàíèå
e = 2, 71828 . . ., ïîçâîëÿþùåå äîñòàòî÷íî áûñòðî âû÷èñëÿòü ëîãà-
ðèôìû ñ ïðîèçâîëüíîé òî÷íîñòüþ. Íàïðèìåð, ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñ
ïîìîùüþ áûñòðî ñõîäÿùåãîñÿ ïðè | x |< 1 ðÿäà

ln
1 + x

1− x
= 2

(
x +

x3

3
+

x5

5
+ . . .

)
.

Ëîãàðèôìû ïî ïðîèçâîëüíîìó îñíîâàíèþ a ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ñ
ïîìîùüþ òîæäåñòâà

loga b =
ln b

ln a
.

Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà ñïðàâåäëèâà è â ñëó÷àå äèñêðåòíûõ ëîãàðèôìîâ,
îäíàêî íåò îñíîâàíèÿ, ïî êîòîðîìó ëîãàðèôìû âû÷èñëÿëèñü áû ñòîëü
æå áûñòðî, êàê íàòóðàëüíûå â ïîëå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à òàêæå âàæíà â êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ïðèëîæå-
íèÿõ è ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé.
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Ïðèìåð. Äàíî ñîñòàâíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N . Òðåáóåòñÿ ðàçëî-
æèòü åãî íà íåòðèâèàëüíûå ìíîæèòåëè.

Åùå Ôåðìà ïðåäëîæèë àëãîðèòì ðàçëîæåíèÿ ÷èñåë íà ìíîæèòåëè.
Ðàçëè÷íûå âèäîèçìåíåíèÿ åãî áûëè ïðåäëîæåíû Ýéëåðîì, Ãàóññîì,
Ëåæàíäðîì è äðóãèìè êëàññèêàìè òåîðèè ÷èñåë. Ñîâðåìåííûå àë-
ãîðèòìû èñïîëüçóþò âû÷èñëåíèÿ â ïîëÿõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë, ýë-
ëèïòè÷åñêèå êðèâûå è ðàçíîîáðàçíûå òåõíè÷åñêèå êîíñòðóêöèè. Íàè-
ëó÷øàÿ èç èçâåñòíûõ îöåíîê ñëîæíîñòè ðàçëîæåíèÿ ÷èñëà N íà ìíî-
æèòåëè èìååò òàêîé æå âèä, êàê è îöåíêà ñëîæíîñòè äèñêðåòíîãî
ëîãàðèôìèðîâàíèÿ, è òàê æå íîñèò óñëîâíûé õàðàêòåð.

Íàñòîÿùàÿ êíèãà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ó÷åáíèê ïî àëãîðèòìè÷åñêîé
òåîðèè ÷èñåë, îðèåíòèðîâàííûé íà âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ðàçëè÷íû-
ìè êðèïòîãðàôè÷åñêèìè ïðèìåíåíèÿìè. Â ïåðâîé ãëàâå äàåòñÿ îáçîð
íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè ÷èñåë, â îñíîâíîì ýëåìåíòàðíûõ, íóæ-
íûõ äëÿ ïîñëåäóþùèõ ãëàâ. Çäåñü èçëîæåíèå îãðàíè÷èâàåòñÿ îïðåäå-
ëåíèÿìè, ôîðìóëèðîâêàìè óòâåðæäåíèé è ðàçáîðîì ïðèìåðîâ. Âòî-
ðàÿ ãëàâà ñîäåðæèò îïèñàíèå ðÿäà áûñòðûõ àëãîðèòìîâ òåîðèè ÷èñåë.
Îáñóæäàþòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûå, óñëîâíûå è âåðîÿòíîñòíûå àëãî-
ðèòìû. Â ïîñëåäíåì ðàçäåëå ýòîé ãëàâû ðàññêàçûâàåòñÿ î äèñêðåòíîì
ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå è åãî èñïîëüçîâàíèè äëÿ ïîñòðîåíèÿ áûñòðûõ
àëãîðèòìîâ óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ öåëûõ ÷èñåë. Ïîñëåäóþùèå ÷åòû-
ðå ãëàâû ðàññìàòðèâàþò âîïðîñû ôàêòîðèçàöèè ìíîãî÷ëåíîâ íàä êî-
íå÷íûìè ïîëÿìè, ïðîâåðêè ÷èñåë íà ïðîñòîòó è ïîñòðîåíèÿ áîëüøèõ
ïðîñòûõ ÷èñåë, ôàêòîðèçàöèè öåëûõ ÷èñåë, äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìè-
ðîâàíèÿ. Ñåäüìàÿ ãëàâà ñîäåðæèò îïèñàíèå òàê íàçûâàåìîãî LLL-
àëãîðèòìà, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæíî íàõîäèòü êîðîòêèå âåêòîðû â
çàäàííîé ðåøåòêå è, â ÷àñòíîñòè, ðåøàòü çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ ñîâìåñò-
íûõ äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé ÷èñåë. Â ïîñëåäíåé ãëàâå îáñóæäà-
þòñÿ âàæíûå äëÿ êðèïòîãðàôèè ñèñòåìà øèôðîâàíèÿ èíôîðìàöèè
RSA, ïðèëîæåíèÿ çàäà÷è äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ, öèôðîâàÿ
ïîäïèñü.

Ýòà êíèãà íàïèñàíà íà îñíîâå êóðñà ïî àëãîðèòìè÷åñêîé òåî-
ðèè ÷èñåë, ÷èòàâøåãîñÿ àâòîðàìè â òå÷åíèå ðÿäà ëåò íà ìåõàíèêî�
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ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÌÃÓ. Àâòîðû áëàãîäàðíû À.Â. Óñòèíîâó
è À.Þ. Íåñòåðåíêî çà ðÿä ïîëåçíûõ çàìå÷àíèé.



Ãëàâà 1

Ýëåìåíòû òåîðèè ÷èñåë

×èñëà
1, 2, 3, . . . , 100, 101, . . .

íàçûâàþòñÿ íàòóðàëüíûìè. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ìíîæåñòâà íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë èñïîëüçóåòñÿ ñèìâîë N. Åñëè ê íèì äîáàâèòü îòðèöàòåëü-
íûå ÷èñëà è íîëü, ïîëó÷èòñÿ ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë. Îíî îáîçíà÷àåò-
ñÿ ñèìâîëîì Z. Ðàññìàòðèâàÿ îòíîøåíèÿ öåëûõ ÷èñåë ñ íåíóëåâûìè
çíàìåíàòåëÿìè, ìîæíî îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë
Q. Â ñâîþ î÷åðåäü ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà ñîñòàâëÿþò ïîäìíîæåñòâî
ñîâîêóïíîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R.

Ýòà ãëàâà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáçîð íåîáõîäèìûõ â äàëüíåéøåì
ñâåäåíèé èç òåîðèè ÷èñåë.

1.1 Äåëèìîñòü öåëûõ ÷èñåë. Àëãîðèòì Åâêëèäà.
Ãîâîðÿò, ÷òî öåëîå ÷èñëî a äåëèòñÿ íà öåëîå ÷èñëî b 6= 0, åñëè íàé-
äåòñÿ öåëîå ÷èñëî c, óäîâëåòâîðÿþùåå ðàâåíñòâó

a = b · c.
Åñëè öåëîå ÷èñëî a äåëèòñÿ íà öåëîå ÷èñëî b, òî b íàçûâàåòñÿ äåëè-
òåëåì, a íàçûâàåòñÿ äåëèìûì, à äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ýòîãî îòíîøåíèÿ
èñïîëüçóåòñÿ ñèìâîë b|a. Åñëè öåëîå ÷èñëî a íå äåëèòñÿ íà b, èñïîëü-
çóåòñÿ îáîçíà÷åíèå b - a.

9
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Äëÿ ëþáûõ öåëîãî ÷èñëà a è íàòóðàëüíîãî b ñóùåñòâóþò åäèí-
ñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëåííûå öåëûå ÷èñëà q, r, óäîâëåòâîðÿþùèå
óñëîâèÿì

a = bq + r, 0 6 r < b.

Îïðåäåëåííûå òàê ÷èñëà r è q íàçûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, îñòàòêîì
îò äåëåíèÿ ÷èñëà a íà b è íåïîëíûì ÷àñòíûì ïðè äåëåíèè a íà b. Â
ñëó÷àå r = 0 ñëîâî �íåïîëíîå� â íàçâàíèè q îïóñêàþò.

Ìíîæåñòâî âñåõ äåëèòåëåé öåëîãî îòëè÷íîãî îò íóëÿ ÷èñëà a êî-
íå÷íî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè d|a, òî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ äåëèìîñòè
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |d| 6 |a|.

Îáùèì äåëèòåëåì öåëûõ ÷èñåë a1, a2, . . . , an íàçûâàåòñÿ ëþáîå öå-
ëîå d ñ óñëîâèåì d|a1, d|a2, . . . , d|an. Åñëè ñðåäè ÷èñåë a1, a2, . . . , an

åñòü íå ðàâíîå íóëþ, òî ìíîæåñòâî îáùèõ äåëèòåëåé ýòèõ ÷èñåë êîíå÷-
íî. Îíî âñåãäà ñîäåðæèò ±1 è ïîòîìó íå ïóñòî. Ãîâîðÿ â äàëüíåéøåì
îá îáùèõ äåëèòåëÿõ ìû, äàæå åñëè ýòî íå îãîâàðèâàåòñÿ îñîáî, âñå-
ãäà áóäåì ïîäðàçóìåâàòü, ÷òî â ñîîòâåòñòâóþùåì íàáîðå a1, a2, . . . , an

ñîäåðæèòñÿ õîòÿ áû îäíî íå ðàâíîå íóëþ ÷èñëî.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì ñîâîêóïíîñòè
öåëûõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøåå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, äåëÿ-
ùåå êàæäîå èç ýòèõ ÷èñåë.

Öåëûå ÷èñëà íàçûâàþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè, åñëè èõ íàèáîëüøèé
îáùèé äåëèòåëü ðàâåí 1.

Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë a1, a2, . . . , an îáîçíà÷àåòñÿ ñèì-
âîëîì ÍÎÄ(a1, . . . , an) èëè ïðîñòî (a1, . . . , an).

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü íåñêîëüêèõ ÷è-
ñåë äåëèòñÿ íà ëþáîé èõ îáùèé äåëèòåëü. Êðîìå òîãî ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

((a1, . . . , an−1), an) = (a1, . . . , an). (1.1)
Ðàâåíñòâî (1.1) ñâîäèò çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëè-
òåëÿ íåñêîëüêèõ ÷èñåë ê òàêîé æå çàäà÷å äëÿ äâóõ ÷èñåë.
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Ïóñòü a > b � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, òðåáóåòñÿ íàéòè (a, b) � èõ
íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü. Çàäà÷à ýòà, êîíå÷íî, ìîæåò áûòü ðå-
øåíà ïóòåì ïåðåáîðà âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë d îò 1 äî b è ïðîâåð-
êè óñëîâèé d|a, d|b. Îäíàêî ýòîò ïóòü òðåáóåò î÷åíü áîëüøîãî îáú¼-
ìà âû÷èñëåíèé. Èçâåñòíûé â Äðåâíåé Ãðåöèè àëãîðèòì, íàçûâàåìûé
àëãîðèòìîì Åâêëèäà, äîñòàòî÷íî áûñòðî íàõîäèò íàèáîëüøèé îáùèé
äåëèòåëü è ïðè ýòîì íå ðàçëàãàåò ÷èñëà íà ìíîæèòåëè.

Ïóñòü r � îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà a íà b, ò.å. a = bq+r, 0 6 r < b.
Ïî ñâîéñòâàì äåëèìîñòè êàæäûé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë b è r äåëèò
÷èñëî bq + r = a è, çíà÷èò, ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó îáùèõ äåëèòåëåé
÷èñåë b è a. Òî÷íî òàê æå, êàæäûé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë a è b äåëèò
÷èñëî a − bq = r, òàê ÷òî ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó îáùèõ äåëèòåëåé
÷èñåë b è r. Îòñþäà ñëåäóåò ñîâïàäåíèå íàèáîëüøèõ îáùèõ äåëèòåëåé
ïàð ÷èñåë a, b è b, r, ò.å. ðàâåíñòâî

(a, b) = (b, r). (1.2)

Ýòî ðàâåíñòâî ïîçâîëÿåò ïðè íàõîæäåíèè íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëè-
òåëÿ çàìåíèòü ïàðó ÷èñåë a, b äðóãîé ïàðîé b, r. Çàìåòèì, ÷òî r < b,
ò.å. îäíî èç äâóõ ÷èñåë, ó÷àñòâóþùèõ â àëãîðèòìå óìåíüøèëîñü. Ïî-
âòîðÿÿ íåñêîëüêî ðàç äåëåíèå ñ îñòàòêîì è çàìåíÿÿ êàæäûé ðàç ïàðó
öåëûõ ÷èñåë íîâîé ìû áóäåì êàæäûé ðàç óìåíüøàòü îäíî èç äâóõ ÷è-
ñåë, ó÷àñòâóþùèõ â ðàáîòå àëãîðèòìà. ßñíî, ÷òî â êàêîé-òî ìîìåíò
îäíî èç ÷èñåë ñòàíåò ðàâíûì 0 è íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü áóäåò
ðàâåí âòîðîìó èç ÷èñåë.

Ðàññìîòðèì àëãîðèòì íåìíîãî ïîäðîáíåå. Ïîëîæèì r0 = a, r1 = b

è îáîçíà÷èì ÷åðåç r2, . . . , rn � ïîñëåäóþùèå äåëèòåëè â àëãîðèòìå
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Åâêëèäà. Òîãäà ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

a =r0 = bq1 + r2, 0 6 r2 < b,

b =r1 = r2q2 + r3, 0 6 r3 < r2,

r2 = r3q3 + r4, 0 6 r4 < r3, (1.3)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

rn−2 = rn−1qn−1 + rn, 0 6 rn < rn−1,

rn−1 = rnqn.

Àëãîðèòì îñòàíàâëèâàåòñÿ, êîãäà äåëåíèå ïðîèçîéäåò áåç îñòàòêà. Â
ïðèâåäåííîì âûøå òåêñòå ïîñëåäíèé îñòàòîê rn+1 = 0. Â ñîîòâåòñòâèè
ñ ðàâåíñòâîì (1.2) íàõîäèì

(a, b) = (b, r2) = (r2, r3) = (r3, r4) = · · · = (rn−1, rn) = (rn, 0) = rn.

Òàêèì îáðàçîì, íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ðàâåí ïîñëåäíåìó äåëè-
òåëþ (îí æå ïîñëåäíèé íåíóëåâîé îñòàòîê) â àëãîðèòìå Åâêëèäà.
Ïðèìåð. Íàéòè íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë 3009 è 894.

Ïîëüçóÿñü àëãîðèòìîì Åâêëèäà, íàõîäèì

3009 = 894 · 3 + 327, 894 = 327 · 3 + 240,

327 = 240 · 1 + 87, 240 = 87 · 2 + 66,

87 = 66 · 1 + 21, 66 = 21 · 21 + 3,

21 = 3 · 7.
Ïîñëåäíèé íåíóëåâîé îñòàòîê ðàâåí 3, ïîýòîìó (3009, 894) = 3.

Àëãîðèòì Åâêëèäà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ íàõîæäåíèÿ ðå-
øåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ x, y óðàâíåíèÿ

ax + by = c, (1.4)

ãäå a, b, c � öåëûå ÷èñëà.
Òåîðåìà 1.1. Óðàâíåíèå (1.4) ðàçðåøèìî â öåëûõ ÷èñëàõ x, y òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà (a, b)|c.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî öåëûå ÷èñëà x0, y0 ñîñòàâëÿþò
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.4). Òàê êàê (a, b)|a è (a, b)|b, èç ñâîéñòâ äåëè-
ìîñòè ñëåäóåò, ÷òî (a, b)|ax0 + by0 = c. Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ (a, b)|c
äëÿ ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (1.4) äîêàçàíà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè ðàññìîòðèì åùå ðàç ðàâåíñòâà
(1.3). Ïåðâîå èç íèõ äà¼ò r2 = a− bq1. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå âî
âòîðîå ðàâåíñòâî, íàõîäèì

r3 = b− r2q2 = b(1 + q1q2)− aq2.

Äàëåå, èç òðåòüåãî �

r4 = r2 − r3q3 = a(1 + q2q3)− b(q1 + q3 + q1q2q3).

Ïðîäîëæàÿ ýòè âû÷èñëåíèÿ, ìîæíî íàéòè ïðåäñòàâëåíèå rn = au+bv

ñ íåêîòîðûìè öåëûìè u, v. Íî ýòî ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî óðàâíåíèå
ax + by = (a, b) èìååò ðåøåíèå x = u, y = v. À ïîñêîëüêó (a, b)|c,
ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (1.4) áóäóò öåëûå ÷èñëà x0 = cu

(a,b) , y0 = cv
(a,b) .

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (1.4) ìíî-
æåñòâî åãî ðåøåíèé áåñêîíå÷íî, è âñå îíè èìåþò âèä

x = x0 +
b

(a, b)
t, y = y0 − a

(a, b)
t, (1.5)

ãäå ïàðà ÷èñåë x0, y0 åñòü êàêîå-ëèáî ôèêñèðîâàííîå ðåøåíèå, à t �
ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî.

1.2 Ïðîñòûå ÷èñëà, îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè
Íàòóðàëüíîå ÷èñëî N > 1 íàçûâàåòñÿ ñîñòàâíûì, åñëè åãî ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìåíüøèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
Åñëè òàêîå ïðåäñòàâëåíèå íåâîçìîæíî, ÷èñëî N íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì.
Íàïðèìåð, ÷èñëà 1111111 è 11111111111 ñîñòàâíûå. Ýòî ñëåäóåò èç
ðàâåíñòâ

1111111 = 239 · 4649, 11111111111 = 21649 · 513239.
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Âñå ñîìíîæèòåëè â ýòèõ ðàâåíñòâàõ � ïðîñòûå ÷èñëà.
Ñóùåñòâóåò ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ñðàâíèòåëüíî ëåãêî îïðåäåëèòü

ñïèñîê âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, äî çàäàííîé ãðàíèöû N . Ýòîò ìåòîä íîñèò
íàçâàíèå ðåøåòî Ýðàòîñôåíà1.

Ðåøåòî Ýðàòîñôåíà [Ýòîò àëãîðèòì íàõîäèò ñïèñîê âñåõ ïðî-
ñòûõ ÷èñåë p1 < p2 < . . . äî çàäàííîé ãðàíèöû N ].

1. Âûïèøåì âñå öåëûå ÷èñëà 2, 3, 4, 5, . . . , N−1, N . Ïîëîæèì p1 =
2 è íà÷èíàÿ ñ 4 = p2

1 áóäåì âû÷åðêèâàòü ÷èñëà, äâèãàÿñü ñ øàãîì 2.
(Çàìåòèì, ÷òî âñå ÷èñëà, âû÷åðêíóòûå íà ýòîì øàãå àëãîðèòìà
� ÷åòíû, ò.å. äåëÿòñÿ íà 2.)

2. Ïóñòü k > 2 è óæå îïðåäåëåíû ÷èñëà p1, . . . , pk−1. Îáîçíà÷èì
÷åðåç pk ïåðâîå íåâû÷åðêíóòîå ÷èñëî, ñëåäóþùåå çà pk−1. Åñëè p2

k >

N , îáîçíà÷àåì ÷åðåç pk+1, pk+2, . . . âñå îñòàâøèåñÿ íåâû÷åðêíóòûìè
÷èñëà, ñëåäóþùèå çà pk â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ; íà ýòîì àëãîðèòì
çàâåðøàåò ñâîþ ðàáîòó.

3. Åñëè p2
k 6 N , âû÷åðêèâàåì ÷èñëà, íà÷èíàÿ ñ p2

k è äâèãàÿñü äî
N ñ øàãîì pk. Âû÷åðêíóòûå ðàíåå ÷èñëà, òàêæå ïðèíèìàþòñÿ â
ó÷åò, íî íå âû÷åðêèâàþòñÿ åùå ðàç. Ïî çàâåðøåíèè ýòîé ïðîöåäóðû
àëãîðèòì óâåëè÷èâàåò èíäåêñ k íà åäèíèöó è ïåðåõîäèò â øàã 2.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ïðîöåññå ðàáîòû ðåøåòà Ýðàòîñôåíà âû÷åð-
êèâàþòñÿ òîëüêî ñîñòàâíûå, à âñå ïðîñòûå ÷èñëà îñòàþòñÿ íåâû÷åðê-
íóòûìè. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî âñå îñòàâøèåñÿ íåâû÷åðêíóòûìè ïî
îêîí÷àíèè ðàáîòû àëãîðèòìà ÷èñëà ïðîñòû.

Ïðîñòûå ÷èñëà ñîñòàâëÿþò äîâîëüíî áîëüøóþ ÷àñòü íàòóðàëüíîãî
ðÿäà. Ñ ïîìîùüþ ðåøåòà Ýðàòîñôåíà, âû÷åðêíóâ ñðåäè öåëûõ ÷èñåë
2, . . . , 100 âñå ÷èñëà, äåëÿùèåñÿ íà 2, 3, 5, 7, ìîæíî îïðåäåëèòü ñïèñîê
âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë p 6 100. Îí ñîñòîèò èç 25 ïðîñòûõ ÷èñåë

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41,

43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97.

1Ýðàòîñôåí (276-196ã. äî íàøåé ýðû) � äðåâíåãðå÷åñêèé ìàòåìàòèê, ãåîãðàô è àñòðîíîì.
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Áîëåå ñëîæíûé àëãîðèòì ïîçâîëèë íàéòè, ÷òî ñðåäè ïåðâûõ 1016 íà-
òóðàëüíûõ èìååòñÿ 279238341033925 ïðîñòûõ ÷èñåë. Íàèáîëüøèå èç
èçâåñòíûõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðîñòûõ ÷èñåë èìåþò âèä

224036583 − 1, 225964951 − 1, 230402457 − 1, 232582657 − 1.

Áîëüøåå èç íèõ çàïèñûâàåòñÿ 9808358 öèôðàìè. Îíî áûëî íàéäåíî
â ñåíòÿáðå 2006ã. Ñëåäèòü çà äîñòèæåíèÿìè â ýòîé îáëàñòè ìîæíî â
Èíòåðíåòå ïî àäðåñó http://primes.utm.edu/largest.html .

Óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâîâàíèè ñêîëü óãîäíî áîëüøèõ ïðîñòûõ ÷è-
ñåë, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, î áåñêîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë
íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé Åâêëèäà2.

Òåîðåìà 1.2. Ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íî.

Òåîðåìà 1.3 (Îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè). Êàæäîå öåëîå ÷èñ-
ëî, áîëüøåå åäèíèöû, ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ÷èñåë
è ïðèòîì åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì, åñëè íå ó÷èòûâàòü ïîðÿäîê ñî-
ìíîæèòåëåé.

Òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî äâà ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë ìîãóò
áûòü ðàâíû äðóã äðóãó ëèøü â ñëó÷àå, åñëè îíè èìåþò îäèíàêîâûå
ñîìíîæèòåëè è, âîçìîæíî, îòëè÷àþòñÿ ïîðÿäêîì èõ ñëåäîâàíèÿ.

Ñðåäè ïðîñòûõ ñîìíîæèòåëåé, ïðèñóòñòâóþùèõ â ðàçëîæåíèè n =
p1 · · · pr ìîãóò áûòü è îäèíàêîâûå. Íàïðèìåð, 25 = 5 · 5 = 52. Èõ
ìîæíî îáúåäèíèòü âìåñòå, âîñïîëüçîâàâøèñü îïåðàöèåé âîçâåäåíèÿ
â ñòåïåíü. Êðîìå òîãî, ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè ìîæíî óïîðÿäî÷èòü ïî
âåëè÷èíå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ðàçëîæåíèå

n = pα1
1 · · · pαk

k , p1 < p2 < . . . < pk.

Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì
íà ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè. Íàïðèìåð, êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ÷èñëà
2520 èìååò âèä 2520 = 23 · 32 · 5 · 7.

2Òåîðåìà î ïðîñòûõ ÷èñëàõ ñîäåðæèòñÿ â IX êíèãå �Íà÷àë� Åâêëèäà. Ïî íåêîòîðûì êîñâåí-
íûì äàííûì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îí æèë â Àëåêñàíäðèè â III âåêå äî íàøåé ýðû.
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Íàáîð ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñåë, à òàêæå íàáîð ïîêàçàòåëåé ñòå-
ïåíè αj îïðåäåëÿþòñÿ ïî ÷èñëó n åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì. Äëÿ êðà-
òíîñòè âõîæäåíèÿ ïðîñòîãî ÷èñëà p â êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ÷èñ-
ëà n áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèå νp(n). Åñëè n íå äåëèòñÿ íà
ïðîñòîå p, áóäåì ñ÷èòàòü νp(n) = 0. Íàïðèìåð,

ν2(2520) = 3, ν3(2520) = 2, ν11(2520) = 0.

Äëÿ ëþáûõ äâóõ öåëûõ ÷èñåë a, b è ïðîñòîãî ÷èñëà p âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî

νp(ab) = νp(a) + νp(b). (1.6)
Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî öåëîå ÷èñëî n äåëèòñÿ íà ÷èñëî
d â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p
âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

νp(d) 6 νp(n). (1.7)

Ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè áîëüøèõ ÷èñåë � î÷åíü òðóäî-
åìêàÿ çàäà÷à, â ãëàâå 5 ìû îáñóäèì íåêîòîðûå àëãîðèòìû åå ðåøåíèÿ.

Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì π(x) êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë p, ñ óñëîâè-
åì p 6 x. Âûøå ñ ïîìîùüþ ðåøåòà Ýðàòîñôåíà óñòàíîâëåíî, ÷òî
π(100) = 25. ßñíî, ÷òî ñ ðîñòîì x ôóíêöèÿ π(x) âîçðàñòàåò. Òåîðåìà
1.3 ðàâíîñèëüíà óòâåðæäåíèþ π(x) →∞ ïðè x →∞.

Âïåðâûå äîñòàòî÷íî òî÷íûå ãðàíèöû èçìåíåíèÿ ôóíêöèè π(x) áû-
ëè óñòàíîâëåíû â 1850ã. Ï.Ë. ×åáûøåâûì3.
Òåîðåìà 1.4. Ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ x ñïðàâåäëèâû íåðàâåí-
ñòâà

a
x

ln x
6 π(x) 6 b

x

ln x
, (1.8)

ãäå a = 0, 921 . . . , b = 1, 105 . . ..
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçâåñòíû íàìíîãî áîëåå òî÷íûå íåðàâåíñòâà

x

ln x + 2
< π(x) <

x

ln x− 4
, x > 55.

3Ðóññêèé ìàòåìàòèê Ïàôíóòèé Ëüâîâè÷ ×åáûøåâ, 1821�1894
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1.3 Ôóíêöèÿ Ýéëåðà è åå ñâîéñòâà
Äëÿ êàæäîãî öåëîãî ÷èñëà n > 1 îáîçíà÷èì ñèìâîëîì ϕ(n) êîëè÷å-
ñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ n è âçàèìíî ïðîñòûõ ñ n.
Äðóãèìè ñëîâàìè ϕ(n) åñòü êîëè÷åñòâî öåëûõ ÷èñåë k, óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ óñëîâèÿì

1 6 k 6 n, (k, n) = 1.

Òàê îïðåäåëåííóþ ôóíêöèþ íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà n íàçûâàþò
ôóíêöèåé Ýéëåðà.

Â ÷àñòíîñòè, èìååì ϕ(1) = 1. Äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p èìååì
ϕ(p) = p− 1, à òàêæå

ϕ(pr) = pr − pr−1 = pr · (1− p−1)

ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì r. Ñâîéñòâà ôóíêöèè Ýéëåðà îïèñûâàþòñÿ
ñëåäóþùåé òåîðåìîé.
Òåîðåìà 1.5. 1. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n > 2 âûïîëíÿåòñÿ ðà-
âåíñòâî

ϕ(n) = n ·
∏

p|n

(
1− 1

p

)
.

2. Ôóíêöèÿ Ýéëåðà ìóëüòèïëèêàòèâíà, ò.å. äëÿ ëþáûõ äâóõ íàòó-
ðàëüíûõ âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë a è b èìååì

ϕ(a · b) = ϕ(a) · ϕ(b).

3. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
∑

d|n
ϕ(d) = n.

1.4 Ñðàâíåíèÿ
Ïóñòü m > 1 öåëîå ÷èñëî. Äâà öåëûõ ÷èñëà a è b íàçûâàþòñÿ ñðàâíè-
ìûìè ïî ìîäóëþ m, åñëè m|(a− b), ò.å. åñëè èõ ðàçíîñòü äåëèòñÿ íà
m. ×èñëî m íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì ñðàâíåíèÿ.
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Îòíîøåíèå ñðàâíèìîñòè îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì a ≡ b (mod m) è
îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ëåãêî ïðîâåðÿåìûìè ñâîéñòâàìè.

1. a ≡ a (mod m) äëÿ ëþáîãî öåëîãî a.

2. Åñëè a ≡ b (mod m), òî b ≡ a (mod m).

3. Åñëè a ≡ b (mod m) è b ≡ c (mod m), òî a ≡ c (mod m).

4. Åñëè a ≡ b (mod m), c ≡ d (mod m), òî

a + c ≡ b + d (mod m),

a− c ≡ b− d (mod m),

a · c ≡ b · d (mod m),

ò.å. ñðàâíåíèÿ ïî îäíîìó è òîìó æå ìîäóëþ ìîæíî ïî÷ëåííî
ñêëàäûâàòü âû÷èòàòü è óìíîæàòü.

Èç ñâîéñòâà 4 ñëåäóåò òàêæå, ÷òî ê ëþáîé èç ÷àñòåé ñðàâíåíèÿ ìîæíî
ïðèáàâèòü ëþáîå öåëîå ÷èñëî, îáå ÷àñòè ñðàâíåíèÿ ìîæíî óìíîæèòü
íà îäíî è òî æå öåëîå ÷èñëî è âîçâåñòè â îäíó è òó æå íàòóðàëüíóþ
ñòåïåíü. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àòñÿ âåðíûå ñðàâíåíèÿ.

Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè a ≡ b (mod m) è P (x) �
ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, òî

P (a) ≡ P (b) (mod m).

Ïîäîáíîå ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ îò íåñêîëüêèõ ïå-
ðåìåííûõ.

Îòìåòèì åùå íåñêîëüêî ñâîéñòâ ñðàâíåíèé.

5. Åñëè ab ≡ ac (mod m) è (a,m) = 1, òî b ≡ c (mod m).

6. Îáå ÷àñòè ñðàâíåíèÿ è ìîäóëü ìîæíî óìíîæèòü íà ëþáîå îò-
ëè÷íîå îò íóëÿ ÷èñëî, ò.å. èç ñðàâíåíèÿ a ≡ b (mod m) ïðè
d 6= 0 ñëåäóåò ad ≡ bd (mod md).
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7. Îáå ÷àñòè ñðàâíåíèÿ è ìîäóëü ìîæíî ðàçäåëèòü íà èõ îáùèé
ìíîæèòåëü, ò.å. èç ñðàâíåíèÿ ad ≡ bd (mod md) ïðè d 6= 0
ñëåäóåò a ≡ b (mod m).

8. Åñëè a ≡ b (mod m), òî (a,m) = (b, m).

9. Åñëè a ≡ b (mod m) è d|m, òî a ≡ b (mod d).

10. Åñëè ñðàâíåíèå a ≡ b èìååò ìåñòî ïî íåñêîëüêèì ìîäóëÿì, òî
îíî èìååò ìåñòî è ïî ìîäóëþ, ðàâíîìó íàèìåíüøåìó îáùåìó
êðàòíîìó ýòèõ ìîäóëåé.

Ñâîéñòâà ñðàâíåíèé 1�3 îçíà÷àþò, ÷òî âñ¼ ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë
ðàçáèâàåòñÿ â îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ, ñîñòîÿ-
ùèõ èç ÷èñåë, ïîïàðíî ñðàâíèìûõ ìåæäó ñîáîé. Ýòè ïîäìíîæåñòâà
íàçûâàþòñÿ êëàññàìè âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m. Ýëåìåíòû êàæäîãî èç
ïîäìíîæåñòâ íàçûâàþòñÿ âû÷åòàìè ýòîãî êëàññà. Êëàññ âû÷åòîâ, ñî-
äåðæàùèé öåëîå ÷èñëî a áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ a. Òàêèì îáðàçîì, a = b,
åñëè è òîëüêî åñëè a ≡ b (mod m). Íàïðèìåð, êëàññ âû÷åòîâ 0 ñîñòî-
èò èç âñåõ ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà m.

Ñóùåñòâóåò ðîâíî m êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m. Êàæäûé èç
íèõ ñîäåðæèò åäèíñòâåííîå öåëîå ÷èñëî r èç ïðîìåæóòêà 0 6 r <

m, íàçûâàåìîå íàèìåíüøèì íåîòðèöàòåëüíûì âû÷åòîì êëàññà. Íà
ìíîæåñòâå êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m ìîæíî ââåñòè îïåðàöèè ñëî-
æåíèÿ, âû÷èòàíèÿ è óìíîæåíèÿ ïî ïðàâèëàì

a + b = a + b, a− b = a− b, a · b = a · b. (1.9)

Ñâîéñòâî 4 ñðàâíåíèé ïîêàçûâàåò, ÷òî òàê îïðåäåëåííûå îïåðàöèè
íå çàâèñÿò îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëåé êëàññîâ a è b è äåéñòâèòåëü-
íî ÿâëÿþòñÿ îïåðàöèÿìè ìåæäó êëàññàìè âû÷åòîâ. Ìíîæåñòâî êëàñ-
ñîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m ñ òàê îïðåäåëåííûìè îïåðàöèÿìè ÿâëÿåòñÿ
êîììóòàòèâíûì êîëüöîì � êîëüöîì êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m.
Îíî îáîçíà÷àåòñÿ Z/mZ. Â ýòîì êîëüöå, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîãóò áûòü
äåëèòåëè íóëÿ. Íàïðèìåð, ïðè m = 6 èìååì 3 · 4 = 12 = 0.
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Åñëè a � öåëîå ÷èñëî, âçàèìíî ïðîñòîå ñ ìîäóëåì m, òî íàéäåòñÿ
öåëîå ÷èñëî b, óäîâëåòâîðÿþùåå ñðàâíåíèþ

ab ≡ 1 (mod m). (1.10)

Òîãäà ab = ab = 1 è êëàññ âû÷åòîâ a îáðàòèì. Åñëè æå (a, m) > 1,
òî, êàê ëåãêî âèäåòü, êëàññ âû÷åòîâ a åñòü äåëèòåëü íóëÿ â êîëüöå
∈ Z/mZ è ïîòîìó îáðàòèìûì áûòü íå ìîæåò. Èòàê, êëàññ âû÷åòîâ a

îáðàòèì, åñëè è òîëüêî åñëè (a,m) = 1.
Ïî ñâîéñòâó 8 ñðàâíåíèé, åñëè íåêîòîðûé êëàññ âû÷åòîâ ñîäåð-

æèò ÷èñëî a, âçàèìíî ïðîñòîå ñ ìîäóëåì, òî âñå âû÷åòû ýòîãî êëàññà
áóäóò âçàèìíî ïðîñòûìè ñ ìîäóëåì. Ïîýòîìó ñðåäè âñåõ êëàññîâ âû-
÷åòîâ âûäåëÿþòñÿ êëàññû, ñîñòîÿùèå èç ýëåìåíòîâ, âçàèìíî ïðîñòûõ
ñ ìîäóëåì. Ýòè êëàññû èìåþò âèä k äëÿ 0 6 k < m è (k, m) = 1. Êî-
ëè÷åñòâî òàêèõ ÷èñåë k ðàâíî ϕ(m), ò.å. çàäà¼òñÿ ôóíêöèåé Ýéëåðà.

Òåîðåìà 1.6. Ìíîæåñòâî êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m ñ îïåðàöè-
ÿìè, îïðåäåëåííûìè ðàâåíñòâàìè (1.10), îáðàçóåò êîëüöî ñ åäèíè-
öåé. Ãðóïïà îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ ýòîãî êîëüöà ñîñòîèò èç ϕ(m)
êëàññîâ, ñîäåðæàùèõ ÷èñëà, âçàèìíî ïðîñòûå ñ ìîäóëåì.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ìîäóëü m = p åñòü ïðîñòîå ÷èñëî, ò.å. ϕ(m) =
p − 1, òî êàæäûé êëàññ âû÷åòîâ, îòëè÷íûé îò 0 èìååò îáðàòíûé â
êîëüöå Z/pZ. Êîëüöî êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ åñòü ïîëå.
Îíî îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëàìè GF (p) èëè Fp.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå áûëî äîêàçàíî â 1760ã. Ë. Ýéëåðîì è íî-
ñèò åãî èìÿ.

Òåîðåìà 1.7. Äëÿ êàæäîãî öåëîãî ÷èñëà a, âçàèìíî ïðîñòîãî ñ ìî-
äóëåì m, âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå

aϕ(m) ≡ 1 (mod m).

Íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî d ñ óñëîâèåì ad ≡ 1 (mod m) íà-
çûâàåòñÿ ïîêàçàòåëåì ÷èñëà a ïî ìîäóëþ m. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî k
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óäîâëåòâîðÿåò ñðàâíåíèþ ak ≡ 1 (mod m) â òîì è òîëüêî òîì ñëó-
÷àå, êîãäà d|k. Â ÷àñòíîñòè, d|ϕ(m).

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû Ýéëåðà, â êîòîðîì m = p

åñòü ïðîñòîå ÷èñëî. Òîãäà ϕ(p) = p − 1 è ïîëó÷àåòñÿ óòâåðæäåíèå,
íàçûâàåìîå ìàëîé òåîðåìîé Ôåðìà.
Òåîðåìà 1.8. Åñëè öåëîå ÷èñëî a íå äåëèòñÿ íà ïðîñòîå ÷èñëî p,
òî

ap−1 ≡ 1 (mod p).

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì öåëîì a ÷èñëî ap − a =
a(ap−1 − 1) äåëèòñÿ íà p.

1.5 Ñðàâíåíèÿ ñ îäíèì íåèçâåñòíûì
Ïóñòü äàíû öåëîå ÷èñëî m > 2 è ìíîãî÷ëåí f(x) = anx

n+. . .+a1x+a0

ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ãîâîðÿò, ÷òî öåëîå ÷èñëî u óäîâëåòâîðÿåò
ñðàâíåíèþ

anx
n + . . . + a1x + a0 ≡ 0 (mod m), (1.11)

åñëè f(u) ≡ 0 (mod m). Ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ öåëûõ ÷èñåë,
óäîâëåòâîðÿþùèõ (1.11), åñëè îíî íå ïóñòî, ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
îáúåäèíåíèÿ íåñêîëüêèõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäó-
ëþ m. Êàæäûé êëàññ âû÷åòîâ, ñîñòîÿùèé èç ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ
(1.11), íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì ñðàâíåíèÿ (1.11), à êîëè÷åñòâî òàêèõ
êëàññîâ âû÷åòîâ, íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì ðåøåíèé ýòîãî ñðàâíåíèÿ. ×èñëî
ðåøåíèé ñðàâíåíèÿ (1.11) åñòü ÷èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ f(x) = 0 â
êîëüöå Z/mZ. Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà f(x) çàìåíÿþòñÿ
èõ êëàññàìè âû÷åòîâ â êîëüöå Z/mZ.

Ñîãëàñíî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà êàæäîå öåëîå ÷èñëî óäîâëåòâîðÿ-
åò ñðàâíåíèþ xp − x ≡ 0 (mod p) ïðè ïðîñòîì p. Ïîýòîìó êàæäûé
êëàññ âû÷åòîâ êîëüöà Z/pZ åñòü ðåøåíèå ýòîãî ñðàâíåíèÿ, à ÷èñëî
åãî ðåøåíèé ðàâíî p.

Åñëè êîýôôèöèåíò ïðè ñòàðøåé ñòåïåíè x â (1.11) íå äåëèòñÿ íà
m, ò.å. m - an, òî ãîâîðÿò, ÷òî ñòåïåíü ñðàâíåíèÿ (1.11) ðàâíà n.
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Êàæäîå ñðàâíåíèå ïåðâîé ñòåïåíè ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

ax ≡ b (mod m), m - a. (1.12)

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò î òàêèõ ñðàâíåíèÿõ åñòü

Òåîðåìà 1.9. Ñðàâíåíèå (1.12) ðàçðåøèìî åñëè è òîëüêî åñëè, b äå-
ëèòñÿ íà íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü (a,m). Êîëè÷åñòâî ðåøåíèé
â ýòîì ñëó÷àå ðàâíî (a,m).

Ïðè ðåøåíèè íåêîòîðûõ çàäà÷ âîçíèêàåò ïîòðåáíîñòü íàéòè öå-
ëûå ÷èñëà x, óäîâëåòâîðÿþùèå îäíîâðåìåííî íåñêîëüêèì ñðàâíåíè-
ÿì. Êàê è â ñëó÷àå óðàâíåíèé ïðè ýòîì ãîâîðÿò, ÷òî òðåáóåòñÿ ðåøèòü
ñèñòåìó ñðàâíåíèé.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìû ñðàâíåíèé ñïåöèàëüíîãî âèäà




x ≡ a1 (mod m1),

x ≡ a2 (mod m2),

. . . . . . . . . . . . . . .

x ≡ ak (mod mk),

(1.13)

ãäå mi > 0, ai � çàäàííûå öåëûå ÷èñëà. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå
áûëî èçâåñòíî â Êèòàå ïðèìåðíî 2 òûñÿ÷åëåòèÿ íàçàä. Â íàñòîÿùåå
âðåìÿ îíî íîñèò íàçâàíèå �êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ�.

Òåîðåìà 1.10. Åñëè m1, . . . , mk ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû, òî ñè-
ñòåìà ñðàâíåíèé (1.13) ðàçðåøèìà è èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
ïî ìîäóëþ M = m1 · · ·mk.

Îïðåäåëèì öåëûå ÷èñëà Mi, bi ñîîòíîøåíèÿìè

Mi =
M

mi
, Mibi ≡ ai (mod mi), 1 6 i 6 k,

è ïîëîæèì
x0 = M1b1 + . . . + Mkbk. (1.14)

Ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå (1.13), ñîñòàâ-
ëÿåò êëàññ âû÷åòîâ x ≡ x0 (mod M).
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Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëà bi îïðåäåëÿþòñÿ íå åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì.
Ïðè èñïîëüçîâàíèè òåîðåìû 1.10 äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ñðàâíåíèé, ñëå-
äóåò âûáèðàòü òå èç íèõ, êîòîðûå äàþò ïî âîçìîæíîñòè ìåíüøèå çíà-
÷åíèÿ x0.

Äàëåå ðàññìîòðèì ñðàâíåíèÿ âèäà

f(x) = anx
n + . . . + a1x + a0 ≡ 0 (mod p), p - an, (1.15)

ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, äîêàçàííîå Ëàãðàí-
æåì â 1768ã., íîñèò åãî èìÿ.

Òåîðåìà 1.11. Ñðàâíåíèå (1.15) èìååò íå áîëåå n ðåøåíèé.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ñîñòàâíîãî ìîäóëÿ, äàæå ïðè n = 1, óòâåðæäåíèå
òåîðåìû ìîæåò íàðóøàòüñÿ, ñì., íàïðèìåð, òåîðåìó 1.9.

Ïðè ðåøåíèè ïîëèíîìèàëüíûõ ñðàâíåíèé ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ñëå-
äóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 1.12. Äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p cïðàâåäëèâî ñðàâíå-
íèå

xp − x ≡ x(x− 1)(x− 2) · · · (x− p + 1) (mod p), (1.16)

ò.å. êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ïåðåìåííîé x â ëåâîé
è ïðàâîé ÷àñòÿõ (1.16) ñðàâíèìû ìåæäó ñîáîé ïî ìîäóëþ p.

Òåîðåìà 1.13. Ïóñòü

f(x) = (xp − x)g(x) + r(x), r(x) ∈ Z[x], deg r(x) < p.

Òîãäà ìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñðàâíåíèÿì

f(x) ≡ 0 (mod p) è r(x) ≡ 0 (mod p),

ñîâïàäàþò. Äðóãèìè ñëîâàìè, êàæäîå ñðàâíåíèå (1.15) ìîæíî çà-
ìåíèòü ðàâíîñèëüíûì åìó ñðàâíåíèåì ñòåïåíè íå ïðåâîñõîäÿùåé
p− 1.
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Èíîãäà ñòåïåíü ñðàâíåíèÿ ìîæíî åùå óìåíüøèòü, íå èçìåíÿÿ ïðè
ýòîì ìíîæåñòâà ðåøåíèé. Äëÿ îïèñàíèÿ ýòîãî ñïîñîáà óäîáíî âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî êîëüöî êëàññîâ âû÷åòîâ Z/pZ ïî ïðîñòîìó ìî-
äóëþ p ÿâëÿåòñÿ ïîëåì. Äëÿ êðàòêîñòè ìû áóäåì îáîçíà÷àòü åãî ñèì-
âîëîì Fp. Èç òåîðåìû 1.12 ïîëó÷àåì, ÷òî â êîëüöå Fp[x] âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî xp−x = x(x−1) · · · (x−p+1). Ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ
â ýòîì ðàâåíñòâå âìåñòî ÷èñåë 1, 2, . . . , p− 1 äîëæíû áûëè áû ñòîÿòü
êëàññû âû÷åòîâ 1, 2, . . . , p− 1, íî äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè ìû ÷åðòî÷êè
íå ñòàâèì.

Ïðè ëþáîì ïðîñòîì p â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ Fp[x], âûïîëíÿÿ äåëå-
íèå ñ îñòàòêîì, ìîæíî âû÷èñëÿòü íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü äâóõ
ìíîãî÷ëåíîâ. Ýòîò àëãîðèòì ïîäîáåí àëãîðèòìó Åâêëèäà äëÿ öåëûõ
÷èñåë è íîñèò òî æå íàçâàíèå. Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëå-
íîâ f(x) è g(x) â êîëüöå Fp[x] îïðåäåëåí íå åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì,
à ñ òî÷íîñòüþ äî íåíóëåâîãî ìíîæèòåëÿ èç ïîëÿ êîýôôèöèåíòîâ. Êàê
è äëÿ öåëûõ ÷èñåë, áóäåì îáîçíà÷àòü åãî ñèìâîëîì (f(x), g(x)). Ïðè
ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí (f(x), g(x)) óíèòàðåí, ò.å. åãî êî-
ýôôèöèåíò ïðè ñòàðøåé ñòåïåíè x ðàâåí 1.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò, íå íàðóøàÿ ðàâíîñèëüíîñòè,
ïîíèçèòü ñòåïåíü ñðàâíåíèÿ áîëüøå, ÷åì òåîðåìà 1.13.

Òåîðåìà 1.14. Ïóñòü f(x) è d(x) � ìíîãî÷ëåíû ñ öåëûìè êîýôôè-
öèåíòàìè, ïðè÷åì, åñëè ðàññìàòðèâàòü èõ êàê ìíîãî÷ëåíû èç êîëü-
öà Fp[x], òî d(x) åñòü íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü f(x) è xp − x.
Òîãäà ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñðàâíåíèé

f(x) ≡ 0 (mod p), è d(x) ≡ 0 (mod p) (1.17)

îäèíàêîâû.

Êîíå÷íî, êðàòíîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèé (1.17) ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ.
Äëÿ âûÿñíåíèÿ âîïðîñà î ðàçðåøèìîñòè ñðàâíåíèÿ âòîðîé ñòåïåíè

ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ ìîæíî èñïîëüçîâàòü òàê íàçûâàåìûå ñèìâîëû
Ëåæàíäðà è ßêîáè, ñì. �2.2.
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Êîëüöî Fp[x] èìååò ìíîãî îáùåãî ñ êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë Z. Â íåì
íå òîëüêî âûïîëíÿåòñÿ àëãîðèòì Åâêëèäà äëÿ íàõîæäåíèÿ íàèáîëü-
øåãî îáùåãî äåëèòåëÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ. Íàïðèìåð, ìîæíî ââåñòè
ïîíÿòèå ñðàâíèìîñòè ìíîãî÷ëåíîâ ïî ìîäóëþ m(x) ∈ Fp[x], ïîëà-
ãàÿ äâà ìíîãî÷ëåíà f(x), g(x) ∈ Fp[x] ñðàâíèìûìè, åñëè ðàçíîñòü
f(x) − g(x) äåëèòñÿ íà m(x). Ýòî ñâîéñòâî ìîæíî îáîçíà÷àòü ñèì-
âîëîì f(x) ≡ g(x) (mod m(x)). Äëÿ òàêèõ ñðàâíåíèé âûïîëíÿþòñÿ
ñâîéñòâà, ïîäîáíûå ñâîéñòâàì ñðàâíåíèé èç ïàðàãðàôà 1.4.

Àíàëîãèþ ìåæäó êîëüöàìè Z è Fp[x] ìîæíî ïðîäîëæèòü, îáúåäè-
íèâ ñðàâíèìûå ìåæäó ñîáîé ìíîãî÷ëåíû â êëàññû âû÷åòîâ, îïðåäå-
ëèâ íà ýòèõ êëàññàõ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ, è
ðàññìîòðåâ êîëüöî Fp[x]/(m(x)) êëàññîâ âû÷åòîâ ìíîãî÷ëåíîâ ïî ìî-
äóëþ m(x). Êàæäûé êëàññ âû÷åòîâ ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò
âèäà c0+c1x+ . . .+cd−1x

d−1, ãäå d = deg m(x) è cj ∈ Fp. Òàê ÷òî êîëü-
öî êëàññîâ âû÷åòîâ êîíå÷íî è ñîñòîèò, êàê ëåãêî âèäåòü, èç q = pd

ýëåìåíòîâ. Åñëè ìíîãî÷ëåí m(x) íåïðèâîäèì, òî êàæäûé íåíóëåâîé
ýëåìåíò êîëüöà âû÷åòîâ Fp[x]/(m(x)) îáðàòèì, è ýòî êîëüöî åñòü ïî-
ëå, îáîçíà÷àåìîå Fq, ãäå q = pd è d = deg m(x). Êàæäûé ýëåìåíò
α ∈ Fq óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó αq − α = 0.

Âåðíåìñÿ ê êîëüöó Z è ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ìîäóëü ñðàâíå-
íèÿ åñòü ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà p, ò.å. m = pk, k > 2. Åñëè f(x) �
ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè è öåëîå ÷èñëî a óäîâëåòâîðÿåò
ñðàâíåíèþ f(x) ≡ 0 (mod pk), òî pk|f(a). Íî òîãäà p|f(a), òàê ÷òî a
óäîâëåòâîðÿåò ñðàâíåíèþ f(x) ≡ 0 (mod p). Îòñþäà ìîæíî ñäåëàòü
äâà çàêëþ÷åíèÿ.

1. Åñëè ñðàâíåíèå f(x) ≡ 0 (mod p) íå èìååò ðåøåíèé, òî íè ïðè
êàêîì k > 2 ñðàâíåíèå f(x) ≡ 0 (mod pk) òàêæå íå èìååò ðåøåíèé.

2. Äëÿ êàæäîãî ÷èñëà a, óäîâëåòâîðÿþùåãî ñðàâíåíèþ f(x) ≡ 0
(mod pk) íàéäåòñÿ ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ f(x) ≡ 0 (mod p), ñðàâíèìîå
ñ a ïî ìîäóëþ p.

Òàêèì îáðàçîì ðåøåíèå ñðàâíåíèé ïî ìîäóëþ, ðàâíîìó ñòåïåíè
ïðîñòîãî ÷èñëà p, ñâîäèòñÿ, âî-ïåðâûõ, ê âûÿñíåíèþ ðàçðåøèìîñòè
ñðàâíåíèÿ ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ p, è, â ñëó÷àå ðàçðåøèìîñòè, ïîèñ-
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êó ðåøåíèé ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ. À âî-âòîðûõ, ê ïîèñêó ðåøåíèé
ñðàâíåíèÿ ïî ìîäóëþ pk, ñðàâíèìûõ ñ ôèêñèðîâàííûì ðåøåíèåì ïî
ïðîñòîìó ìîäóëþ.

Ïåðâûé øàã áóäåò îáñóæäàòüñÿ â ãëàâå 3. Âòîðîé øàã îñíîâàí íà
ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.

Òåîðåìà 1.15. Ïóñòü f(x) � ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè
è x1 � öåëîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

f(x1) ≡ 0 (mod p), f ′(x1) 6≡ 0 (mod p).

Òîãäà ïðè ëþáîì k > 1 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñðàâíå-
íèÿ f(x) ≡ 0 (mod pk), ñîäåðæàùååñÿ â êëàññå âû÷åòîâ, ñîñòîÿùåì
èç ÷èñåë x, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñðàâíåíèþ x ≡ x1 (mod p).

Ïîä ïðîèçâîäíîé ìíîãî÷ëåíà f(x) = anx
n + . . . + a1x + a0 â ôîð-

ìóëèðîâêå òåîðåìû ïîíèìàåòñÿ ìíîãî÷ëåí

f ′(x) = nanx
n−1 + (n− 1)an−1x

n−2 + . . . + a1

Ðàññìîòðèì ñðàâíåíèÿ âèäà

xn ≡ a (mod pα), (1.18)

ãäå p � ïðîñòîå íå÷åòíîå ÷èñëî è α � íàòóðàëüíîå. Áóäåì òàêæå
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî a � öåëîå ÷èñëî, âçàèìíî ïðîñòîå ñ p. Ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà äàåò êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè ñðàâíåíèÿ (1.18).

Òåîðåìà 1.16. Â óêàçàííûõ âûøå óñëîâèÿõ ñðàâíåíèå (1.18) ðàçðå-
øèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè d = (n, ϕ(pα)) âûïîëíÿåòñÿ

a
ϕ(pα)

d ≡ 1 (mod pα), (1.19)

Â ñëó÷àå ðàçðåøèìîñòè ñðàâíåíèå (1.18) èìååò â òî÷íîñòè d ðåøå-
íèé.

Ðåøåíèå ñðàâíåíèé ïî ïðîèçâîëüíîìó ñîñòàâíîìó ìîäóëþ ñâîäèòñÿ
ê ðåøåíèþ ñðàâíåíèé ïî ìîäóëþ, ðàâíîìó ñòåïåíè ïðîñòîãî ÷èñëà.
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Òåîðåìà 1.17. Ïóñòü f(x) � ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè
è m1 > 1, . . . , mk > 1 � ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà. Ìíîæå-
ñòâà öåëûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñðàâíåíèþ

f(x) ≡ 0 (mod m1 · · ·mk) (1.20)

è ñèñòåìå ñðàâíåíèé

f(x) ≡ 0 (mod m1), . . . , f(x) ≡ 0 (mod mk) (1.21)

ñîâïàäàþò. Åñëè ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì m ñèìâîë T (m) îáîçíà÷à-
åò êîëè÷åñòâî ðåøåíèé ñðàâíåíèÿ f(x) ≡ 0 (mod m), òî

T (m1 · · ·mk) = T (m1) · · ·T (mk).

Ïóñòü m = pr1
1 · · · prk

k � ðàçëîæåíèå â ïðîèçâåäåíèå ðàçëè÷íûõ
ïðîñòûõ ÷èñåë. Íàéäÿ ÷èñëà a1, . . . , ak, óäîâëåòâîðÿþùèå ñðàâíåíèÿì
f(x) ≡ 0 (mod mj) ïðè mj = p

rj

j , 1 6 j 6 k, è âûáðàâ x0 ñ ïîìîùüþ
ðàâåíñòâà (1.14), ìû íàéäåì íåêîòîðîå ðåøåíèå x0 (mod m) ñðàâíå-
íèÿ (1.20). Áîëåå òîãî, òàê áóäóò íàéäåíû âñå ðåøåíèÿ, åñëè êàæäîå
èç ÷èñåë a1, . . . , ak íåçàâèñèìî áóäåò ïðîáåãàòü âñå ðåøåíèÿ ñâîåãî
ñðàâíåíèÿ (1.21).

1.6 Ïåðâîîáðàçíûå êîðíè è èíäåêñû.
Ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì m > 2 ãðóïïà îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ êîëüöà
Z/mZ ñîñòîèò èç ϕ(m) êëàññîâ, ýëåìåíòû êîòîðûõ âçàèìíî ïðîñòû ñ
ìîäóëåì m. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ýòó ãðóïïó ñèìâîëîì (Z/mZ)∗. Â
íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå èçó÷àåòñÿ åå ñòðóêòóðà.

Ïóñòü a � öåëîå ÷èñëî, âçàèìíî ïðîñòîå ñ ìîäóëåì m. Íàïîìíèì,
÷òî íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî d ñ óñëîâèåì ad ≡ 1 (mod m) íà-
çûâàåòñÿ ïîêàçàòåëåì ÷èñëà a ïî ìîäóëþ m. Íà ÿçûêå òåîðèè ãðóïï
ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïîêàçàòåëü ÷èñëà a ïî ìîäóëþ m ðàâåí ïîðÿä-
êó ýëåìåíòà a â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå (Z/mZ)∗. Çàìåòèì, ÷òî
ïîðÿäîê ýòîé ãðóïïû ðàâåí ϕ(m).
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Îïðåäåëåíèå 1.2. Öåëîå ÷èñëî a, âçàèìíî ïðîñòîå ñ ìîäóëåì m,
íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ m, åñëè åãî ïîêàçà-
òåëü ðàâåí ϕ(m).

Ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ m ñóùåñòâóåò ëèøü â ñëó÷àå,
êîãäà (Z/mZ)∗ � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà. Â 1801 ãîäó Ê.Ô. Ãàóññ îïóá-
ëèêîâàë äâà äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåé òåîðåìû.
Òåîðåìà 1.18. Äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî íå÷åòíîãî ÷èñëà p ñóùåñòâó-
þò ïåðâîîáðàçíûå êîðíè ïî ìîäóëþ p. Êîëè÷åñòâî íå ñðàâíèìûõ
äðóã ñ äðóãîì ïî ìîäóëþ p ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé ðàâíî ϕ(p− 1) .

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ñëå-
äóþùèì óòâåðæäåíèåì.
Òåîðåìà 1.19. Öåëîå ÷èñëî c, íå äåëÿùååñÿ íà ïðîñòîå íå÷åòíîå p,
áóäåò ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ p â òîì è òîëüêî òîì ñëó-
÷àå, åñëè äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà q, äåëÿùåãî p− 1, âûïîëíÿåòñÿ

c
p−1

q 6≡ 1 (mod p).

Åñëè èçâåñòíû âñå ïðîñòûå äåëèòåëè ÷èñëà p−1, òî ïðîâåðêà óñëî-
âèé òåîðåìû 1.19 âûïîëíÿåòñÿ äîñòàòî÷íî áûñòðî ñ ïîìîùüþ àëãî-
ðèòìà, èçëîæåííîãî â ïàðàãðàôå 2.3. Ìíîæåñòâî ïåðâîîáðàçíûõ êîð-
íåé ïðè çàäàííîì p äîñòàòî÷íî âåëèêî, ïîýòîìó âûáèðàÿ ÷èñëà c ñëó-
÷àéíûì îáðàçîì íà ïðîìåæóòêå 0 < c < p, ìîæíî ñ áîëüøîé âåðîÿò-
íîñòüþ ïîïàñòü íà ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü è äîêàçàòü ýòî ñ ïîìîùüþ
òåîðåìû 1.19.
Òåîðåìà 1.20. Ïóñòü α � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, p � ïðîñòîå íå÷åò-
íîå è g � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p.

1. Åñëè
p2 - gp−1 − 1, (1.22)

òî g � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ pα. Ïî êðàéíåé ìåðå îäíî
èç ÷èñåë g èëè g + p óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1.22).

2. Åñëè g íå÷åòíî è åñòü ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ pα, òî
g áóäåò òàêæå ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ 2pα.
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Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé ïî
ìîäóëÿì pα è 2pα ïðè ëþáîì ïðîñòîì íå÷åòíîì p è ëþáîì íàòóðàëü-
íîì α. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè g � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p,
òî ýòèì ñâîéñòâîì áóäåò îáëàäàòü è ÷èñëî g + p. Ñîãëàñíî ïåðâîìó
óòâåðæäåíèþ òåîðåìû 1.20 ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ÷èñåë g, g + p
áóäåò ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ pα. Ýòî äîêàçûâàåò ñóùå-
ñòâîâàíèå ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé ïî ìîäóëþ pα. Åñëè g � ïåðâîîá-
ðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ pα, òî òàêèì æå ñâîéñòâîì áóäåò îáëàäàòü
è ÷èñëî g + pα. Íî îäíî èç ýòèõ äâóõ ÷èñåë íå÷åòíî. Îíî ïî âòîðîìó
óòâåðæäåíèþ òåîðåìû 1.20 è áóäåò ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ
2pα.

Ïðèâåäåííîå ðàññóæäåíèå îïèñûâàåò è ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ïåðâî-
îáðàçíûõ êîðíåé.

Ïåðâîîáðàçíûå êîðíè ñóùåñòâóþò ëèøü â ñëó÷àÿõ, óêàçàííûõ â
òåîðåìå 1.20, äà åùå ïðè m = 2 è m = 4.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àè m = pk èëè m = 2pk, ãäå p � ïðîñòîå íå÷åòíîå
÷èñëî è k > 1, â êîòîðûõ, ïî äîêàçàííîìó, ñóùåñòâóåò ïåðâîîáðàçíûé
êîðåíü. Ïóñòü g � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ m. Òîãäà äëÿ
ëþáîãî öåëîãî âçàèìíî ïðîñòîãî ñ m ÷èñëà a ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
öåëîå γ, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

a ≡ gγ (mod m), 0 6 γ < ϕ(m).

Ýòî ÷èñëî íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì ÷èñëà a ïî îñíîâàíèþ g ïðè ìîäóëå
m è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì indg a èëè ind a, åñëè óêàçàíèå íà ïåð-
âîîáðàçíûé êîðåíü, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ èíäåêñ, íå
ñóùåñòâåííî. Èòàê, èìååì

a ≡ gindg a (mod m), 0 6 indg a < ϕ(m). (1.23)

Ñâîéñòâà èíäåêñîâ îïèñûâàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1.21. Ïóñòü m = pk èëè m = 2pk. Òîãäà
1) indg ab ≡ indg a + indg b (mod ϕ(m));
2) åñëè a, b � ïåðâîîáðàçíûå êîðíè ïî ìîäóëþ m, òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà
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c, âçàèìíî ïðîñòîãî ñ m, âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå

indb c ≡ inda c · indb a (mod ϕ(m)),

ïðè÷åì (indb a, ϕ(m)) = 1.

Ýòà òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ñâîéñòâà èíäåêñîâ íàïîìèíàþò ñâîé-
ñòâà îáû÷íûõ ëîãàðèôìîâ îò äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Ïîýòîìó èíî-
ãäà â ñîâðåìåííîé ëèòåðàòóðå èíäåêñû íàçûâàþò äèñêðåòíûìè ëîãà-
ðèôìàìè, à ïðîöåññ èõ íàõîæäåíèÿ � äèñêðåòíûì ëîãàðèôìèðîâà-
íèåì. Ñîîòâåòñòâåííî âìåñòî indg a ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷å-
íèå Logg a. Àëãîðèòìàì âû÷èñëåíèÿ äèñêðåòíûõ ëîãàðèôìîâ áóäåò
ïîñâÿùåíà ãëàâà 6.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê îáùåìó ñëó÷àþ. Ïóñòü m > 1 � öåëîå ÷èñëî è

m = 2αpα1
1 . . . pαr

r

� ðàçëîæåíèå â ïðîèçâåäåíèå ñòåïåíåé ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñåë.
Îáîçíà÷èì

d =

{
1, åñëè α 6 1,
2, åñëè α > 2,

d0 =

{
1, åñëè α 6 1,
2α−2, åñëè α > 2,

di = ϕ(pαi

i ), i = 1, . . . , r.

Çàìåòèì, ÷òî

d · d0 · d1 · · · dr = 2α−1ϕ(pα1

1 ) · · ·ϕ(pαr
r ) = ϕ(m) (1.24)

ïðè ëþáîì α > 0.
Äëÿ êàæäîãî i, 1 6 i 6 r, ôèêñèðóåì íåêîòîðûé ïåðâîîáðàçíûé

êîðåíü gi ïî ìîäóëþ pαi

i .
Îïðåäåëèì òàêæå ñ ïîìîùüþ êèòàéñêîé òåîðåìû îá îñòàòêàõ öå-

ëûå ÷èñëà c−1, c0 ñðàâíåíèÿìè

c−1 ≡ −1(mod 2α), c−1 ≡ 1(mod pαk

k ), 1 6 k 6 r,

c0 ≡ 5(mod 2α), c0 ≡ 1(mod pαk

k ), 1 6 k 6 r,
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è cj äëÿ êàæäîãî j = 1, . . . , r ñðàâíåíèÿìè

cj ≡ gj(mod p
αj

j ), cj ≡ 1(mod 2α), cj ≡ 1(mod pαk

k ),

1 6 k 6 r, k 6= j.

Èç îïðåäåëåíèÿ ÷èñåë c−1, c0, . . . , cr ñëåäóåò, ÷òî èõ ïîêàçàòåëè ðàâ-
íû ñîîòâåòñòâåííî d−1, d0, . . . , dr.

Òåîðåìà 1.22. Äëÿ êàæäîãî âçàèìíî ïðîñòîãî ñ m öåëîãî ÷èñëà a

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé íàáîð ÷èñåë k−1, k0, . . . , kr, óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ óñëîâèÿì

a ≡ c
k−1

−1 ck0

0 ck1

1 · · · ckr
r (mod m), (1.25)

0 6 k−1 < d, 0 6 k0 < d0, . . . , 0 6 kr < dr,

äðóãèìè ñëîâàìè, ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà (Z/mZ)∗ åñòü ïðÿ-
ìîå ïðîèçâåäåíèå ñâîèõ öèêëè÷åñêèõ ïîäãðóïï, ïîðîæäåííûõ êëàñ-
ñàìè âû÷åòîâ, ñîäåðæàùèìè ÷èñëà c−1, c0, . . . , cr.

1.7 Öåïíûå äðîáè
Èíîãäà ïðèõîäèòñÿ çàìåíÿòü äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà èõ ïðèáëèæåííû-
ìè çíà÷åíèÿìè. ×àñòî ïðè ýòîì õî÷åòñÿ îáåñïå÷èòü íåîáõîäèìóþ òî÷-
íîñòü, âûáèðàÿ ðàöèîíàëüíîå ïðèáëèæåíèå ïî âîçìîæíîñòè ñ ìåíü-
øèì çíàìåíàòåëåì. Îïèñûâàåìûé â ýòîì ïàðàãðàôå àëãîðèòì öåïíûõ
äðîáåé ïîçâîëÿåò íàõîäèòü â íåêîòîðîì ñìûñëå íàèëó÷øèå ïðèáëè-
æåíèÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ðàöèîíàëüíûìè.

Ïóñòü α � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Ïîëîæèì α0 = α è îïðåäåëèì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öåëûõ ÷èñåë ak è äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë αk ðà-
âåíñòâàìè

ak = [αk], αk+1 =
1

αk − ak
, k > 0, (1.26)

ïðîâîäÿ âû÷èñëåíèÿ, ïîêà ýòî âîçìîæíî, ò.å. äî òåõ ïîð, ïîêà çíàìå-
íàòåëü äðîáè â (1.26) îòëè÷åí îò íóëÿ.



ÃËÀÂÀ 1. ÝËÅÌÅÍÒÛ ÒÅÎÐÈÈ ×ÈÑÅË 32

Åñëè α � ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü αk êîíå÷íà.
Äëÿ èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñåãäà áåñêîíå÷-
íà. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë a0, a1, . . . íàçûâàåòñÿ öåïíîé èëè
íåïðåðûâíîé äðîáüþ ÷èñëà α. Òàêîå íàçâàíèå ñâÿçàíî ñ ëåãêî ïðîâå-
ðÿåìûì ðàâåíñòâîì

α = a0 +
1

a1 +
1

a2 +
...+

1

ak +
1

αk+1

.

Äëÿ öåïíîé äðîáè èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå [a0; a1, a2, . . . ]. Ìîæ-
íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öåëûõ
÷èñåë a0, a1 > 1, a2 > 1, a3 > 1, . . . ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
÷èñëî α, öåïíàÿ äðîáü êîòîðîãî ðàâíà [a0; a1, a2, . . . ]. Ïîýòîìó ïèøóò
α = [a0; a1, a2, . . . ]. Êàæäîìó ðàöèîíàëüíîìó ÷èñëó òàêæå ñîîòâåò-
ñòâóåò åäèíñòâåííàÿ öåïíàÿ äðîáü [a0; a1, a2, . . . , am] ñ äîïîëíèòåëü-
íûì óñëîâèåì am > 1.

×èñëà aj íàçûâàþòñÿ íåïîëíûìè ÷àñòíûìè, à ÷èñëà αj îñòàòêà-
ìè öåïíîé äðîáè ÷èñëà α. Íàçâàíèÿ ìîòèâèðóþòñÿ ðàâåíñòâàìè (1.3),
èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî a

b = [q1; q2, . . . , qn].
Ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà

a0 +
1

a1 +
1

a2 +
...+

1

ak

íàçûâàþòñÿ ïîäõîäÿùèìè äðîáÿìè ÷èñëà α. ×èñëèòåëè Pk è çíàìåíà-
òåëè Qk íåñîêðàòèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ïîäõîäÿùèõ äðîáåé ëåãêî ìî-
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ãóò áûòü âû÷èñëåíû ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíûõ ôîðìóë
{

Pk = akPk−1 + Pk−2, P−1 = 1, P0 = a0,

Qk = akQk−1 + Qk−2, Q−1 = 0, Q0 = 1.
(1.27)

Ïðè ëþáîì k > 0 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà
∣∣∣∣α−

Pk

Qk

∣∣∣∣ <
1

QkQk+1
. (1.28)

Ñîãëàñíî (1.27), ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíàìåíàòåëåé Qk áûñòðî âîçðàñ-
òàåò ñ ðîñòîì íîìåðà k. Ïîýòîìó èç íåðàâåíñòâà (1.28) ñëåäóåò, ÷òî
ïîäõîäÿùèå äðîáè õîðîøî ïðèáëèæàþò ÷èñëî α. Ýòè ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ
â íåêîòîðîì ñìûñëå íàèëó÷øèìè, ñì. ãëàâó 7, ðàöèîíàëüíûìè ïðè-
áëèæåíèÿìè ê α.

Ôîðìóëû (1.26) è (1.27) ïîçâîëÿþò âû÷èñëÿòü öåïíóþ äðîáü çàäàí-
íîãî ÷èñëà è åãî ïîäõîäÿùèå äðîáè. Äëÿ ýòîãî åñòü è äðóãîé ñïîñîá.
Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ak+1 åñòü íàèáîëüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî r, äëÿ
êîòîðîãî äðîáè Pk

Qk
è

Pk,r

Qk,r
=

rPk + Pk−1

rQk + Qk−1

ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ÷èñëà α. Ýòî ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò âû÷èñ-
ëÿòü íåïîëíûå ÷àñòíûå ak+1 ïðè k > 1 è ñ ïîìîùüþ (1.27) íàõîäèòü
ïîäõîäÿùèå äðîáè. Âïðî÷åì, ïåðâûé ñïîñîá èñïîëüçóåòñÿ ÷àùå.

Ïðèìåð. Ðàçëîæåíèå â öåïíóþ äðîáü ÷èñëà π èìååò âèä

π = [3; 7, 15, 1, 292, 1, 1, 1, 2, 1, . . .] . (1.29)

Ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäõîäÿùèå äðîáè ðàâíû

3,
22

7
,

333

106
,

355

113
,

103993

33102
, . . . . (1.30)

Íàïðèìåð,
π − 355

113
= −2, 6676 . . . · 10−7.
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Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïðè âñåõ n > 0 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

QnPn−1 − PnQn−1 = (−1)n. (1.31)

Èç íèõ, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî Pn è Qn âçàèìíî ïðîñòû, à äðîáü
Pn

Qn
íåñîêðàòèìà. Äëÿ ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà a

b = [a0; a1, . . . , am] èìååì
a
b = Pm

Qm
.

Ðàâåíñòâî (1.31) ïîçâîëÿåò ðåøàòü äèîôàíòîâû óðàâíåíèÿ âèäà
ax− by = 1 ïðè âçàèìíî ïðîñòûõ a è b. Åñëè b > 0 è a

b = Pm

Qm
, ïðè÷åì

m íå÷åòíî, òî b = Qm, a = Pm è ñ x = Qm−1, y = Pm−1 èìååì

ax− by = PmQm−1 −QmPm−1 = (−1)m−1 = 1.

Çíàÿ îäíî ÷àñòíîå ðåøåíèå x = Qm−1, y = Pm−1 ìîæíî íàéòè âñå
ðåøåíèÿ òàê, êàê ýòî îáúÿñíÿåòñÿ â (1.5).

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé
Ïðèìåð. Ðåøèòü äèîôàíòîâî óðàâíåíèå

1003x + 298y = 1.

Ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî 1003
298 èìååò äâà ðàçëîæåíèÿ â öåïíóþ äðîáü 1003

298 =
[3; 2, 1, 2, 1, 3, 7] = [3; 2, 1, 2, 1, 3, 6, 1]. Âòîðîå èç íèõ èìååò íå÷åòíóþ
äëèíó m = 7. Ïîäõîäÿùèå äðîáè âòîðîãî ðàçëîæåíèÿ íàõîäÿòñÿ ïî
ïðàâèëó (1.27)

3,
7

2
,

10

3
,

27

8
,

37

11
,

138

41
,

865

257
,

1003

298
.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ óêàçàííûì ïðàâèëîì íàõîäèì 1003 ·257−298 ·865 =
1. Çíà÷èò, äàííîå óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå x = 257, y = −865, à
îáùåå åãî ðåøåíèå èìååò âèä x = 257 + 298k = −41 + 298(k + 1), y =
−865−1003k = 138−1003(k+1), k ∈ Z. Îíî æå ìîæåò áûòü çàïèñàíî
â âèäå x = −41 + 298`, y = 138 − 1003`, ` ∈ Z. Çäåñü èñïîëüçîâàíà
çàìåíà ` = k + 1.

Òåîðåìà 1.23. Ïóñòü [a0; a1, a2, . . .] � êîíå÷íàÿ èëè áåñêîíå÷íàÿ
öåïíàÿ äðîáü ñ öåëûìè íåïîëíûìè ÷àñòíûìè, ïðè÷åì an > 1 ïðè
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n > 1. Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäõîäÿùèõ äðîáåé ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè
âîçðàñòàåò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäõîäÿùèõ äðîáåé ñ íå÷åòíû-
ìè íîìåðàìè óáûâàåò, ëþáàÿ ïîäõîäÿùàÿ äðîáü íå÷åòíîãî ïîðÿäêà
áîëüøå ëþáîé ïîäõîäÿùåé äðîáè ÷åòíîãî ïîðÿäêà è ÷èñëî α, ñîîò-
âåòñòâóþùåå äàííîé íåïðåðûâíîé äðîáè, ëåæèò ìåæäó íèìè;
2. Åñëè öåïíàÿ äðîáü áåñêîíå÷íà, òî

α = lim
n→∞

Pn

Qn
,

ïðè÷åì α � èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî;
3. Ïðè âñåõ k > 0 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

α =
αk+1Pk + Pk−1

αk+1Qk + Qk−1
, (1.32)

Qkα− Pk =
(−1)k

αk+1Qk + Qk−1
. (1.33)

ak+1 =

[
− Qk−1α− Pk−1

Qkα− Pk

]
, a0 = [α]. (1.34)

Ïðèìåð. Ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (1.27) è (1.34) íàõîäèì ðàçëîæåíèå
÷èñëà π â öåïíóþ äðîáü (1.29) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäõîäÿùèõ äðî-
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áåé (1.30). Íàïîìíèì, ÷òî P−1 = 1, Q−1 = 0.

α = π, a0 = [π] = 3,

P0 = 3, Q0 = 1,

α1 =
1

π − 3
, a1 = [α1] = 7,

P1 = 7 · 3 + 1 = 22, Q1 = 7 · 1 + 0 = 7,

α2 =
π − 3

22− 7π
, a2 = [α2] = 15,

P2 = 15 · 22 + 3 = 333, Q2 = 15 · 7 + 1 = 106,

α3 =
22− 7π

106π − 333
, a3 = [α3] = 1,

P3 = 1 · 333 + 22 = 355, Q3 = 1 · 106 + 7 = 113,

. . . . . . . . . . . .

Ïðèìåð. Íàéäåì íåïðåðûâíóþ äðîáü ÷èñëà 1+
√

17
2 è ïåðâûå ïÿòü

åãî ïîäõîäÿùèõ äðîáåé. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (1.26) ïîëó÷àåì

α0 =
1 +

√
17

2
, a0 = [α0] = 2,

α1 =
1

α0 − 2
=

2√
17− 3

=

√
17 + 3

4
, a1 = [α1] = 1,

α2 =
1

α1 − 1
=

4√
17− 1

=

√
17 + 1

4
, a2 = [α2] = 1,

α3 =
1

α2 − 1
=

4√
17− 3

=

√
17 + 3

2
, a3 = [α3] = 1,

α4 =
1

α3 − 3
=

2√
17− 3

=

√
17 + 3

4
= α1, a4 = [α4] = 1.

Â ôîðìóëàõ (1.26) êàæäîå ÷èñëî αn+1 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïî
÷èñëó αn. Ïîýòîìó ñîâïàäåíèå α4 = α1 îçíà÷àåò, ÷òî áóäóò âûïîëíåíû
ðàâåíñòâà α5 = α2, α6 = α3 è òàê äàëåå, ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an â
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äàííîì ñëó÷àå áóäåò ïåðèîäè÷åñêîé. Èìååì
1 +

√
17

2
= [2; 1, 1, 3, 1, 1, 3, 1, 1, 3, . . .] = [2; 1, 1, 3].

Öåïíàÿ äðîáü ÷èñëà 1+
√

17
2 ñîñòîèò èç ïîâòîðÿþùèõñÿ áëîêîâ 1, 1, 3.

Ðàâåíñòâà (1.27) ìîãóò áûòü ïåðåïèñàíû â ìàòðè÷íîì âèäå
(

Pn−1 Pn−2

Qn−1 Qn−2

)
·
(

an 1
1 0

)
=

(
Pn Pn−1

Qn Qn−1

)
.

Ýòî ïîçâîëÿåò îðãàíèçîâàòü âû÷èñëåíèå ïîäõîäÿùèõ äðîáåé, íà÷èíàÿ
ñ n = 1, ñëåäóþùèì îáðàçîì:
(

2 1
1 0

)
·
(

1 1
1 0

)
=

(
3 2
1 1

)
,

(
3 2
1 1

)
·
(

1 1
1 0

)
=

(
5 3
2 1

)
,

(
5 3
2 1

)
·
(

3 1
1 0

)
=

(
18 5
7 2

)
,

(
18 5
7 2

)
·
(

1 1
1 0

)
=

(
23 18
9 7

)
, . . .

Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì ñëåäóþùèå ïðèáëèæåíèÿ
2

1
,

3

1
,

5

2
,

18

7
,

23

9
,

41

16
,

146

57
, . . .

Çàìåòèì, ÷òî
1 +

√
17

2
− 41

16
= −0.000947187 . . . .

Öåïíàÿ äðîáü [a0; a1, a2, . . .] íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü an, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìåñòà, ïåðèîäè÷íà, ò.å. äëÿ
íåêîòîðîãî öåëîãî k ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n âûïîëíÿåòñÿ ðà-
âåíñòâî an+k = an. Ïåðèîäè÷åñêèå äðîáè áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ

[ a0; a1, . . . , ah, ah+1, . . . , ah+k ],

ãäå ah+1, . . . , ah+k � ïåðèîä. Ñâîéñòâî ïåðèîäè÷íîñòè õàðàêòåðíî äëÿ
öåïíûõ äðîáåé òàê íàçûâàåìûõ äåéñòâèòåëüíûõ êâàäðàòè÷íûõ èð-
ðàöèîíàëüíîñòåé. ×èñëî α íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé èððàöèîíàëüíî-
ñòüþ, åñëè îíî íå ðàöèîíàëüíî è åñòü êîðåíü êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà
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f(x) = ax2 + bx + c ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè a, b, c. ×èñëî 1+
√

17
2

åñòü êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü, âåäü îíî � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà
x2 − x− 4.
Òåîðåìà 1.24. Ïóñòü α � äåéñòâèòåëüíîå èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî.
Öåïíàÿ äðîáü α ïåðèîäè÷íà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà α � êâàä-
ðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü.

Òîò ôàêò, ÷òî ïåðèîäè÷åñêèì öåïíûì äðîáÿì ñîîòâåòñòâóþò êâàä-
ðàòè÷íûå èððàöèîíàëüíîñòè áûë îáíàðóæåí Ýéëåðîì. Ñïóñòÿ 30 ëåò
Ëàãðàíæ äîêàçàë îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

1.8 p-àäè÷åñêèå ÷èñëà
Òàê íàçûâàåìûå p-àäè÷åñêèå ÷èñëà, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé óäîáíûé
ÿçûê äëÿ îáñóæäåíèÿ ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâ ñðàâíåíèé, âûïîëíÿþùèõñÿ
ïî áîëüøîé ñòåïåíè ïðîñòîãî ÷èñëà.

Íà ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q îïðåäåëåíî îáû÷íîå àáñîëþòíîå
çíà÷åíèå | |. Ïîïîëíåíèåì Q îòíîñèòåëüíî ýòîãî àáñîëþòíîãî çíà÷å-
íèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R.

Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Äëÿ êàæäîãî öåëîãî a áóäåì îáîçíà÷àòü
ñèìâîëîì νp(a) êðàòíîñòü, ñ êîòîðîé p âõîäèò â ðàçëîæåíèå a íà ïðî-
ñòûå ñîìíîæèòåëè. Åñëè r = a

b , a, b ∈ Z, ïîëîæèì νp(r) = νp(a)−νp(b).
Ýòà âåëè÷èíà íå çàâèñèò îò ïðåäñòàâëåíèÿ r â âèäå îòíîøåíèÿ äâóõ
÷èñåë. Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü ïî îïðåäåëåíèþ νp(0) = +∞.

Äëÿ ëþáûõ äâóõ ÷èñåë r1, r2 ∈ Q, ri 6= 0, èìååì
νp(r1 · r2) = νp(r1) + νp(r2), νp(r1 + r2) > min(νp(r1) , νp(r2)).

Îïðåäåëèì òåïåðü äëÿ ëþáîãî ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà r åãî p-àäè÷åñ-
êóþ àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó ðàâåíñòâîì

|r|p =

{
p−νp(r), åñëè r 6= 0;

0, åñëè r = 0.

Òàê îïðåäåëåííàÿ àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:
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1. |r1 · r2|p = |r1|p · |r2|p,
2. |r1 + r2|p 6 max(|r1|p, |r2|p),
3. |r|p = 0 ⇔ r = 0.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

| n |p = | 1 + . . . + 1︸ ︷︷ ︸
n

|6 1.

Çíà÷èò, äëÿ p-àäè÷åñêîãî àáñîëþòíîãî çíà÷åíèÿ íàðóøàåòñÿ àêñèîìà
Àðõèìåäà. Òàêèå àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ íàçûâàþòñÿ íåàðõèìåäîâûìè.

Ïîïîëíåíèå ïîëÿ Q îòíîñèòåëüíî p-àäè÷åñêîãî àáñîëþòíîãî çíà÷å-
íèÿ íàçûâàåòñÿ ïîëåì p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë. Îíî îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì
Qp. Ýëåìåíòàìè ïîëÿ Qp ÿâëÿþòñÿ êëàññû ýêâèâàëåíòíûõ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé Êîøè, ñîñòîÿùèõ èç ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Äâå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè Êîøè {an} è {bn}, ñîñòîÿùèå èç ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë,
ýêâèâàëåíòíû, åñëè |an − bn|p → 0 ïðè n →∞.

Ïðèìåðû. 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn = 5n ñòðåìèòñÿ ê íóëþ â
ïîëå 5-àäè÷åñêèõ ÷èñåë Q5.

2. Ïóñòü p = 3 è xn = 1 + 3 + . . . + 3n. Òàê êàê xn = 3n+1−1
2 , òî∣∣∣∣xn +

1

2

∣∣∣∣
p

= 3−n−1 è xn → −1

2
. Èíà÷å ãîâîðÿ, ðÿä 1 + 3 + 32 + . . .

ñõîäèòñÿ â ïîëå Q3. Åãî ñóììà ðàâíà −1

2
.

3. Êàæäîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî a

b
ñ öåëûìè a, b, ïîðîæäàåò ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü Êîøè xn =
a

b
. Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ýòîé ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè, åñòåñòâåííî, îòîæäåñòâèòü ñ ÷èñëîì a

b
è ñ÷èòàòü, ÷òî

Q ⊂ Qp.
4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ∈ Qp åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè â

Qp åñëè è òîëüêî åñëè lim
n→∞

(xn+1 − xn) = 0.

5. Ðÿä
∞∑

n=1
an, an ∈ Qp, ñõîäèòñÿ â Qp â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
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êîãäà lim
n→∞

an = 0. Òàê

1 + p + p2 + . . . =
1

1− p

â ïîëå Qp. Ïðè÷èíà ñòîëü ïðîñòîãî, ïî ñðàâíåíèþ ñ äåéñòâèòåëüíûì
ñëó÷àåì, ïðèçíàêà ñõîäèìîñòè êðîåòñÿ â òîì, ÷òî p-àäè÷åñêîå àáñî-
ëþòíîå çíà÷åíèå íåàðõèìåäîâî.

6. Ïóñòü a

b
� ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî a, b ∈ Z, b > 0, p - b. Èç ïî-

ñëåäíåãî óñëîâèÿ ñîãëàñíî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà íàõîäèì pϕ(b) ≡ 1
(mod b). Îïðåäåëèì öåëîå ÷èñëî c ðàâåíñòâîì pϕ(b) − 1 = bc à òàêæå
öåëûå ÷èñëà A è B óñëîâèÿìè

ac = A
(
pϕ(b) − 1

)
−B, 0 6 B < pϕ(b) − 1.

Òîãäà
a

b
=

ac

pϕ(b) − 1
= A +

B

1− pϕ(b) = A +
∞∑

k=0

B · pkϕ(b).

Åñëè

B = b0 + b1p + · · ·+ br−1p
r−1, r = ϕ(b), 0 6 bj < p,

òî
a

b
= A +

(
b0, b1, . . . , br−1

)
.

Öåëîå ÷èñëî A ìîæíî ïðèáàâèòü ê áåñêîíå÷íîé ñóììå â ïîñëåäíåì
ðàâåíñòâå, ïåðåíîñÿ è ïðèáàâëÿÿ åäèíèöû â ðàçðÿäàõ òàê æå, êàê ýòî
äåëàåòñÿ â ñëó÷àå áåñêîíå÷íûõ äåñÿòè÷íûõ äðîáåé.

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî a

b
ñ óñëîâèÿìè b >

0, p - b ïðåäñòàâèìî â âèäå áåñêîíå÷íîé ñóììû â Qp ñ öåëûìè ïåðèî-
äè÷åñêè ïîâòîðÿþùèìèñÿ, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìåñòà, êîýôôèöèåí-
òàìè bj, 0 6 bj < p. Íàïðèìåð,

−1 =
p− 1

1− p
=

∞∑

k=0

(p− 1)pk ∈ Qp.
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Ëþáîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå pk · a

b
,

ãäå a, b öåëûå, b > 0 è p - b, p - a. Îíî òàêæå ïðåäñòàâèìî â âèäå
pk · (a0, a1, . . . , as, b0, b1, . . . , br−1

)
.

Òåîðåìà 1.25. Êàæäîå p-àäè÷åñêîå ÷èñëî α èìååò åäèíñòâåííîå
ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà

α = pm(a0 + a1p + a2p
2 + . . .), m ∈ Z, aj ∈ Z, 0 6 aj < p.

Ïðè ýòîì ðàâåíñòâî |α|p = p−m ïðîäîëæàåò p-àäè÷åñêîå àáñîëþò-
íîå çíà÷åíèå, ñîõðàíÿÿ ñâîéñòâà (1.8), ñ ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë
íà Qp.

Áóäåò òàêæå èñïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèå m = νp(α).
Îáîçíà÷èì Zp ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë,

íîðìà êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò 1. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ÷èñåë x1, x2 ∈ Zp

èìååì |x1|p 6 1, |x2|p 6 1, òàê ÷òî
|x1 +x2|p 6 max(|x1|p , |x2|p) 6 1, |x1 ·x2|p = |x1|p · |x2|p 6 1. (1.35)

Ñëåäîâàòåëüíî Zp åñòü êîëüöî. Åãî íàçûâàþò êîëüöîì öåëûõ p-àäè÷åñêèõ
÷èñåë. Èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå Z ⊂ Zp.

Ïðèìåð. ×èñëî 1

2
åñòü öåëîå 3-àäè÷åñêîå ÷èñëî, íî íå öåëîå 2-

àäè÷åñêîå.
Äëÿ öåëûõ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë α âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî νp(α) >

0. Ñëåäóþùàÿ ëåììà îïèñûâàåò ìíîæåñòâî îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ
êîëüöà öåëûõ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë.
Ëåììà 1.1. Åñëè α ∈ Qp è |α|p = 1, òî α−1 ∈ Zp.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî α ïðåäñòàâèìî ðÿ-
äîì

α = a0 + a1p + a2p
2 + . . . , aj ∈ Z, 0 6 aj < p, a0 6= 0.

Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë xn = a0 + a1p + . . . +
an−1p

n−1. Âòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë yn îïðåäåëÿåòñÿ
óñëîâèÿìè

xnyn ≡ 1 (mod pn), 0 6 yn < pn. (1.36)
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Èç ðàâåíñòâà

xn(yn+1 − yn) = (xn+1yn+1 − 1)− (xnyn − 1)− yn+1(xn+1 − xn)

ñëåäóåò νp(xn(yn+1 − yn)) > n. Ïîñêîëüêó a0 6= 0, íàõîäèì îòñþäà
νp(yn+1 − yn) > n èëè yn+1 ≡ yn (mod pn). Ñëåäîâàòåëüíî yn åñòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè â Q è îïðåäåëÿåò íåêîòîðîå p-àäè÷åñêîå
÷èñëî. Åñëè yn = b0 + b1p + . . . + bn−1p

n−1, 0 6 bj < p, òî äëÿ β =
b0 + b1p + b2p

2 + . . . ∈ Zp ñ ïîìîùüþ ñðàâíåíèÿ (1.36) íàõîäèì αβ = 1
è α−1 = β ∈ Zp.

Â êîëüöå Zp ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñðàâíåíèÿ. Äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈
Zp áóäåì ïèñàòü x ≡ y (mod z), åñëè νp(x − y) > νp(z) èëè èíà÷å
|x−y|p 6 |z|p. Èç ñâîéñòâ 1.35 ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî ñðàâíåíèÿ ïî îäíîìó
ìîäóëþ ìîæíî ïî÷ëåííî ñêëàäûâàòü, âû÷èòàòü è ïåðåìíîæàòü.
Ëåììà 1.2. Ïóñòü b � íàòóðàëüíîå ÷èñëî è x ∈ Zp. Òîãäà â êîëüöå
Zp âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå

(1 + x)b ≡ 1 + bx (mod pbx),

åñëè νp(x) > 1 è p íå÷åòíî èëè, åñëè p = 2 è ν2(x) > 2. Ïðè ν2(x) = 1
âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå (1 + x)b ≡ 1 (mod bx).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé Íüþòîíà äëÿ áèíîìà, íàõî-
äèì

(1 + x)b =
b∑

k=0

b!

k!(b− k)!
xk = 1 + bx +

b∑

k=2

b

k
·
(

b− 1

k − 1

)
xk =

= 1 + bx + bx

b∑

k=2

(
b− 1

k − 1

)
xk−1

k
.

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî p åñòü ïðîñòîå íå÷åòíîå ÷èñëî. Òîãäà â
ñèëó íåðàâåíñòâ νp(k) 6 k − 2, âûïîëíÿþùèõñÿ ïðè k > 2, íàõîäèì

νp

(
xk−1

k

)
= (k − 1)νp(x)− νp(k) > (k − 1)− (k − 2) = 1.
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Ýòî äîêàçûâàåò íóæíîå ñðàâíåíèå.
Åñëè p = 2 è νp(x) > 2, èìååì ïðè k > 2

ν2

(
xk−1

k

)
= (k − 1)ν2(x)− ν2(k) > 2(k − 1)− log2 k > 1.

Íàêîíåö, â ñëó÷àå p = 2 è νp(x) = 1 ïðè k > 2 èìååì

ν2

(
xk−1

k

)
= (k − 1)ν2(x)− ν2(k) > k − 1− log2 k > 0

è ýòî äîêàçûâàåò ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ëåììû.

Ïðèìåð. Ïóñòü xn = 25n

, n > 0. Òîãäà

xn+1 − xn = 25n (
24·5n − 1

) ≡ 0 (mod 5n+1).

Ñðàâíåíèå âûïîëíÿåòñÿ ïî òåîðåìå Ýéëåðà, âåäü ϕ(5n+1) = 4 ·5n. Ýòî
ñðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü èíà÷å â âèäå |xn+1 − xn|p 6 5−n−1. Òà-
êèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè è
ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim

n→∞
xn = c ∈ Q5. Ïîëüçóÿñü ëåììîé 1.2, íàõîäèì

x2
n = 45n

= −(1− 5)5n ≡ −1 + 5n+1 (mod 5n+2).

Ïîýòîìó |x2
n+1|5 = 5−n−1, òàê ÷òî x2

n+1 → 0. Ñëåäîâàòåëüíî, c2+1 =
0, è óðàâíåíèå x2 + 1 = 0 ðàçðåøèìî â ïîëå Q5.

Äàëåå ìû îïðåäåëèì íåêîòîðûå ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå p-àäè÷åñ-
êèõ ÷èñåë è ðàññìîòðèì ðÿä èõ ñâîéñòâ.

1.8.1 Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
Ýòà ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ðÿäîì

Lp(1 + x) =
∞∑

n=1

(−1)n−1x
n

n
. (1.37)



ÃËÀÂÀ 1. ÝËÅÌÅÍÒÛ ÒÅÎÐÈÈ ×ÈÑÅË 44

Òåîðåìà 1.26. Ðÿä (1.37) ñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì x ∈ Zp, |x|p < 1.
Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáûõ u, v ∈ Zp ñ óñëîâèÿìè |u−1|p < 1, |v−1|p < 1
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Lp(uv) = Lp(u) + Lp(v).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì k ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-
ñòâî |k|p > k−1. Ïîýòîìó ïðè |x|p < 1 èìååì

∣∣∣∣
xk

k

∣∣∣∣
p

=
|x|kp
|k|p 6 k|x|kp → 0, ïðè k →∞.

Ýòî îçíà÷àåò ñõîäèìîñòü ðÿäà (1.37).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû ïîíàäîáèòñÿ

ñëåäóþùåå âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.
Ëåììà 1.3. Ïóñòü N � íàòóðàëüíîå ÷èñëî è ìíîãî÷ëåí P (z) îïðå-
äåëåí ðàâåíñòâîì

P (z) =
N∑

n=1

(−1)n−1z
n

n
.

Òîãäà ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

P (z) + P (y)− P (y + z + yz) =
∑

i+j>N

ci,jy
izj, (1.38)

ãäå ci,j � ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, çíàìåíàòåëè êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäÿò
N .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí F (y, z) = P (y + z + yz) −
P (y)−P (z). Ïóñòü cykz` � ìîíîì, âõîäÿùèé â ýòîò ìíîãî÷ëåí ñ íåíó-
ëåâûì êîýôôèöèåíòîì c. Â ñèëó ñèììåòðèè ïî ïåðåìåííûì y, z ìíî-
ãî÷ëåí F (y, z) ñîäåðæèò òàêæå ìîíîì cy`zk. Òàê êàê F (0, 0) = 0, òî
k+` > 0. Êðîìå òîãî, k, ` 6 N . Äëÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ìíîãî÷ëåíà
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F (y, z) ïî ïåðåìåííîé y èìååì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå

F
′
y(y, z) = (1 + z)

N∑

k=1

(−1)n−1(y + z + yz)n−1 −
N∑

k=1

(−1)n−1yn−1 =

(−1)N−1 (y + z + yz)N − yN

1 + y
= (−1)N−1z

∑

i+j=N−1

yi(y + z + yz)j.

Ïîëó÷èâøèéñÿ ìíîãî÷ëåí íå ñîäåðæèò ìîíîìîâ ñòåïåíè, ìåíüøåé N .
Íî îí äîëæåí ñîäåðæàòü ìîíîìû kcyk−1z` è `cy`−1zk. Ïîýòîìó äîëæ-
íî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî k + `− 1 > N è k + ` > N . Êðîìå òîãî,
èç âêëþ÷åíèé kc ∈ Z, `c ∈ Z ñëåäóåò, ÷òî çíàìåíàòåëü ÷èñëà c íå
ïðåâîñõîäèò N .

Ïðè÷èíîé òîæäåñòâà (1.38), êîíå÷íî, ÿâëÿåòñÿ àíàëîãè÷íîå òîæ-
äåñòâî äëÿ ñòåïåííûõ ðÿäîâ

ln(1 + y) + ln(1 + z) = ln((1 + y)(1 + z)) = ln(1 + y + z + yz).

Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Ñîãëàñíî óñëîâèþ âåëè÷è-
íà ρ = max(|u− 1|p , |v− 1|p) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì 0 6 ρ < 1.
Âûáåðåì äîñòàòî÷íî áîëüøîå öåëîå ÷èñëî N è ïîäñòàâèì â òîæäå-
ñòâî (1.38) y = u − 1 è z = v − 1. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ ëåììû
âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà |ci,j|p < N . Ïîýòîìó

|P (u− 1) + P (v − 1)− P (uv − 1)|p 6 N · ρN+1. (1.39)

Ïåðåéäåì â ýòîì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè N → ∞. Â ñèëó ñõîäè-
ìîñòè ðÿäîâ Lp(u), Lp(v) è Lp(uv) çàêëþ÷àåì, ÷òî P (u− 1) → Lp(u),
P (v − 1) → Lp(v), P (uv − 1) → Lp(uv). Òåïåðü èç (1.39) ïîëó÷àåì
âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1.26.
Òåîðåìà 1.27. Åñëè x ∈ Zp, |x|p < 1, òî ñïðàâåäëèâû ñðàâíåíèÿ

Lp(1 + x) ≡ x (mod x2) ïðè p > 3,

è
L2(1 + x) ≡ x (mod x2/2).
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Â ÷àñòíîñòè, |Lp(1 + x)|p = |x|p ïðè p > 3. Åñëè æå p = 2, òî
|L2(1 + x)|2 = |x|2 ïðè ν2(x) > 2 è |L2(1 + x)|2 6 |x|2 ïðè ν2(x) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî p ïðîñòîå íå÷åòíîå ÷èñ-
ëî. Ïðè k = 2, î÷åâèäíî, èìååì νp(x

k−2/k) = 0. Åñëè æå k > 3, òî

νp

(
xk−2

k

)
= (k− 2)νp(x)− νp(k) > k− 2− logp k > k− 2− log3 k > 0.

Ýòî â ñèëó ðàâåíñòâà

Lp(1 + x) = x + x2
∞∑

k=2

(−1)k−1x
k−2

k
.

äîêàçûâàåò ïåðâîå ñðàâíåíèå.
Ïðè p=2 äëÿ k = 2, 3, î÷åâèäíî, èìååì ν2(x

k−2/k) > −1. Äàëåå
äëÿ k > 4 ïîëó÷àåì

ν2

(
xk−2

k

)
> k − 2− log2 k > −1.

Ýòî äîêàçûâàåò âòîðîå ñðàâíåíèå.
Óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû îá àáñîëþòíîé âåëè÷èíå p-àäè÷åñêèõ ëîãà-

ðèôìîâ ñðàçó æå ñëåäóþò èç äîêàçàííûõ ñðàâíåíèé.

Ñëåäñòâèå 1.1. Ïóñòü u ∈ Zp, νp(u− 1) > 1.
1. Ïðè p > 3 ðàâåíñòâî Lp(u) = 0 âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî äëÿ u = 1.
2. Ðàâåíñòâó L2(u) = 0 óäîâëåòâîðÿþò òîëüêî äâà ÷èñëà u = ±1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàâåíñòâî Lp(1) = 0, î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ ïðè
ëþáîì ïðîñòîì p > 2. Òàê êàê −1 = 1 − 2, òî ëîãàðèôì L2(−1)
îïðåäåëåí. Ïî òåîðåìå 1.26 íàõîäèì 2L2(−1) = L2(1) = 0. Ïîýòîìó
L2(−1) = 0.

Äîêàæåì òåïåðü óòâåðæäåíèÿ â îáðàòíóþ ñòîðîíó. Â ïåðâîì ñëó-
÷àå, ñîãëàñíî òåîðåìå 1.27 íàõîäèì

0 = Lp(u) ≡ u− 1 (mod (u− 1)2) (1.40)
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è |u− 1|p 6 |u− 1|2. Ýòî íåðàâåíñòâî ñîâìåñòíî ñ |u− 1|p < 1 ìîæåò
âûïîëíÿòüñÿ ëèøü äëÿ u = 1.

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî u 6= ±1. Òàê êàê êàæäîå íå÷åòíîå ÷èñëî
ñðàâíèìî ïî ìîäóëþ 4 ëèáî ñ 1, ëèáî ñ −1, òî âîçìîæíû äâà âàðèàíòà
u = 1+c2r èëè u = −1+c2r, ãäå r > 2 è 2 - c. Â ïåðâîì ñëó÷àå èìååì ïî
òåîðåìå 1.27 0 = L2(u) ≡ u− 1 (mod 22r−1), ò.å. c2r ≡ 0 (mod 22r−1).
Íî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê 2 - c. Âî âòîðîì ñëó÷àå íàõîäèì

0 = L2(−1 + c2r) = L2(−1) + L2(1− c2r) =

= L2(1− c2r) ≡ −c2r (mod 22r−1).

Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ýòî ñðàâíåíèå íåâîçìîæíî. Óòâåðæäåíèå
äîêàçàíî.

Ñëåäñòâèå 1.2. Ïðè ïðîñòîì p > 3 óðàâíåíèå xp = 1 èìååò â ïîëå
Qp åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = 1. Åñëè æå p = 2, ýòîìó óðàâíåíèþ
óäîâëåòâîðÿþò äâà p-àäè÷åñêèõ ÷èñëà x = ±1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàâåíñòâà xp = 1 ñëåäóåò |x|pp = |xp|p = |1|p = 1,
òàê ÷òî |x|p = 1 è x åñòü öåëîå p-àäè÷åñêîå ÷èñëî. Êðîìå òîãî, îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî â ïðåäñòàâëåíèè x = a0 + a1p + . . ., 0 6 aj < p, ïåðâûé
êîýôôèöèåíò a0 îòëè÷åí îò íóëÿ. Íî òîãäà ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà

a0 ≡ ap
0 ≡ xp = 1 (mod p).

Ýòî çíà÷èò, ÷òî îïðåäåëåíà âåëè÷èíà Lp(x) è pLp(x) = Lp(x
p) =

Lp(1) = 0. Èòàê, Lp(x) = 0. Òåïåðü ñëåäñòâèå 1.1 äàåò íàì x = 1
ïðè p > 3 è x = ±1 ïðè p = 2.

1.8.2 Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ
Ïóñòü a, x � öåëûå p-àäè÷åñêèå ÷èñëà, ïðè÷åì |a− 1|p < 1 è x = c0 +
c1p+c2p

2+. . ., ãäå ck ∈ Z, 0 6 ck < p. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
xn = c0 + c1p + . . . + cnp

n ∈ Z è yn = axn ∈ Zp ïðè n > 0. Èìååì

yn+1 − yn = axn
(
acnpn − 1

) ≡ 0 (mod (a− 1)pn).
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Ñðàâíåíèå âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó ëåììû 1.2. Òàêèì îáðàçîì, |yn+1 −
yn|p 6 p−n−1, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè.
Ó÷èòûâàÿ ïîëíîòó Qp, çàêëþ÷àåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn èìååò
ïðåäåë â ïîëå Qp, ò.å. yn → b ∈ Qp. Îïðåäåëèì òåïåðü

ax = b.

Äîêàæåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè ax.
1. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë un ñòðåìèòñÿ â Qp ê íåêî-

òîðîìó p-àäè÷åñêîìó ÷èñëó x, òî aun → ax. Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ
îïðåäåëåííóþ âûøå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn, ñ ïîìîùüþ ëåììû 1.2 íà-
õîäèì axn−un ≡ 1 (mod (xn − un)(a− 1)), òàê ÷òî

|axn − aun|p = |axn−un − 1|p 6 |xn − un|p · |a− 1|p < |xn − un|p.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî |xn−un|p 6 max(|xn−x|p , |un−x|p), çàêëþ÷àåì, ÷òî

|ax − aun|p 6 max
(
|ax − axn|p , |un − x|p , |xn − x|p

)
.

Ïîýòîìó aun → ax.
2. Ïóñòü u, v ∈ Zp è un, vn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öåëûõ ÷èñåë,

ñõîäÿùèåñÿ ê u è v ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà un + vn → u + v è, òàê êàê
aun+vn = aun

avn, òî, ïåðåõîäÿ â ýòîì ðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè n →∞,
çàêëþ÷àåì

au+v = au · av.

3. Äîêàæåì, ÷òî ïðè ëþáîì x ∈ Zp è a ∈ Zp, |a− 1|p < 1 âûïîëíÿ-
åòñÿ íåðàâåíñòâî

|ax − 1| 6 |(a− 1)x|p. (1.41)
Ïóñòü xn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë, îïðåäåëåííàÿ âûøå äëÿ
÷èñëà x. Ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n, ó÷èòûâàÿ, ÷òî xn → x,
íàõîäèì

|xn|p 6 max(|x|p , |xn − x|p) 6 |x|p.
Òåïåðü èç ëåììû 1.2 ñëåäóåò

|axn − 1|p 6 |a− 1|p · |xn| 6 |a− 1|p · |x|.
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Ïåðåõîäÿ â ýòîì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè n →∞, ïîëó÷àåì (1.41).
Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ïðè ëþáûõ u, v ∈ Zp íàõîäèì

|au − av| = |au−v − 1|p 6 |a− 1|p · |u− v|p.
Â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè ax â êàæäîé òî÷êå
îáëàñòè |x|p 6 1.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ñâÿçûâàåò ïîêàçàòåëüíóþ è ëîãàðèôìè-
÷åñêóþ ôóíêöèè.

Ëåììà 1.4. Åñëè a, x � öåëûå p-àäè÷åñêèå ÷èñëà, è νp(a − 1) > 1,
òî

Lp(a
x) = xLp(a).

Ïî óñëîâèþ ëåììû, à òàêæå â ñèëó íåðàâåíñòâà (1.41) èìååì |ax−
1|p < 1. Ïîýòîìó ëîãàðèôì Lp(a

x) îïðåäåëåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, óòâåðæäåíèå ñëåäóåò
èç òåîðåìû 1.26. Â îáùåì ñëó÷àå ìû âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî êàæäîå
öåëîå p-àäè÷åñêîå ÷èñëî ìîæåò áûòü ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ â p-àäè÷åñêîé
ìåòðèêå àïïðîêñèìèðîâàíî öåëûìè íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè. Îïðå-
äåëèì êàê è ðàíåå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë xn óñëîâèÿìè
xn → x, 0 6 xn < pn. Òîãäà

|Lp(a
x)− xLp(a)|p 6 max(|Lp(a

x)− Lp(a
xn)|p , |Lp(a

xn)− xLp(a)|p).
Ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà (1.41) è òåîðåì 1.26, 1.27 ïîëó÷àåì

|Lp(a
x)− Lp(a

xn)|p = |Lp(a
x−xn)|p 6 |ax−xn − 1|p = |ax − axn|p → 0

ïðè n →∞. Êðîìå òîãî

|Lp(a
xn)− xLp(a)|p = |xn − x|p · |Lp(a)| → 0

ïðè n →∞.
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Òåîðåìà 1.28. Ïóñòü a, b � öåëûå p-àäè÷åñêèå ÷èñëà, a 6= 1, è

νp(b− 1) > νp(a− 1) >
{

1, ïðè p > 3,
2, ïðè p = 2.

Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå öåëîå p-àäè÷åñêîå ÷èñëî x òàêîå,
÷òî ax = b. Ïðè ýòîì xLp(a) = Lp(b).
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê a 6= 1 è νp(a−1) > 2 ïðè p = 2, òî Lp(a) 6=
0, ñì. ñëåäñòâèå 1.1.

Îïðåäåëèì p-àäè÷åñêîå ÷èñëî x ðàâåíñòâîì xLp(a) = Lp(b). Ïîëü-
çóÿñü òåîðåìîé 1.27, íàõîäèì |Lp(a)|p = |a− 1|p > |b− 1|p = |Lp(b)|p.
Ñëåäîâàòåëüíî |x|p 6 1, ò.å. x ∈ Zp. Äàëåå ïî ëåììå 1.4 âûïîë-
íÿåòñÿ Lp(b) = xLp(a) = Lp(a

x), è ñîãëàñíî òåîðåìå 1.26 ïîëó÷àåì
Lp(a

xb−1) = 0. Èç íåðàâåíñòâ |b−1|p < 1 è |ax−1|p 6 |a−1|p · |x|p < 1
ñëåäóåò, ÷òî ax, b−1 ∈ Zp è |axb−1− 1|p = |ax− b|p 6 max(|ax− 1|p, |b−
1|p) < 1. Ïî ñëåäñòâèþ 1.1 ïîëó÷àåì òåïåðü axb−1 = 1 èëè ax = b.

Åñëè ïðè íåêîòîðîì öåëîì p-àäè÷åñêîì x âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
ax = b, òî ïî ëåììå 1.4

Lp(b) = Lp(a
x) = xLp(a),

òàê ÷òî, ÷èñëî x îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì.

1.9 Àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà
Àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà áûëè ââåäåíû è âïîñëåäñòâèè èçó÷àëèñü ñ öå-
ëüþ ðåøåíèÿ çàäà÷ îá îáû÷íûõ öåëûõ ÷èñëàõ, íàïðèìåð ðåøåíèÿ
äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñ àëãåáðàè÷åñêèìè ÷èñ-
ëàìè ñâÿçàíû íàèáîëåå ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ïðîâåðêè ÷èñåë íà
ïðîñòîòó, ðàçëîæåíèÿ öåëûõ ÷èñåë íà ìíîæèòåëè, äèñêðåòíîãî ëîãà-
ðèôìèðîâàíèÿ. Òåîðèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë îáøèðíà è íå ïðîñòà.
Ìû îãðàíè÷èìñÿ â ýòîì ïàðàãðàôå ëèøü îïèñàíèåì íåêîòîðûõ îòíî-
ñÿùèõñÿ ê íåé ôàêòîâ.

Êîìïëåêñíîå ÷èñëî α íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì, åñëè íàéäåòñÿ
îòëè÷íûé îò íóëÿ ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ Q[x], äëÿ êîòîðîãî f(α) = 0.
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Ñðåäè âñåõ òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ âûáåðåì ìíîãî÷ëåí íàèìåíüøåé ñòå-
ïåíè è ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1. Ýòîò ìíîãî÷ëåí íàçûâàåòñÿ
ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì α. Åãî ñòåïåíü íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ α

è áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ deg α.
Ïðèìåðû 1. Ëþáîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî a ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷å-

ñêèì, êàê êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f(x) = x− a ∈ Q[x]. Óêàçàííûé ìíîãî-
÷ëåí, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì ÷èñëà a, è ïî-
òîìó deg a = 1.

2. Ëþáàÿ êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü α åñòü êîðåíü íåêîòîðî-
ãî ìíîãî÷ëåíà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè ax2 + bx + c. Òàê êàê α íå
ðàöèîíàëüíî, òî ýòîò ìíîãî÷ëåí èìååò ìèíèìàëüíóþ ñòåïåíü ñðåäè
âñåõ, ëåæàùèõ â êîëüöå Q[x] è îáðàùàþùèõñÿ â íóëü ïðè ïîäñòàíîâ-
êå α âìåñòî x. Ïîýòîìó f(x) = x2 + b

ax + c
a ∈ Q[x] � ìèíèìàëüíûé

ìíîãî÷ëåí α è deg α = 2. Íàïðèìåð, i,
√

7 � àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà
ñòåïåíè 2.

Óêàæåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà. Ìèíè-
ìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ëþáîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëà íåïðèâîäèì. Åñëè
f(x) � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ÷èñëà α, êîòîðîå òàêæå ÿâëÿåòñÿ
êîðíåì ìíîãî÷ëåíà g(x) ∈ Q[x], òî ìíîãî÷ëåí g(x) äåëèòñÿ íà f(x).
Íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1 ñëóæèò ìè-
íèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì äëÿ êàæäîãî èç ñâîèõ êîðíåé. Âñå êîðíè
ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ðàçëè÷íû.

Åñëè α � àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî ñòåïåíè n, òî êîðíè α1, . . . , αn åãî
ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà íàçûâàþòñÿ ÷èñëàìè, ñîïðÿæåííûìè ñ α.

Òåîðåìà 1.29. Åñëè α è β � àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà, òî ÷èñëà α + β,
β − α, αβ, à â ñëó÷àå, åñëè α 6= 0, òî è β/α ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷å-
ñêèìè ÷èñëàìè.

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷è-
ñåë ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.

Ïóñòü ξ1, . . . , ξm � àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà. Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì
Q(ξ1, . . . , ξm) íàèìåíüøåå ïîëå, ñîäåðæàùåå âñå ÷èñëà ξi, à òàêæå ïî-
ëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q. Ýòî ïîëå, êàê ëåãêî âèäåòü, ñîñòîèò èç
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âñåâîçìîæíûõ äðîáåé âèäà
A(ξ1, . . . , ξm)

B(ξ1, . . . , ξm)
, B(ξ1, . . . , ξm) 6= 0.

ãäå A,B � ìíîãî÷ëåíû îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xm ñ ðàöèîíàëüíû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè. Ãîâîðÿò, ÷òî ÷èñëà ξ1, . . . , ξm ïîðîæäàþò ïîëå
Q(ξ1, . . . , ξm). Èç òåîðåìû 1.29 ñëåäóåò, ÷òî âñå åãî ýëåìåíòû ÿâëÿþòñÿ
àëãåáðàè÷åñêèìè ÷èñëàìè.

Òåîðåìà 1.30. Âñÿêîå ïîëå K = Q(ξ1, . . . , ξm), ïîðîæäåííîå àë-
ãåáðàè÷åñêèìè ÷èñëàìè ξ1, . . . , ξm, ìîæåò áûòü ïîðîæäåíî îäíèì
÷èñëîì. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî θ ∈ K, ÷òî
K = Q(θ).

Åñëè ñòåïåíü àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëà θ ðàâíà n, òî êàæäûé ýëå-
ìåíò α ïîëÿ K = Q(θ) åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â
âèäå

α = r0 + r1θ + · · ·+ rn−1θ
n−1, rj ∈ Q. (1.42)

×èñëî θ, ïîðîæäàþùåå ïîëå K, íàçûâàåòñÿ åãî ïðèìèòèâíûì ýëå-
ìåíòîì. Ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ïîëÿ K = Q(ξ1, . . . , ξm) âñåãäà ìîæåò
áûòü âûáðàí â âèäå

θ = c1ξ1 + . . . + cmξm, cj ∈ Z.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ïîëå Q(
√

2,
√

3) è ÷èñëî θ =
√

2 +
√

3 ∈
Q(
√

2,
√

3). Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

(θ −
√

2)2 = 3, (θ −
√

3)2 = 2,

èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî
√

2 =
θ2 − 1

2θ
,

√
3 =

θ2 + 1

2θ
.

Ïîýòîìó
√

2,
√

3 ∈ Q(θ) è Q(
√

2,
√

3) = Q(θ).
Äîïóñòèì, ÷òî K = Q(η), L = Q(ξ), ãäå η, ξ � àëãåáðàè÷åñêèå

÷èñëà. Â ñëó÷àå K ⊂ L ãîâîðÿò, ÷òî ïîëå L åñòü ðàñøèðåíèå ïîëÿ K.
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Òåîðåìà 1.31. Åñëè ÷èñëî ξ � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà

ϕ(x) = αmxm + . . . + α1x + α0

ñ àëãåáðàè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè αi, òî ξ � àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñ-
ëî.

Èíûìè ñëîâàìè, ýòà òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî ïîëå âñåõ àëãåáðàè-
÷åñêèõ ÷èñåë íåëüçÿ ðàñøèðèòü, ïðèñîåäèíèâ ê íåìó êîðåíü êàêîãî-
ëèáî ìíîãî÷ëåíà ñ àëãåáðàè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè. Ýòî ñâîéñòâî
íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé çàìêíóòîñòüþ. Ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë
òàêæå îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì.

Èç òåîðåìû 1.30 ñëåäóåò, ÷òî ïîëå K = Q(ξ1, . . . , ξm) åñòü êîíå÷-
íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä Q. Áàçèñîì åãî ÿâëÿåòñÿ, íà-
ïðèìåð, íàáîð ÷èñåë 1, θ, θ2, . . . , θn−1. Ðàçìåðíîñòü ýòîãî ëèíåéíîãî
ïðîñòðàíñòâà n, ðàâíàÿ ñòåïåíè ïðèìèòèâíîãî ýëåìåíòà θ, íàçûâà-
åòñÿ ñòåïåíüþ ïîëÿ K. Ëþáîé áàçèñ ýòîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà
íàçûâàåòñÿ áàçèñîì ïîëÿ K.

Ïóñòü α ∈ K. Óìíîæåíèå ýëåìåíòîâ K íà α îïðåäåëÿåò íåêîòîðîå
ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ïîëÿ K íà ñåáÿ, x 7→ αx. Åñëè ω1, . . . , ωn �
êàêîé-ëèáî áàçèñ ïîëÿ K, òî

αωi =
n∑

j=1

ai,jωj, ai,j ∈ Q, (1.43)

è A = ‖ai,j‖ � ìàòðèöà ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ � óìíîæåíèÿ íà α

â áàçèñå ωj. Ñëåä ýòîé ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ ñëåäîì α (îáîçíà÷åíèå
Tr(α)), à å¼ îïðåäåëèòåëü íàçûâàåòñÿ íîðìîé α (îáîçíà÷åíèå N(α)).
Òàêèì îáðàçîì,

Tr(α) = Tr(A) = a1,1 + a2,2 + . . . + an,n, N(α) = det A.

Âåëè÷èíû Tr(α) è N(α) ñóòü ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà è, êàê õîðîøî
èçâåñòíî, íå çàâèñÿò îò âûáîðà áàçèñà â ïîëå K.

Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë α, β ∈ K âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà
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1. Tr(α + β) = Tr(α) + Tr(β), è Tr(λα) = λTr(α) ïðè ëþáîì
λ ∈ Q.

2. N(αβ) = N(α)N(β).
Äðóãèìè ñëîâàìè: ñëåä åñòü Q�ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ íà ïîëå K, à

íîðìà ìóëüòèïëèêàòèâíà.
Åñëè α ∈ K è p(x) = xm + c1x

m−1 + · · · + cm � ìèíèìàëüíûé
ìíîãî÷ëåí ÷èñëà α, òî

Tr(α) = −s · c1, N(α) = (−1)ncs
m,

ãäå öåëîå ÷èñëî s ðàâíî n
m .

Ïîëå K = Q(ξ1, . . . , ξm) íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì, åñëè îíî ñîäåð-
æèò âñå ñîïðÿæåííûå êàæäîãî èç ÷èñåë ξj. Ýòî ñâîéñòâî íå çàâèñèò îò
âûáîðà ñèñòåìû ýëåìåíòîâ, ïîðîæäàþùèõ ïîëå K. Òàê, åñëè θ � ïðè-
ìèòèâíûé ýëåìåíò íîðìàëüíîãî ïîëÿ K, òî âñå ÷èñëà, ñîïðÿæåííûå
ñ θ ïðèíàäëåæàò K.

Íàïðèìåð, ïîëå Q(
√

2) íîðìàëüíî íàä Q. Ïîëå Q( 4
√

2) íå íîðìàëü-
íî, ò.ê. íå ñîäåðæèò ÷èñëî i 4

√
2, ñîïðÿæåííîå ñ 4

√
2 íàä Q.

Ïóñòü θ = θ1, θ2, . . . , θn � âñå ÷èñëà, ñîïðÿæåííûå ñ ïðèìèòèâíûì
ýëåìåíòîì θ íîðìàëüíîãî ïîëÿ K. Òîãäà äëÿ êàæäîãî j = 1, . . . , n
îòîáðàæåíèå σj : K → K, ïåðåâîäÿùåå ÷èñëî

α = r0 + r1θ + · · ·+ rn−1θ
n−1 ∈ K, ri ∈ Q

â
σj(α) = r0 + r1θj + · · ·+ rn−1θ

n−1
j

åñòü àâòîìîðôèçì ïîëÿ K, ò.å. σj âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåò ïî-
ëå K íà ñåáÿ è ñîõðàíÿåò àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè, ò.å. ñóììó ÷èñåë
ïåðåâîäèò â ñóììó èõ îáðàçîâ, ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë � â ïðîèçâåäåíèå
èõ îáðàçîâ, òàê æå è äëÿ ðàçíîñòè è îòíîøåíèÿ. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî
óêàçàííûå îòîáðàæåíèÿ íå çàâèñÿò îò âûáîðà ïðèìèòèâíîãî ýëåìåí-
òà θ, âñå ýòè îòîáðàæåíèÿ ðàçëè÷íû, è ëþáîé àâòîìîðôèçì ïîëÿ K
ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç íèõ.

Ïóñòü K = Q(
√

2). Îòîáðàæåíèå τ ïåðåâîäÿùåå êàæäîå ÷èñëî α =
a + b

√
2 ∈ K, a, b ∈ Q, â a− b

√
2 åñòü àâòîìîðôèçì ïîëÿ Q(

√
2).
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Èç-çà âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè êàæäûé àâòîìîðôèçì èìååò îáðàò-
íîå îòîáðàæåíèå, òàêæå ÿâëÿþùååñÿ àâòîìîðôèçìîì ïîëÿ K, à ïîòî-
ìó ñîâïàäàþùåå ñ îäíèì èç σj. Êðîìå òîãî, ïîñëåäîâàòåëüíîå âûïîë-
íåíèå ëþáûõ äâóõ àâòîìîðôèçìîâ ïîëÿ K òàêæå ÿâëÿåòñÿ àâòîìîð-
ôèçìîì. Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ àâòîìîðôèçìîâ
ïîëÿ K ñîñòàâëÿåò êîíå÷íóþ ãðóïïó ïîðÿäêà n. Îíà íàçûâàåòñÿ ãðóï-
ïîé Ãàëóà ïîëÿ K.

Ãðóïïà Ãàëóà ïîëÿQ(
√

2) ñîñòîèò èç äâóõ ýëåìåíòîâ: ïîñòðîåííîãî
âûøå îòîáðàæåíèÿ τ è òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ.

Äëÿ êàæäîãî ÷èñëà α ∈ K ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

Tr(α) =
n∑

j=1

σj(α), N(α) =
n∏

j=1

σj(α).

Êàæäîå èç ÷èñåë σj(α), 1 6 j 6 n, ñîïðÿæåíî ñ α, ëþáîå ñîïðÿæåííîå
â ýòîì íàáîðå ïðèñóòñòâóåò, à ðàâíûå ÷èñëà ïîâòîðÿþòñÿ îäèíàêîâî
÷àñòî.

Åñëè α = a + b
√

2 ∈ Q(
√

2), òî T (α) = 2a,N(α) = a2 − 2b2.
Àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî α íàçûâàåòñÿ öåëûì àëãåáðàè÷åñêèì, åñ-

ëè åãî ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí èìååò öåëûå êîýôôèöèåíòû. Íàïðè-
ìåð, ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ÷èñëà 1+

√
17

2 ðàâåí x2 − x − 4, òàê ÷òî
ýòî ÷èñëî åñòü öåëîå àëãåáðàè÷åñêîå. Ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ àëãåá-
ðàè÷åñêèõ ÷èñåë çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ, âû÷è-
òàíèÿ è óìíîæåíèÿ. Ìíîæåñòâî öåëûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë ïîëÿ
K = Q(ξ1, . . . , ξm) îáðàçóåò ïîäêîëüöî ýòîãî ïîëÿ, êîòîðîå áóäåò îáî-
çíà÷àòüñÿ ñèìâîëîì ZK . Íàïðèìåð, ZQ = Z. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî
êàæäîå êîíå÷íî ïîðîæäåííîå ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë K èìååò
áàçèñ ω1, . . . , ωn, äëÿ êîòîðîãî

ZK = Zω1 + . . . + Zωn.

Òàêîé áàçèñ íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì áàçèñîì ïîëÿ K.
Ïðèìåð. Ïóñòü d � öåëîå ÷èñëî, íå äåëÿùååñÿ íà êâàäðàò íèêà-

êîãî ïðîñòîãî ÷èñëà, K = Q(
√

d) � êâàäðàòè÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ
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ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Íå òðóäíî äîêàçàòü, ÷òî êîëüöî ZK öåëûõ ÷èñåë
ïîëÿ K èìååò âèä

ZK = Z+ Zω,

ãäå

ω =

{√
d åñëè d ≡ 2, 3 (mod 4),

1+
√

d
2 åñëè d ≡ 1 (mod 4).

(1.44)

Â êîëüöàõ öåëûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ
ñâîéñòâî åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ â ïðîèçâåäåíèå ïðî-
ñòûõ. Òàê â ïîëå K = Q(

√−23) êîëüöî öåëûõ ÷èñåë èìååò âèä
ZK = Z + Zω, ãäå ω = 1+

√−23
2 . Â ýòîì êîëüöå íåò åäèíñòâåííîñòè

ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè:

3 · 3 · 3 = 27 = (2 +
√−23) · (2−√−23).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî êàæäîå èç ÷èñåë 3, 2 ± √−23 íå ìîæåò áûòü
ðàçëîæåíî â ïðîèçâåäåíèå íåîáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ êîëüöà ZK , ò.å.
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì â ýòîì êîëüöå.

Ýôôåêòèâíàÿ çàìåíà îòñóòñòâóþùåãî â êîëüöàõ öåëûõ àëãåáðàè-
÷åñêèõ ÷èñåë ñâîéñòâà åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå ìíî-
æèòåëè ñâÿçàíà ñ èñïîëüçîâàíèåì èäåàëîâ. Èäåàëîì â êîëüöå ZK íà-
çûâàåòñÿ ëþáàÿ àääèòèâíàÿ ïîäãðóïïà ZK , çàìêíóòàÿ îòíîñèòåëüíî
óìíîæåíèÿ íà ýëåìåíòû ZK . Èäåàë p ⊂ ZK íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñ-
ëè äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ ZK âêëþ÷åíèå ab ∈ p âîçìîæíî
ëèøü â ñëó÷àÿõ a ∈ p èëè b ∈ p.

Íàïðèìåð, äëÿ êàæäîãî íåíóëåâîãî ÷èñëà α ∈ ZK ñîâîêóïíîñòü
âñåõ ÷èñåë êîëüöà ZK , äåëÿùèõñÿ íà α, ò.å. ìíîæåñòâî αZK åñòü èäåàë
êîëüöà ZK . Òàêèå èäåàëû íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè è îáîçíà÷àþòñÿ (α).
×èñëî α íàçûâàåòñÿ îáðàçóþùèì ýëåìåíòîì èäåàëà (α). Äëÿ ëþáîãî
íàáîðà ÷èñåë α1, . . . , αr ∈ ZK ìíîæåñòâî α1ZK + . . . + αrZK òàêæå
ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì êîëüöà ZK . Îíî îáîçíà÷àåòñÿ (α1, . . . , αr).

Â ìíîæåñòâå èäåàëîâ ïîëÿ K ìîæíî ââåñòè îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ.
Ïðîèçâåäåíèåì äâóõ èäåàëîâ a è b íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ
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ñóìì ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ èç a è b, ò.å.

ab =
{ ∑

i

αi · βi

∣∣∣ αi ∈ a, βi ∈ b
}

.

Íå òðóäíî äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ab òàêæå ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì. Îïå-
ðàöèÿ óìíîæåíèÿ èäåàëîâ àññîöèàòèâíà è êîììóòàòèâíà.

Êàê è äëÿ ÷èñåë, äëÿ êàæäîãî èäåàëà a ⊂ ZK ìîæíî ââåñòè ïîíÿ-
òèå íîðìû. Ðàññìîòðèì äëÿ ýòîãî êîëüöî êëàññîâ âû÷åòîâ ZK/a. Îíî
êîíå÷íî, êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â íåì íàçûâàåòñÿ íîðìîé èäåàëà a è
îáîçíà÷àåòñÿ N(a). Íîðìà ëþáîãî ãëàâíîãî èäåàëà (α) ñâÿçàíà ñ íîð-
ìîé åãî îáðàçóþùåãî ýëåìåíòà α ðàâåíñòâîì N((α)) = |N(α)|. Ìîæíî
äîêàçàòü, ÷òî íîðìà èäåàëà ìóëüòèïëèêàòèâíà, ò.å. äëÿ ëþáûõ äâóõ
èäåàëîâ a, b âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî N(ab) = N(a)N(b). Äëÿ ëþáîãî
ïðîñòîãî èäåàëà p èìååì N(p) = pf , ãäå p � åäèíñòâåííîå ïðîñòîå
÷èñëî, ñîäåðæàùååñÿ â p, à f � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íàçûâàåìîå ñòå-
ïåíüþ ïîëÿ âû÷åòîâ èäåàëà p.

Èìååò ìåñòî åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ èäåàëîâ â ïðîèçâåäåíèå
ïðîñòûõ.
Òåîðåìà 1.32. Äëÿ êàæäîãî èäåàëà a ⊂ ZK ñóùåñòâóþò åäèí-
ñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëåííûå ñîâîêóïíîñòè ïðîñòûõ èäåàëîâ p1,
. . . , pr ⊂ ZK è íàòóðàëüíûõ ÷èñåë k1, . . . , kr òàêèå, ÷òî

a = pk1
1 · · · pkr

r .

Óêàæåì äàëåå, êàê â êîëüöå ZK ðàñêëàäûâàþòñÿ â ïðîèçâåäåíèå
ïðîñòûõ èäåàëîâ ãëàâíûå èäåàëû (p), ïîðîæäàåìûå ïðîñòûìè ÷èñ-
ëàìè p. Ïóñòü K = Q(θ) � ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë ñòåïåíè n,
θ ∈ ZK , è ω1, . . . , ωn � ôóíäàìåíòàëüíûé áàçèñ ïîëÿ K. Òîãäà ñ íåêî-
òîðûìè öåëûìè ÷èñëàìè ci,j âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

θi−1 =
n∑

j=1

ci,jωj, 1 6 i 6 n.

Àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû C = ‖ci,j‖16i,j6n íàçû-
âàåòñÿ èíäåêñîì ÷èñëà θ. Îí íå çàâèñèò îò âûáîðà ôóíäàìåíòàëüíîãî
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áàçèñà ïîëÿ K è áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ dθ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè êîëüöî
öåëûõ ÷èñåë ZK èìååò âèä Z[θ], òî dθ = 1.

Â ôîðìóëèðîâêå ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ áóäåò ïðèñóòñòâîâàòü
íåêîòîðîå ïðîñòîå ÷èñëî p. Äëÿ êàæäîãî ìíîãî÷ëåíà u(x) ∈ Z[x] áó-
äåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì u(x) ìíîãî÷ëåí â êîëüöå Fp[x], êîýôôèöè-
åíòû êîòîðîãî ñóòü êëàññû âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p ñîîòâåòñòâóþùèõ
êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà u(x).

Òåîðåìà 1.33. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî, íå äåëÿùåå èíäåêñ dθ ÷èñ-
ëà θ, q(x) � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí θ. Ïóñòü òàêæå

q(x) =
r∏

j=1

gj(x)ej

� ðàçëîæåíèå íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè íàä ïîëåì Fp ñ íåêîòî-
ðûìè ìíîãî÷ëåíàìè gj(x) ∈ Z[x]. Òîãäà pj = (p, gj(θ)), j = 1, . . . , r,
� ïðîñòûå èäåàëû, è â êîëüöå ZK ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(p) =
r∏

j=1

p
ej

j . (1.45)

Ïðè ýòîì N(pj) = pfj , ãäå fj = deg gj(x).

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ZK = Z[θ] óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûïîëíÿ-
åòñÿ äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p.

Ïðèìåð. Ðàçëîæèì â ïîëå Q(
√−19) â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ èäå-

àëîâ ÷èñëî 7.
Êîëüöî öåëûõ ÷èñåë ïîëÿQ(

√−19) èìååò âèä Z[ω], ãäå ω = 1+
√−19
2 .

Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí äëÿ ω ðàâåí p(x) = x2−x+5. Ñïðàâåäëèâî
ðàçëîæåíèå

p(x) ≡ (x + 1)(x− 2) (mod 7).

Ïîýòîìó (7) = p1p2, ãäå

p1 = (7, ω + 1), p2 = (7, ω − 2).
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Îáà ïîëó÷èâøèåñÿ ïðîñòûå èäåàëà ãëàâíûå. Äåéñòâèòåëüíî, èç ðà-
âåíñòâà (ω+1)(ω−2) = −7 ñëåäóåò, ÷òî â êîëüöå ZK ÷èñëî 7 äåëèòñÿ
íà öåëûå ÷èñëà ω + 1, ω − 2. Ïîýòîìó

p1 = (ω + 1), p2 = (ω − 2).

Â òîì æå ïîëå (19) = p2, ãäå p = (19, ω − 10).



Ãëàâà 2

Áûñòðûå àëãîðèòìû

2.1 Àëãîðèòì Åâêëèäà
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Ïóñòü a, b � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Òðå-
áóåòñÿ íàéòè (a, b) � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü a, b. Çàäà÷à ýòà ðå-
øàåòñÿ äîñòàòî÷íî áûñòðî ñ ïîìîùüþ õîðîøî èçâåñòíîãî àëãîðèòìà
Åâêëèäà áåç ðàçëîæåíèÿ ÷èñåë íà ìíîæèòåëè. Â îñíîâå åãî ëåæèò
ðàâåíñòâî (a, b) = (b, r), ãäå r � îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà a íà b, ñì.
�1.1.

Àëãîðèòì 2.1. Äàíû: Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b; b < a.
Íàéòè: Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü (a, b).
1. Âû÷èñëèòü r � îñòàòîê îò äåëåíèÿ a íà b, ò.å. íàéòè öåëîå r,
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì a = bq + r, 0 6 r < b.
2. Åñëè r = 0, òî (a, b) = b, ÑÒÎÏ.
3. Åñëè r 6= 0, òî çàìåíèòü ïàðó {a, b} ïàðîé {b, r} è ïåðåéòè â
ïóíêò 1 àëãîðèòìà.

Îáîñíîâàíèå àëãîðèòìà ñîäåðæèòñÿ â �1.1. Ìû çàéìåìñÿ çäåñü
îöåíêîé åãî ñëîæíîñòè.

Òåîðåìà 2.1 (Ëàìå, 1845). Ïóñòü a > b � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ïðè
âû÷èñëåíèè (a, b) ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Åâêëèäà áóäåò âûïîëíåíî
íå áîëåå 5m îïåðàöèé äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì, ãäå m åñòü êîëè÷åñòâî
öèôð â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà b.

60
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì r0 = a è îáîçíà÷èì r1, r2, . . . , rn � ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü äåëèòåëåé â àëãîðèòìå Åâêëèäà. Òîãäà r1 = b,

ri−1 = airi + ri+1, 0 6 ri+1 < ri, ai ∈ N, i = 1, 2, . . . , n− 1,

rn = (a, b).
Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ íåðàâåíñòâ

ri > λn−i, i = 1, 2, . . . , n, (2.1)

ãäå λ = 1+
√

5
2 = 1, 61... åñòü êîðåíü êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ λ2 − λ −

1 = 0. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé ïî èíäåêñó i, äâèãàÿñü â
îáðàòíîì íàïðàâëåíèè îò n ê 1. Ïðè i = n èìååì rn > 1 = λ0. Ïðè i =
n− 1 íàõîäèì rn−1 > rn + 1 > 2 > λ, òàê ÷òî íåðàâåíñòâî (2.1) îïÿòü
ñïðàâåäëèâî. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî k < n è íåðàâåíñòâî (2.1)
âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ i > k. Èìååì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó ðàâåíñòâ è
íåðàâåíñòâ

rk−1 = akrk+rk+1 > rk+rk+1 > λn−k+λn−k−1 = λn−k−1(λ+1) = λn−k+1.

Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî (2.1) âûïîëíÿåòñÿ è ïðè i = k − 1. Ýòî
äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü (2.1) ïðè âñåõ i = 1, 2, . . . , n.

Ïîñêîëüêó äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü b ñîäåðæèò m çíàêîâ, òî 10m > b, è

10m > b = r1 > λn−1.

Èç ýòèõ íåðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî

m > (n− 1) log10 λ > (n− 1)/5.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ, ïîñêîëüêó λ > 101/5 = 1, 58....
Òàêèì îáðàçîì, n < 5m + 1, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Ïîñêîëüêó m 6 1 + log b, èç òåîðåìû 2.1 ñëåäóåò, ÷òî àëãîðèòì
Åâêëèäà èìååò ïîëèíîìèàëüíóþ ñëîæíîñòü.
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2.2 Ñèìâîëû Ëåæàíäðà è ßêîáè
Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì âîïðîñ î òîì, êàê óçíàòü, ðàçðå-
øèìî èëè íåò ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ p > 2 êâàäðàòè÷íîå ñðàâíåíèå.
Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ñðàâíåíèå

ax2 + bx + c ≡ 0 (mod p), a, b, c ∈ Z, p - a,

ñâîäèòñÿ âûäåëåíèåì ïîëíîãî êâàäðàòà ê ñðàâíåíèþ

x2 ≡ d (mod p), d ∈ Z. (2.2)

Îòâåò íàõîäèòñÿ òðèâèàëüíî â ñëó÷àå p | d, ðåøåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ
÷èñëà x ≡ 0 (mod p).

Åñëè p - d, âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè (2.2) òàêæå ìîæåò áûòü ðåøåí
äîñòàòî÷íî áûñòðî. Ìû èçëîæèì íèæå ñîîòâåòñòâóþùóþ òåîðèþ, îò-
ñûëàÿ çà äîêàçàòåëüñòâàìè ê [5].

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïóñòü p � ïðîñòîå íå÷åòíîå ÷èñëî. Öåëîå ÷èñëî
d, íå äåëÿùååñÿ íà p, íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì ïî ìîäóëþ
p, åñëè ñðàâíåíèå (2.2) ðàçðåøèìî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíî íàçûâà-
åòñÿ êâàäðàòè÷íûì íåâû÷åòîì ïî ìîäóëþ p.

Åñëè d1 ≡ d2 (mod p), òî ÷èñëà d1, d2 îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ
êâàäðàòè÷íûìè âû÷åòàìè èëè êâàäðàòè÷íûìè íåâû÷åòàìè. Äëÿ êàæ-
äîãî p > 3 èìååòñÿ (p− 1)/2 êëàññîâ êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ è ðàâíî
ñòîëüêî æå êëàññîâ êâàäðàòè÷íûõ íåâû÷åòîâ.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ñèìâîë Ëåæàíäðà
(

d
p

)
åñòü ôóíêöèÿ îò äâóõ

àðãóìåíòîâ: d åñòü öåëîå ÷èñëî, à p � ïðîñòîå íå÷åòíîå. Çíà÷å-
íèå ñèìâîëà Ëåæàíäðà ðàâíî 1, åñëè d åñòü êâàäðàòè÷íûé âû÷åò
ïî ìîäóëþ p, îíî ðàâíî −1, åñëè d åñòü êâàäðàòè÷íûé íåâû÷åò ïî
ìîäóëþ p, è îíî ðàâíî 0, åñëè p | d.

Îïðåäåëåííàÿ òàê ôóíêöèÿ îáëàäàåò ðÿäîì ïðîñòûõ ñâîéñòâ, ïîç-
âîëÿþùèõ ëåãêî âû÷èñëÿòü åå çíà÷åíèÿ è òåì ñàìûì ïîëó÷àòü îòâåò
íà âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè ñðàâíåíèÿ (2.2).
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Ñâîéñòâà ñèìâîëà Ëåæàíäðà

1.
(

a
p

)
≡ a

p−1
2 (mod p).

2. Åñëè a ≡ b (mod p), òî
(

a
p

)
=

(
b
p

)
.

3.
(

1
p

)
= 1;

(
−1
p

)
= (−1)

p−1
2 ;

(
2
p

)
= (−1)

p2−1
8 .

4.
(

ab
p

)
=

(
a
p

)
·
(

b
p

)
.

5. Åñëè p è q � ðàçëè÷íûå íå÷åòíûå ïðîñòûå ÷èñëà, òî
(

p

q

)
·
(

q

p

)
= (−1)

p−1
2

q−1
2 .

Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî íîñèò íàçâàíèå êâàäðàòè÷íûé çàêîí âçàèìíî-
ñòè. Îíî âïåðâûå áûëî äîêàçàíî Ãàóññîì â 1796ã.

Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, êàê ýòè ñâîéñòâà ïîçâîëÿþò âû-
÷èñëÿòü ñèìâîë Ëåæàíäðà. Äëÿ óäîáñòâà âû÷èñëåíèé çàìåòèì, ÷òî
÷èñëà p−1

2 è p2−1
8 áóäóò ÷åòíûìè, ñîîòâåòñòâåííî, â ñëó÷àÿõ p ≡ 1

(mod 4) è p ≡ ±1 (mod 8).
Ïðèìåð. Âûÿñíèòü, ðàçðåøèìî ëè ñðàâíåíèå

x2 ≡ 184 (mod 347) (2.3)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ, íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü çíà-
÷åíèå

(184
347

)
, ïîñêîëüêó 347 åñòü ïðîñòîå ÷èñëî. Òàê êàê 184 = 23 · 23,

òî ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè ñèìâîëà Ëåæàíäðà, íàõîäèì
(

184

347

)
=

(
2

347

)3 (
23

347

)
= −

(
23

347

)
=

(
347

23

)
=

(
2

23

)
= 1.

Òàêèì îáðàçîì, ñðàâíåíèå (2.3) ðàçðåøèìî. Êîíå÷íî, óêàçàííîå âû-
÷èñëåíèå íå ïîçâîëÿåò íàéòè ñàìè ðåøåíèÿ.
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Âû÷èñëåíèå ñèìâîëà Ëåæàíäðà
(

d
p

)
, îñíîâàííîå íà ñâîéñòâàõ 2)-

5), òðåáóåò ðàçëîæåíèÿ ÷èñëà d íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè. Â íàñòîÿ-
ùåå âðåìÿ ýòî î÷åíü òðóäîåìêàÿ çàäà÷à. Íèæå ìû îïèøåì áîëåå ñî-
âåðøåííûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ñèìâîëà Ëåæàíäðà. Ñîîòâåòñòâóþùèé
àëãîðèòì èìååò ïîëèíîìèàëüíóþ ñëîæíîñòü è íå èñïîëüçóåò íè ïðî-
âåðêè ÷èñåë íà ïðîñòîòó, íè ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè. Â
îñíîâå åãî ëåæèò âîçìîæíîñòü ïðîäîëæèòü ôóíêöèþ

(
d
p

)
íà ìíîæå-

ñòâî âñåõ ïàð âçàèìíî ïðîñòûõ öåëûõ ÷èñåë D, P , ãäå P � ïðîèç-
âîëüíîå íå÷åòíîå ÷èñëî, ñ ñîõðàíåíèåì ñâîéñòâ 2)-5). Ïðîäîëæåííàÿ
òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ íîñèò íàçâàíèå ñèìâîë ßêîáè.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ïóñòü P = p1 · · · pr, ãäå pj � íå÷åòíûå ïðîñòûå
÷èñëà, è D ∈ Z, (D, P ) = 1. Ñèìâîë ßêîáè

(
D
P

)
îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåí-

ñòâîì (
D

P

)
=

(
D

p1

)
· · ·

(
D

pr

)
,

ãäå
(

D
pj

)
� çíà÷åíèÿ ñèìâîëà Ëåæàíäðà.

Åñëè P � ïðîñòîå ÷èñëî, òî ñèìâîëû Ëåæàíäðà è ßêîáè ñî çíàìå-
íàòåëåì P ñîâïàäàþò.

Âîîáùå ãîâîðÿ, çíà÷åíèå ñèìâîëà ßêîáè íå ñâÿçàíî ñ ðàçðåøèìî-
ñòüþ ñðàâíåíèé.
Ïðèìåð. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñðàâíåíèå x2 ≡ 2 (mod 15) íå èìååò
ðåøåíèé. Òåì íå ìåíåå ñèìâîë ßêîáè â ýòîì ñëó÷àå ðàâåí

(
2

15

)
=

(
2

3

)
·
(

2

5

)
= (−1) · (−1) = 1.

Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ïîäîáíû ñîîòâåòñòâóþùèì ñâîéñòâàì ñèìâîëà
Ëåæàíäðà.

Ñâîéñòâà ñèìâîëà ßêîáè

2. Åñëè a ≡ b (mod P ), òî
(

a
P

)
=

(
b
P

)
.
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3.
( 1

P

)
= 1;

(−1
P

)
= (−1)

P−1
2 ;

( 2
P

)
= (−1)

P2−1
8 .

4.
(

ab
P

)
=

(
a
P

) · ( b
P

)
.

5. Åñëè P è Q � ïîëîæèòåëüíûå íå÷åòíûå âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñ-
ëà, òî (

P

Q

)
·
(

Q

P

)
= (−1)

P−1
2

Q−1
2 .

Ïîêàæåì òåïåðü, êàê ñ ïîìîùüþ ýòèõ ñâîéñòâ ìîæíî âû÷èñëèòü çíà-
÷åíèå ñèìâîëà ßêîáè. Ïðè ýòîì íå èñïîëüçóåòñÿ ðàçëîæåíèå íà ïðî-
ñòûå ìíîæèòåëè, à ëèøü âûäåëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü ÷èñëà 2,
âõîäÿùàÿ â ðàçëîæåíèå ÷èñëèòåëÿ. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëåäóþùèé
ïðèìåð.

Ïðèìåð. Âûÿñíèòü, ðàçðåøèìî ëè ñðàâíåíèå

x2 ≡ 753 (mod 811)

Îòìåòèì, ÷òî ÷èñëî 811 ïðîñòîå, òàê ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è äîñòà-
òî÷íî âû÷èñëèòü ñîîòâåòñòâóþùèé ñèìâîë ßêîáè:

(
753

811

)
=

(
811

753

)
=

(
58

753

)
=

(
29

753

)
=

(
753

29

)
=

(−1

29

)
= 1.

Ïðè ýòîì âû÷èñëåíèè èñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ 753 ≡
1 (mod 8), 811 ≡ 58 (mod 753), 753 ≡ −1 (mod 29), 29 ≡ 1 (mod 4).
Èòàê, äàííîå â ïðèìåðå ñðàâíåíèå ðàçðåøèìî.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé ýòîãî ñðàâíåíèÿ ñîñòîèò
èç äâóõ êëàññîâ âû÷åòîâ x ≡ 276 (mod 811), x ≡ 535 (mod 811). Ìå-
òîäû íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé è ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ íà ìíîæèòåëè
íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè áóäóò îáñóæäàòüñÿ ïîçäíåå â ãë. 2.

Ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ñèìâîëà ßêîáè, èñïîëüçîâàâøèéñÿ â ðàññìîò-
ðåííîì ïðèìåðå ìîæåò áûòü îôîðìëåí â âèäå ñëåäóþùåãî àëãîðèòìà.

Àëãîðèòì 2.2. Äàííûå: Öåëûå âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà Q è P > 2,
P íå÷åòíî.
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Íàéòè: Çíà÷åíèå ñèìâîëà ßêîáè
(

Q
P

)
.

1. Ïîëîæèòü s = 0, u = Q, v = P .
2. Íàéòè r � íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé îñòàòîê îò äåëåíèÿ
÷èñëà u íà v, ò.å. öåëîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

u = vq + r, 0 < r < v;

âû÷èñëèòü öåëîå k > 0 è íå÷åòíîå t, äëÿ êîòîðûõ r = 2kt; ïîëî-
æèòü

s ≡ s + k · v
2 − 1

8
+

(t− 1)(v − 1)

4
(mod 2).

3. Åñëè t = 1, ïîëîæèòü
(

Q

P

)
= (−1)s.

ÑÒÎÏ.
4. Åñëè t > 3, ïîëîæèòü u = v, v = t, ïåðåéòè â ïóíêò 2.

Äîêàæåì, ÷òî ïðèâåäåííûé àëãîðèòì äåéñòâèòåëüíî âû÷èñëÿåò
ñèìâîë ßêîáè è ïîëó÷èì îöåíêó åãî ñëîæíîñòè.

Òåîðåìà 2.2. Ïðèâåäåííûé àëãîðèòì âû÷èñëÿåò ñèìâîë ßêîáè
(

Q
P

)

çà O(m) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, ãäå m åñòü êîëè÷åñòâî öèôð â
äåñÿòè÷íîé çàïèñè ìåíüøåãî èç ÷èñåë P, Q.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà ÷èñëî v óáûâàåò. Ýòî
çíà÷èò, ÷òî àëãîðèòì íå ìîæåò ðàáîòàòü áåñêîíå÷íî äîëãî è, ñëåäî-
âàòåëüíî, çàâåðøèò ñâîþ ðàáîòó.

Îáîçíà÷èì áóêâîé n êîëè÷åñòâî ïðîõîäîâ àëãîðèòìà ÷åðåç ïóíêò
2. Ïóñòü òàêæå sj, uj, vj � çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ s, u, v ïåðåä j-ì
âõîäîì â ïóíêò 2. Òîãäà s1 = 0, u1 = Q, v1 = P . Äîêàæåì èíäóêöèåé
ïî j ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâ

(
Q

P

)
= (−1)sj ·

(
uj

vj

)
, j = 1, . . . , n. (2.4)
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Ïðè j = 1 ýòî ðàâåíñòâî, î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ. Ïóñòü j < n è (2.4)
ñïðàâåäëèâî. Â ïðîöåññå âûïîëíåíèÿ ïóíêòà 2 àëãîðèòìà â j-é ðàç
áóäóò íàéäåíû ÷èñëà q, k, t, äëÿ êîòîðûõ uj = qvj + 2kt. Òîãäà

(
uj

vj

)
=

(
2kt

vj

)
=

(
2

vj

)k

·
(

t

vj

)
= (−1)k

v2
j−1

8 + t−1
2

vj−1

2

(vj

t

)
.

Ýòî ðàâåíñòâî âìåñòå ñ (2.4) çàâåðøàåò øàã èíäóêöèè. Èòàê, ðàâåí-
ñòâî (2.4) ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ j.

Ïðè j = n, ò.å. ïðè ïîñëåäíåì âûõîäå èç ïóíêòà 2) áóäåì èìåòü
t = 1 è, ñëåäîâàòåëüíî,

(
Q

P

)
= (−1)sn ·

(
un

vn

)
= (−1)sn

(
2

vn

)k

= (−1)sn+k
v2
n−1
8 .

Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî àëãîðèòì äåéñòâèòåëüíî âû÷èñëÿåò çíà÷åíèå
ñèìâîëà ßêîáè

(
Q
P

)
.

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà uj = vj−1, t = vj+1, íàõîäèì, ÷òî

vj−1 > vj + vj+1, j > 2.

Ïîëó÷èâøèåñÿ íåðàâåíñòâà, êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.1 ïðè-
âîäÿò ê îöåíêå vj > λn−j, äîêàçûâàþùåé ïðè j = 1, ÷òî n = O(ln P ) =
O(m). Îöåíêà êîëè÷åñòâà àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â àëãîðèòìå
èìååò, î÷åâèäíî, òîò æå ïîðÿäîê.

2.3 Áûñòðûé àëãîðèòì âîçâåäåíèÿ
â ñòåïåíü.

Ïóñòü A � íåêîòîðîå êîëüöî, a ∈ A è d � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Â ýòîì
ïàðàãðàôå ìû îáñóäèì áûñòðûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ñòåïåíè ad.
Òðèâèàëüíûé àëãîðèòì, ñîñòîÿùèé â ïîñëåäîâàòåëüíîì óìíîæåíèè
íà a ðåçóëüòàòà ïðåäøåñòâóþùåãî âû÷èñëåíèÿ, òðåáóåò d−1 óìíîæå-
íèé. Ñëåäóþùèé àëãîðèòì âû÷èñëÿåò ñòåïåíü ñóùåñòâåííî áûñòðåå.
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Àëãîðèòì 2.3. Äàííûå: Ýëåìåíò a ∈ A è íàòóðàëüíîå ÷èñëî d.
Íàéòè: Ýëåìåíò ad.
1. Ïðåäñòàâèòü d â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ, ò.å. íàéòè òàêèå
÷èñëà dj ∈ {0, 1}, ÷òî d = d02

r + · · ·+ dr−12 + dr, d0 = 1.
2. Ïîëîæèòü a0 = a è çàòåì äëÿ i = 1, . . . , r âû÷èñëèòü

ai = a2
i−1 · adi. (2.5)

3. Ïîëîæèòü ad = ar.

Òåîðåìà 2.3. Àëãîðèòì äåéñòâèòåëüíî âû÷èñëÿåò ñòåïåíü ad. Îí
èñïîëüçóåò äëÿ ýòîãî íå áîëåå 2[log2 d] óìíîæåíèé â êîëüöå A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè âñåõ i = 0, 1, . . . , r ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

ai = ad02i+···+di. (2.6)

Äîêàæåì ýòî èíäóêöèåé ïî i. Ïðè i = 0 óòâåðæäåíèå âûïîëíÿåòñÿ,
ò.ê. d0 = 1. Ïîäñòàâëÿÿ (2.6) â ðàâåíñòâî ai+1 = a2

i · adi+1, íàõîäèì
ðàâåíñòâî (2.6) äëÿ ai+1. Ýòî äîêàçûâàåò (2.6) äëÿ âñåõ i. Ïðè i = r

ïîëó÷àåì ar = ad, ÷òî äîêàçûâàåò êîððåêòíîñòü àëãîðèòìà.
Äëÿ îöåíêè ñëîæíîñòè îáîçíà÷èì ñèìâîëîì c(d) êîëè÷åñòâî óìíî-

æåíèé, íåîáõîäèìûõ àëãîðèòìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ad. Äîêàæåì èíäóê-
öèåé ïî d íåðàâåíñòâî

c(d) 6 2[log2 d]. (2.7)
Îáîçíà÷èì äëÿ ýòîãî m = d02

r−1+ · · ·+dr−1. Òîãäà d = 2m+dr > 2m.
Ïðè d = 1, 2 íåðàâåíñòâî (2.7), î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ. Ïóñòü

òåïåðü d > 3. Â ñèëó àëãîðèòìà ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

c(d) = c(m)+1+dr 6 c(m)+2 6 2[log2 m]+2 = 2[log2 2m] 6 2[log2 d],

äîêàçûâàþùèå íóæíîå íåðàâåíñòâî.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ îïèñàííîãî àëãî-
ðèòìà.



ÃËÀÂÀ 2. ÁÛÑÒÐÛÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÛ 69

Ïðèìåð 1. Ïóñòü m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî è A = Z/mZ � êîëüöî
âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m. Àëãîðèòì ðåàëèçóåò âû÷èñëåíèå ñòåïåíåé â
êîëüöå âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m. Êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Ýéëåðà óòâåð-
æäàåò, ÷òî aϕ(m) ≡ 1 (mod m), ãäå ϕ(m) �ôóíêöèÿ Ýéëåðà. Ïîýòîìó,
çàìåíèâ ïîêàçàòåëü ñòåïåíè d åãî îñòàòêîì îò äåëåíèÿ íà ϕ(m) (íà
÷òî ïîòðåáóåòñÿ îäíà àðèôìåòè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ), çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ
ad (mod m) âñåãäà ìîæíî ñâåñòè ê ñëó÷àþ d 6 ϕ(m). Ýòî ïîêàçûâà-
åò, ÷òî ñëîæíîñòü àëãîðèòìà âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü â êîëüöå âû÷åòîâ
Z/mZ åñòü O(ln m).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè m = p � ïðîñòîå íå÷åòíîå ÷èñëî, òî â ñèëó
ñâîéñòâà 1 ñèìâîëà Ëåæàíäðà èìååì

(
a

p

)
≡ a

p−1
2 (mod p),

òàê ÷òî àëãîðèòì 3 äàåò äðóãîé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ñèìâîëà Ëåæàíä-
ðà çà O(log p) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.
Ïðèìåð 2. Ïóñòü R � êîëüöî è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ u0,
u1, u2, . . . ∈ R çàäàíà ðåêóððåíòíî

un = a1un−1 + · · ·+ ahun−h, n > h, aj ∈ R.

Íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü R = Z/mZ. Êàê âû÷èñëèòü ud äëÿ çàäàííîãî
èíäåêñà d? Ââåäåì äëÿ ýòîãî âåêòîðà

un = (un, un−1, . . . , un−h+1), n > h.

Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî un = un−1 ·M , ãäå

M =




a1 1 0 · · · 0
a2 0 1 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
ah−1 0 0 · · · 1
ah 0 0 · · · 0




,

� êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà èç h ñòðîê è ñòîëáöîâ ñ ýëåìåíòàìè â êîëü-
öå R. Î÷åâèäíî ðàâåíñòâî un = uh · Mn−h, èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî
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âû÷èñëåíèå ud ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ Md−h â êîëüöå A êâàäðàòíûõ
ìàòðèö ðàçìåðà h ñ ýëåìåíòàìè â R. Ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ud òà-
êèì ñïîñîáîì îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé O(h2 ln d), ãäå ïîñòîÿííàÿ â O(·)
àáñîëþòíà.

2.4 Âåðîÿòíîñòíûå àëãîðèòìû
Ðàññìîòðåííûå âûøå àëãîðèòìû îòíîñÿòñÿ ê ðàçðÿäó äåòåðìèíèðî-
âàííûõ. Òàê íàçûâàþò àëãîðèòìû, â êîòîðûõ ðåçóëüòàò êàæäîãî øàãà
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäøåñòâóþùèìè âû÷èñëåíèÿìè. Îäíàêî,
ñóùåñòâóþò è äðóãèå òèïû àëãîðèòìîâ, âåñüìà óäîáíûå íà ïðàêòèêå.

Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî, p > 2. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì
ñëåäóþùóþ âàæíóþ çàäà÷ó: íàéòè êàêîé-ëèáî êâàäðàòè÷íûé íåâû÷åò
ïî ìîäóëþ p. Óìåíèå âû÷èñëÿòü êâàäðàòè÷íûå íåâû÷åòû ïîíàäîáèò-
ñÿ, íàïðèìåð, â ïàðàãðàôå 2.5 ïðè ðåøåíèè êâàäðàòè÷íûõ ñðàâíåíèé.

Ìîæíî ðåøèòü åå, íàïðèìåð, ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ ëþáîãî
a ∈ Z ëåãêî ïðîâåðèòü, áóäåò ýòî ÷èñëî êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì èëè
íåò. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü ñèìâîë Ëåæàíäðà

(
a
p

)
èëè a

p−1
2

(mod p). Â ñëó÷àå, åñëè ïîëó÷èâøååñÿ çíà÷åíèå ðàâíî −1, ÷èñëî a

áóäåò êâàäðàòè÷íûì íåâû÷åòîì ïî ìîäóëþ p. Ìîæíî ïîïûòàòüñÿ îð-
ãàíèçîâàòü òàêóþ ïðîâåðêó ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ a = 2, 3, . . . äî òåõ
ïîð, ïîêà íå áóäåò îáíàðóæåí êâàäðàòè÷íûé íåâû÷åò.

Òàêîé ñïîñîá ðåøåíèÿ, åñòåñòâåííî ñòàâèò âîïðîñ: ñêîëü áûñòðî
íàéäåòñÿ íåâû÷åò? Äðóãèìè ñëîâàìè, êàêîâà ãðàíèöà ñâåðõó äëÿ
íàèìåíüøåãî ïîëîæèòåëüíîãî êâàäðàòè÷íîãî íåâû÷åòà ïî ìîäóëþ
p? Â 1926ã. È.Ì. Âèíîãðàäîâ äîêàçàë, ÷òî íàèìåíüøèé êâàäðàòè÷-
íûé íåâû÷åò èìååò ïîðÿäîê O(p

1
2
√

e ln2 p). Â 1958ã. ýòîò ðåçóëüòàò áûë
óñèëåí Áåðäæåñîì, ïîëó÷èâøèì îöåíêó O(p

1
4
√

e
+ε) äëÿ ëþáîãî ïîëî-

æèòåëüíîãî ε. Ýòà îöåíêà íå óëó÷øåíà äî ñèõ ïîð è ÿâëÿåòñÿ òàêæå
îöåíêîé ñëîæíîñòè óêàçàííîãî àëãîðèòìà.

Îöåíêà Áåðäæåñà âåñüìà âåëèêà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ íåé ïðè áîëü-
øèõ p àëãîðèòì áóäåò ðàáîòàòü äîñòàòî÷íî äîëãî. Ïðåäïîëàãàåòcÿ,
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÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè íàèìåíüøèé íåâû÷åò ñóùåñòâåííî ìåíüøå.
Åñëè ñïðàâåäëèâà òàê íàçûâàåìàÿ ðàñøèðåííàÿ ãèïîòåçà Ðèìàíà, òî
íàèìåíüøèé êâàäðàòè÷íûé íåâû÷åò ìîæåò áûòü îöåíåí ñâåðõó âå-
ëè÷èíîé 2 ln2 p. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ îöåíêà
ñëîæíîñòè àëãîðèòìà. Ê ñîæàëåíèþ, îíà íîñèò óñëîâíûé õàðàêòåð,
âåäü äàæå îáû÷íàÿ ãèïîòåçà Ðèìàíà âñå åùå íå äîêàçàíà.

Íåñìîòðÿ íà îòñóòñòâèå áûñòðîãî äåòåðìèíèðîâàííîãî àëãîðèòìà,
ðàññìîòðåííàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü âåñüìà óñïåøíî ðåøåíà íà ïðàê-
òèêå. Íàïîìíèì, ÷òî êîëè÷åñòâî êâàäðàòè÷íûõ íåâû÷åòîâ ïî ìîäóëþ
p ðàâíî p−1

2 . Ýòî çíà÷èò, ÷òî, âûáèðàÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì ÷èñëî a èç
ïðîìåæóòêà 1 6 a < p, ìîæíî ñ âåðîÿòíîñòüþ, áëèçêîé ê 1/2 (ïðè
áîëüøèõ p), ïîïàñòü íà íåâû÷åò è óáåäèòüñÿ â ýòîì, âû÷èñëèâ

(
a
p

)
.

Ïðè N èñïûòàíèÿõ âåðîÿòíîñòü íå íàéòè íåâû÷åò áëèçêà ê 2−N .
Íà ïðàêòèêå òàêèå àëãîðèòìû ðàáîòàþò äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíî.

Äëÿ îöåíêè ñëîæíîñòè âåðîÿòíîñòíîãî àëãîðèòìà, ÷òî íóæíî äëÿ
ñðàâíåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ, ìîæíî èñïîëüçî-
âàòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âðåìåíè ðàáîòû. Âû÷èñëèì åãî â ïðè-
âåäåííîì ïðèìåðå.

Ïóñòü Ak � ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî íåâû÷åò áóäåò íàé-
äåí âïåðâûå ïðè èñïûòàíèè ñ íîìåðîì k. Âåðîÿòíîñòü ýòîãî ñîáûòèÿ
p(Ak), êàê ýòî óêàçûâàëîñü, áëèçêà ê 2−k. Äëÿ óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèé
áóäåì ñ÷èòàòü p(Ak) = 2−k.

Êîëè÷åñòâî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ âûïîë-
íåíèÿ îäíîãî èñïûòàíèÿ (ñêàæåì, âû÷èñëåíèÿ a

p−1
2 (mod p)), ìîæåò

áûòü îöåíåíî ñâåðõó âåëè÷èíîé L = O(ln p). Òîãäà êîëè÷åñòâî àðèô-
ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ïðè íàñòóïëåíèè ñîáûòèÿ Ak ðàâíî kL, à ìàòå-
ìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êîëè÷åñòâà îïåðàöèé M ðàâíî

M =
∞∑

k=1

kL · 2−k = L
∞∑

k=1

k2−k = 2L.
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Ïðè âû÷èñëåíèè ïîñëåäíåé ñóììû èñïîëüçîâàëîñü òîæäåñòâî
∞∑

k=1

kxk =
x

(1− x)2 .

Òàêèì îáðàçîì, ñðåäíåå âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ðàâíî O(ln p). Íàìè
äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2.4. Ñëîæíîñòü âåðîÿòíîñòíîãî àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ
êâàäðàòè÷íîãî íåâû÷åòà ïî ìîäóëþ p ðàâíà O(ln p).

Ðàññìîòðèì åùå îäèí âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì è îöåíèì åãî ñëîæ-
íîñòü. Ïóñòü p � ïðîñòîå íå÷åòíîå ÷èñëî. Êàê èçâåñòíî, ìóëüòèïëè-
êàòèâíàÿ ãðóïïà (Z/pZ)∗ êëàññîâ âû÷åòîâ öèêëè÷íà. Åå îáðàçóþùèå
íàçûâàþòñÿ ïåðâîîáðàçíûìè êîðíÿìè ïî ìîäóëþ p. Èçâåñòíî, ÷òî
g ∈ (Z/pZ)∗ åñòü ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
êîãäà äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà q, äåëÿùåãî p− 1, âûïîëíÿåòñÿ

g
p−1

q 6≡ 1 (mod p).

Â ñëó÷àå, åñëè èçâåñòíî ðàçëîæåíèå p − 1 íà ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè,
ýòî ïîçâîëÿåò ëåãêî ïðîâåðèòü, áóäåò ÷èñëî g ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì
èëè íåò. Êîëè÷åñòâî ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé ðàâíî

ϕ(p− 1) = (p− 1)
∏

q|p−1

(
1− 1

q

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî âåðîÿòíîñòü ïðè ñëó÷àéíîì âûáîðå g ïîïàñòü íà ïåð-
âîîáðàçíûé êîðåíü åñòü

∏
q|p−1

(
1− 1

q

)
.

Òåîðåìà 2.5. Ñëîæíîñòü âåðîÿòíîñòíîãî àëãîðèòìà äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ ïî ìîäóëþ p ïðè èçâåñòíîì ðàçëîæåíèè
p− 1 íà ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè ðàâíà O(ln2 p).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû ïîíàäîáÿòñÿ äâà âñïîìîãàòåëü-
íûõ óòâåðæäåíèÿ î ïðîñòûõ ÷èñëàõ.
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Ëåììà 2.1. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà
∏
p6x

(
1− 1

p

)−1

6 c1 ln x,
∑
p6x

ln p > c2x.

ãäå c1, c2 � àáñîëþòíûå ïîñòîÿííûå, à p ïðîáåãàåò âñå ïðîñòûå ÷èñ-
ëà, íå ïðåâîñõîäÿùèå x.

Ïåðâîå íåðàâåíñòâî âïåðâûå áûëî äîêàçàíî Ìåðòåíñîì, à âòîðîå
� ×åáûøåâûì. Äîêàçàòåëüñòâà ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [11]. Ñëå-
äóþùåå óòâåðæäåíèå áûëî äîêàçàíî â 1903ã. Ý.Ëàíäàó.
Ïðåäëîæåíèå 2.1. Ñ íåêîòîðîé àáñîëþòíîé ïîñòîÿííîé âûïîëíÿ-
åòñÿ íåðàâåíñòâî

ϕ(n) > c
n

ln ln n
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

n

ϕ(n)
=

∏

q|n

(
1− 1

q

)−1

,

ãäå q ïðîáåãàåò âñå ïðîñòûå äåëèòåëè n. Îáîçíà÷èì áóêâîé v êîëè÷å-
ñòâî ýòèõ äåëèòåëåé. Ïóñòü òàêæå pv � ïðîñòîå ÷èñëî ñ íîìåðîì v.
Òîãäà ïî ëåììå 2.1

n

ϕ(n)
6

∏
p6pv

(
1− 1

p

)−1

6 c1 ln pv.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî âòîðîìó íåðàâåíñòâó ëåììû 2.1

ln n >
∑

q|n
ln q >

∑
p6pv

ln p > c2pv.

Òàê ÷òî pv 6 1
c2

ln n è

n

ϕ(n)
6 c1 ln

(
1

c2
ln n

)
6 1

c
ln ln n.
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Ïåðåéäåì òåïåðü íåïîñðåäñòâåííî ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.5.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L = O(ln p) � îöåíêà ñâåðõó äëÿ êîëè÷å-
ñòâà àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ïðè âû÷èñëåíèè a

p−1
q (mod p), ãäå q

� ïðîèçâîëüíûé ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà p − 1. Îáîçíà÷èì áóêâîé
v � êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé p − 1. Òîãäà, êàê ýòî
ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 2.1, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
pv 6 1

c2
ln(p− 1) è, ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó ×åáûøåâà, ñì. [11], íàõîäèì

v = π(pv) 6 c3
pv

ln pv
6 c4

ln p

ln ln p
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîâåðêà, ÿâëÿåòñÿ a ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì èëè íåò,
îñóùåñòâëÿåòñÿ íå áîëåå ÷åì çà L·c4

ln p
ln ln p = O

(
ln2 p
ln ln p

)
àðèôìåòè÷åñêèõ

îïåðàöèé.
Ïóñòü ρ � âåðîÿòíîñòü ïîïàñòü íà ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïðè ñëó-

÷àéíîì âûáîðå a ∈ [1, p− 1]. Òîãäà, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.1,

ρ =
ϕ(p− 1)

p− 1
>

c

ln ln p
.

Åñëè Ak � ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü
áóäåò âïåðâûå âûáðàí ïðè èñïûòàíèè ñ íîìåðîì k, òî p(Ak) = (1 −
ρ)k−1 · ρ. Ñëåäîâàòåëüíî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âðåìåíè ðàáîòû
àëãîðèòìà íå ïðåâîñõîäèò

∞∑

k=1

kL · c4
ln p

ln ln p
· (1− ρ)k−1ρ = Lc4

ln p

ln ln p
ρ−1 = O(ln2 p).

Ñ ïîìîùüþ ðàñøèðåííîé ãèïîòåçû Ðèìàíà ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî
íàèìåíüøèé ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p > 2 èìååò âåëè÷èíó
O(ln6 p). Ýòî, ïðè èçâåñòíîì ðàçëîæåíèè p−1 íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè
è ñïðàâåäëèâîñòè ðàñøèðåííîé ãèïîòåçû Ðèìàíà, äàåò äåòåðìèíèðî-
âàííûé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïåðâîîáðàçíîãî
êîðíÿ.
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2.5 Ðåøåíèå êâàäðàòè÷íûõ ñðàâíåíèé
(àëãîðèòì Øåíêñà).

Ïóñòü p � íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî, a ∈ Z, p - a. Â ýòîì ïàðàãðàôå
áóäåò îïèñàí àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé ñðàâíåíèÿ

x2 ≡ a (mod p). (2.8)

Ïðè ýòîì áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ èçâåñòíûì êàêîé-ëèáî êâàäðàòè÷íûé
íåâû÷åò z ïî ìîäóëþ p. Ïî ñâîéñòâàì íåâû÷åòîâ

−1 =

(
z

p

)
≡ z

p−1
2 (mod p). (2.9)

Åñëè
(

a
p

)
= −1, òî ïî îïðåäåëåíèþ ñèìâîëà Ëåæàíäðà ñðàâíåíèå

(2.8) ðåøåíèé íå èìååò. Ïîýòîìó äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
(

a
p

)
= 1,

ò.å.
a

p−1
2 ≡ 1 (mod p). (2.10)

Îïðåäåëèì íàòóðàëüíûå ÷èñëà k, h ðàâåíñòâîì

p− 1 = 2k · h, h íå÷åòíî. (2.11)

Îáîçíà÷èì áóêâîé S ìíîæåñòâî ïàð öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë
{j, v} ñ óñëîâèåì

a2jh · v2j+1 ≡ 1 (mod p).

Ñðàâíåíèå (2.10) îçíà÷àåò, ÷òî {k − 1, 1} ∈ S.
Àëãîðèòì Øåíêñà ñòðîèò, íà÷èíàÿ ñ {k − 1, 1}, ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ïàð {j, v} ∈ S ñ óáûâàþùåé äî íóëÿ ïåðâîé êîîðäèíàòîé. Ïàðà
{0, w} ∈ S äàåò ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ (2.8). Äåéñòâèòåëüíî, ïîëîæèì

x ≡ ±a
h+1

2 · w (mod p). (2.12)

Òîãäà
x2 ≡ ah+1w2 (mod p). (2.13)
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Ïîñêîëüêó {0, w} ∈ S, òî èìååò ìåñòî ñðàâíåíèå ahw2 ≡ 1 (mod p),
îçíà÷àþùåå, ÷òî (2.13) ñîâïàäàåò ñ (2.8). Òàêèì îáðàçîì, ñðàâíåíèÿ
(2.12) äàþò ðåøåíèÿ (2.8). Äðóãèõ ðåøåíèé, êàê èçâåñòíî, ýòî ñðàâ-
íåíèå íå èìååò.
Àëãîðèòì 2.4. Äàííûå: Ïðîñòîå íå÷åòíîå ÷èñëî p, öåëîå ÷èñëî
a, p - a, êâàäðàòè÷íûé íåâû÷åò z ïî ìîäóëþ p.
Íàéòè: Ðåøåíèÿ ñðàâíåíèÿ (2.8).
1. Íàéòè íàòóðàëüíûå ÷èñëà k, h, îïðåäåëåííûå óñëîâèÿìè (2.11).
2. Ïîëîæèòü j = k − 1, v = 1.
3. Ïåðåáèðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî r = 0, 1, . . . íàéòè íàèìåíüøåå ÷èñëî
r ñ óñëîâèåì

a2rhv2r+1 ≡ 1 (mod p). (2.14)

4. Åñëè r = 0, ïîëîæèòü

x ≡ ±a
h+1

2 · v (mod p).

ÑÒÎÏ.
5. Åñëè r > 1, îïðåäåëèòü

w ≡ v · z2k−1−rh (mod p)

è ïîëîæèòü j = r − 1, v = w. Ïåðåéòè â ïóíêò 3.
Òåîðåìà 2.6. Àëãîðèòì 2.4 äåéñòâèòåëüíî íàõîäèò ðåøåíèÿ ñðàâ-
íåíèÿ (2.8). Åãî ñëîæíîñòü ïðè èçâåñòíîì êâàäðàòè÷íîì íåâû÷åòå
ïî ìîäóëþ p îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé O(ln2 p).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ïåðåä êàæäûì âõîäîì â ïóíêò 3 àë-
ãîðèòìà ïàðàìåòðû j, v ïðèíèìàþò òàêèå çíà÷åíèÿ, ÷òî ïàðà {j, v}
ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó S. Ýòî òàê äëÿ ïåðâîé ïàðû {k − 1, 1}. Äî-
ïóñòèì, ÷òî ýòî ñâîéñòâî èìååò ìåñòî äëÿ íåêîòîðîé ïàðû {j, v} è
äîêàæåì åãî äëÿ ñëåäóþùåé. Ìíîæåñòâî ÷èñåë r, óäîâëåòâîðÿþùèõ
ñðàâíåíèþ (2.14), íå ïóñòî. Åìó, â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ, óäîâëåòâî-
ðÿåò ÷èñëî j. Â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå
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r óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó r 6 j. Èç ñðàâíåíèÿ (2.14) ñëåäóåò, ÷òî
ïàðà {r, v} ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó S. Ïðîâåðèì, ÷òî ïðè ýòîì ïàðà
{r− 1, w} òàêæå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó S. Ñðàâíåíèå (2.14) ìîæåò
áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

(
a2r−1hv2r

)2
≡ 1 (mod p).

Óñëîâèå ìèíèìàëüíîñòè r îçíà÷àåò, ÷òî âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ïîñëåä-
íåãî ñðàâíåíèÿ íå ìîæåò áûòü ñðàâíèìî ñ 1 è ïîòîìó

a2r−1hv2r ≡ −1 (mod p).

Òåïåðü â ñèëó (2.9) è (2.11) èìååì

a2r−1hw2r ≡ a2r−1h
(
v · z2k−1−rh

)2r

≡ −a2r−1hv2r ≡ 1 (mod p).

Òàêèì îáðàçîì, íîâàÿ ïàðà {j, v}, âîçíèêàþùàÿ íà âûõîäå èç ïóíêòà
5, òàêæå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó S. Â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà
ïàðàìåòð j óáûâàåò äî íóëåâîãî çíà÷åíèÿ. Ïîýòîìó àëãîðèòì âñåãäà
çàâåðøàåò ñâîþ ðàáîòó è íàõîäèò ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñðàâíåíèÿ (2.8).

Îöåíèì ñëîæíîñòü àëãîðèòìà. Âû÷èñëåíèå k, h è ah (mod p) òðå-
áóåò O(ln p) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Ïðè ýòîì k = O(ln p). Ïðè
ôèêñèðîâàííûõ {j, v} âû÷èñëåíèå âåëè÷èí r è z2k−1−r òðåáóåò O(ln p)
àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Òàêèì îáðàçîì, íîâàÿ ïàðà âåëè÷èí {j, v}
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïðåäûäóùåé çà O(ln p) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.
Ïîñêîëüêó ïàðàìåòð j ïðèíèìàåò íå áîëåå k = O(ln p) çíà÷åíèé, ìîæ-
íî çàêëþ÷èòü, ÷òî ðåøåíèÿ ñðàâíåíèÿ (2.8) áóäóò íàéäåíû íå áîëåå
÷åì çà O(ln2 p) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.

Îòìåòèì, ÷òî àëãîðèòì 2.4 èìååò ïîëèíîìèàëüíóþ ñëîæíîñòü,
ëèøü åñëè èçâåñòåí êàêîé-ëèáî êâàäðàòè÷íûé íåâû÷åò ïî ìîäóëþ
p. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ìîæíî âûðàçèòü, ñêàçàâ, ÷òî àëãîðèòì ïî-
ëèíîìèàëüíî ñâîäèò çàäà÷ó ðåøåíèÿ ñðàâíåíèÿ (2.8) ê íàõîæäåíèþ
êâàäðàòè÷íîãî íåâû÷åòà. Ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à, êàê óêàçàíî â ïàðàãðàôå
2.4, ðåøàåòñÿ âåðîÿòíîñòíûì àëãîðèòìîì ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíî-
ñòè, ïîýòîìó ñðàâíåíèå (2.8) íà ïðàêòèêå òàêæå ðåøàåòñÿ äîñòàòî÷íî
áûñòðî.
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2.6 Âåðîÿòíîñòíûå ìåòîäû îòñåèâàíèÿ ñîñòàâíûõ
÷èñåë.

Ïóñòü N � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, âîîáùå ãîâîðÿ, áîëüøîå. Îíî ìîæåò
áûòü ëèáî ñîñòàâíûì, ëèáî ïðîñòûì. Ñîîòâåòñòâåííî, ìîæíî ðàññìîò-
ðåòü äâå âàæíûå çàäà÷è.
1. N � cîñòàâíîå ÷èñëî, è òðåáóåòñÿ äîêàçàòü ýòî.
2. N � ïðîñòîå ÷èñëî, è òðåáóåòñÿ äîêàçàòü ýòî.

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ ïåðâàÿ èç çàäà÷.
Ìû ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóþò äîñòàòî÷íî áûñòðûå âåðîÿòíîñòíûå àë-
ãîðèòìû, ðåøàþùèå åå è íå èñïîëüçóþùèå ïðè ýòîì ðàçëîæåíèå N
íà ìíîæèòåëè.
Âûáåðåì öåëîå ÷èñëî a, 1 < a < N . Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå:
1) Åñëè íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü (a,N) > 1, òî N � ñîñòàâíîå
÷èñëî.

Óñëîâèå (a,N) > 1 ëåãêî ïðîâåðèòü, âû÷èñëèâ (a,N) ñ ïîìîùüþ
àëãîðèòìà Åâêëèäà.
2) Åñëè (a,N) = 1 è aN−1 6≡ 1 (mod N), òî N � ñîñòàâíîå ÷èñëî.

Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà, è åãî òàêæå
ëåãêî ïðîâåðèòü ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü.

Ê ñîæàëåíèþ, óòâåðæäåíèé 1)�2) íå äîñòàòî÷íî äëÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà òîãî, ÷òî èñïûòûâàåìîå ÷èñëî N � ñîñòàâíîå. Ñóùåñòâóþò
ñîñòàâíûå ÷èñëà, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå aN−1 ≡ 1
(mod N) ïðè ëþáîì öåëîì a, (a,N) = 1.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Ñîñòàâíîå ÷èñëî N íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì Êàð-
ìàéêëà, åñëè ïðè ëþáîì a, (a,N) = 1, âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå

aN−1 ≡ 1 (mod N). (2.15)

Ïðèìåð. N = 561 = 3 · 11 · 17.

Äëÿ êàæäîãî öåëîãî a, (a, 561) = 1, èìååì (a, 3) = (a, 11) =
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(a, 17) = 1 è ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà âûïîëíÿþòñÿ ñðàâíåíèÿ

a2 ≡ 1 (mod 3), a10 ≡ 1 (mod 11), a16 ≡ 1 (mod 17).

Òàê êàê 560 äåëèòñÿ íà 2, 10 è 16, òî ÷èñëî a560−1 äåëèòñÿ íà êàæäóþ
èç ðàçíîñòåé a2 − 1, a10 − 1, a16 − 1. Çíà÷èò, a560 − 1 äåëèòñÿ íà 3, 11,
17 è ïîòîìó äåëèòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå ýòèõ ÷èñåë, ò.å. äåëèòñÿ íà 561.
×èñëî 561 åñòü ÷èñëî Êàðìàéêëà.

Òåîðåìà 2.7. ×èñëî N åñòü ÷èñëî Êàðìàéêëà, åñëè è òîëüêî åñëè
ýòî ÷èñëî åñòü ïðîèçâåäåíèå íå ìåíåå òðåõ ðàçëè÷íûõ íå÷åòíûõ
ïðîñòûõ ÷èñåë, N = p1 · · · pr, r > 3, pi 6= pj, ïðè÷åì

(pj − 1) | (N − 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèé òåîðåìû 2.7. Åñëè
öåëîå ÷èñëî a âçàèìíî ïðîñòî ñ N , òî îíî íå äåëèòñÿ íà pj è ñîãëàñíî
ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå

apj−1 ≡ 1 (mod pj).

Âîçâîäÿ îáå ÷àñòè ýòîãî ñðàâíåíèÿ â öåëóþ ñòåïåíü (N − 1)/(pj − 1),
íàõîäèì

aN−1 ≡ 1 (mod pj).

Òàê êàê ïî äîêàçàííîìó ÷èñëî aN−1− 1 äåëèòñÿ íà âñå ÷èñëà pj, j =
1, . . . , r, òî îíî äåëèòñÿ è íà ïðîèçâåäåíèå ýòèõ ÷èñåë, ò.å. íà N . Òàêèì
îáðàçîì, âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå (2.15), ò.å. N åñòü ÷èñëî Êàðìàéêëà.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî N åñòü ÷èñëî Êàðìàéêëà. Òîãäà N �
ñîñòàâíîå ÷èñëî, è, çíà÷èò, N > 4. Åñëè N = 2k, k > 2, òî (−1)N−1 =
−1 6≡ 1 (mod N), òî-åñòü íàðóøàåòñÿ îïðåäåëåíèå ÷èñåë Êàðìàéêëà.
Ñëåäîâàòåëüíî, N èìååò íå÷åòíûå ïðîñòûå äåëèòåëè, òî-åñòü èìååò
ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå N = pk ·M , ãäå p � ïðîñòîå íå÷åòíîå ÷èñëî, è
öåëîå ÷èñëî M íå äåëèòñÿ íà p. Ïóñòü g � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî
ìîäóëþ pk è öåëîå ÷èñëî a åñòü ðåøåíèå ñèñòåìû ñðàâíåíèé

a ≡ g (mod pk), a ≡ 1 (mod M).
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Òîãäà (a,N) = 1, è ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ÷èñåë Êàðìàéêëà èìå-
åì aN−1 ≡ 1 (mod N). Íî òîãäà aN−1 ≡ 1 (mod pk) è gN−1 ≡ 1
(mod pk). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî g åñòü ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ pk,
çàêëþ÷àåì òåïåðü, ÷òî

ϕ(pk) = pk−1(p− 1)|(N − 1).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî (p − 1)|(N − 1), òàê ÷òî N íå÷åòíî. Êðîìå òî-
ãî, â ñëó÷àå k > 2, èìååì p|(N − 1), ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê p åñòü
äåëèòåëü N . Èòàê, êàæäîå ÷èñëî Êàðìàéêëà åñòü ïðîèçâåäåíèå ðàç-
ëè÷íûõ íå÷åòíûõ ïðîñòûõ ÷èñåë p ñ óñëîâèåì (p− 1)|(N − 1).

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî N = pq, ãäå p, q � ðàçëè÷íûå íå÷åòíûå ïðî-
ñòûå ÷èñëà, p < q. Ïî äîêàçàííîìó N − 1 = d(q − 1) ñ íåêîòîðûì
íàòóðàëüíûì d. Èç ýòîãî ðàâåíñòâà íàõîäèì d ≡ 1 (mod q), à êðîìå
òîãî

(q − 1)q > pq = N = d(q − 1) + 1 > d(q − 1).

Îòñþäà ñëåäóåò d < q è, çíà÷èò, d = 1. Íî òîãäà N = q, ÷òî íåâåð-
íî. Èòàê, N = p1 · · · pr åñòü ïðîèçâåäåíèå íå ìåíåå òðåõ ðàçëè÷íûõ
ïðîñòûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (pj − 1)|(N − 1).

Â 1994ã. Àëôîðä, Ãðîíâèëëü è Ïîìåðàíñ äîêàçàëè, ÷òî ìíîæå-
ñòâî ÷èñåë Êàðìàéêëà áåñêîíå÷íî, ñì. [15]. Ñóùåñòâîâàíèå ÷èñåë Êàð-
ìàéêëà ïîêàçûâàåò íåîáõîäèìîñòü óòî÷íåíèÿ ñâîéñòâ 1)-2) äëÿ äîêà-
çàòåëüñòâà íåïðîñòîòû ÷èñåë. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçâåñòíû äâà òàêèõ
óòî÷íåíèÿ, ïîçâîëÿþùèõ äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíî ðåøàòü ðàññìàòðè-
âàåìóþ çàäà÷ó.

Òåñò 1 (Ñîëîâåé, Øòðàññåí, [30]). Ïóñòü N > 2 � íå÷åòíîå íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî. Âûáåðåì öåëîå ÷èñëî a, 1 < a < N .
1) Åñëè (a,N) > 1, òî N � ñîñòàâíîå ÷èñëî.
2) Åñëè (a,N) = 1 è

a
N−1

2 6≡
( a

N

)
(mod N),

òî N � ñîñòàâíîå ÷èñëî.
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Îòìåòèì, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ ñòîèò ñèìâîë
ßêîáè. Ñïðàâåäëèâîñòü ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ î÷åâèäíà. Âòîðîå ñëå-
äóåò èç ïåðâîãî ñâîéñòâà ñèìâîëà Ëåæàíäðà, òàê êàê äëÿ ïðîñòîãî
÷èñëà N ñèìâîëû ßêîáè è Ëåæàíäðà ñîâïàäàþò.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî S(N), ñîñòîÿùåå èç âñåõ ÷èñåë a ∈ Z, 1 6
a < N, (a,N) = 1 ñ óñëîâèåì, ÷òî

a
N−1

2 ≡
( a

N

)
(mod N). (2.16)

Åñëè N � ïðîñòîå ÷èñëî, òî #S(N) = ϕ(N) = N − 1. Íèæå áóäåò
äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ñîñòàâíîãî ÷èñëà N ìíîæåñòâî S(N) ìàëî. Ñ ïî-
ìîùüþ âåðîÿòíîñòíûõ ñîîáðàæåíèé ìîæíî ïîëó÷àòü èíôîðìàöèþ î
êîëè÷åñòâå ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå S(N) è òàêèì îáðàçîì ñóäèòü î
òîì áóäåò ëè ÷èñëî N ñîñòàâíûì.

Òåñò 2 (Ìèëëåð, Ðàáèí, [27]). Ïóñòü N > 2 � íå÷åòíîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî. Îïðåäåëèì öåëûå ÷èñëà s, t ðàâåíñòâîì N − 1 = 2st, ãäå t

íå÷åòíî. Âûáåðåì öåëîå ÷èñëî a, a > 1.
1) Åñëè (a,N) > 1, òî N ñîñòàâíîå ÷èñëî.
2) Åñëè (a,N) = 1 è âûïîëíåíû óñëîâèÿ

at 6≡ 1 (mod N), a2kt 6≡ −1 (mod N), k = 0, 1, . . . , s−1, (2.17)

òî N ñîñòàâíîå ÷èñëî.

Ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè

aN−1 − 1 = (at − 1)(at + 1)(a2t + 1) · · · (a2s−1t + 1).

Åñëè N � ïðîñòîå ÷èñëî, òî ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà îáå ÷àñòè ïî-
ñëåäíåãî ðàâåíñòâà äîëæíû äåëèòüñÿ íà N . Ïîñêîëüêó N � ïðîñòîå,
òî õîòÿ áû îäèí èç ñîìíîæèòåëåé â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà
äîëæåí äåëèòüñÿ íà N . Çíà÷èò, õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé (2.17) áó-
äåò íàðóøåíî. Ýòî äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ
òåñòà Ìèëëåðà�Ðàáèíà.
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Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî M(N) ñîñòîÿùåå èç ÷èñåë a ∈ Z, 1 6 a <
N, (a,N) = 1 è òàêèõ, ÷òî íàðóøàåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé (2.17).

Åñëè N � ïðîñòîå ÷èñëî, òî #M(N) = N − 1. Ýòî ñëåäóåò èç
ñïðàâåäëèâîñòè âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ òåñòà Ìèëëåðà�Ðàáèíà. Ìû ïî-
êàæåì íèæå, ÷òî äëÿ ñîñòàâíûõ N ìíîæåñòâî M(N) áóäåò äîñòàòî÷íî
ìàëûì. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî â ýòîì îòíîøåíèè òåñò
Ìèëëåðà�Ðàáèíà áîëåå ïðàêòè÷åí, ÷åì òåñò Ñîëîâåÿ�Øòðàññåíà.

Òåîðåìà 2.8. Ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå M(N) ⊂ S(N).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî, åñëè N � ïðîñòîå ÷èñëî. Â
ýòîì ñëó÷àå îáà ìíîæåñòâà ñîñòîÿò èç âñåõ ÷èñåë ïðîìåæóòêà 1 6 a <
N . Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî N � ñîñòàâíîå ÷èñëî, N = pα1

1 · · · pαr
r .

Âûáåðåì a ∈ M(N). Äàëåå áóäóò ðàññìîòðåíû äâà ñëó÷àÿ.
1. Ïóñòü at ≡ 1 (mod N). Òîãäà

a
N−1

2 = a2s−1t ≡ 1 (mod N). (2.18)

Äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p | N èìååì at ≡ 1 (mod p) è, òàê êàê t

íå÷åòíî, òî ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè ñèìâîëà Ëåæàíäðà, íàõîäèì
(

a

p

)
=

(
a

p

)t

=

(
at

p

)
=

(
1

p

)
= 1.

Òîãäà ( a

N

)
=

r∏
i=1

(
a

pi

)αi

= 1.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âìåñòå ñ (2.18) äîêàçûâàþò, ÷òî a ∈ S(N).
2. Ïóñòü at 6≡ 1 (mod N). Òîãäà ñóùåñòâóåò öåëîå h, 0 6 h < s, ñ

óñëîâèåì

a2ht ≡ −1 (mod N), a2h+1t ≡ 1 (mod N). (2.19)

2.1. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p | N âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

ν2(p− 1) > h + 1. (2.20)
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Îáîçíà÷èì β = ν2(p− 1), è ïóñòü p− 1 = 2βu, u íå÷åòíî. Ñðàâíåíèå
tx ≡ u (mod p − 1) ðàçðåøèìî, òàê êàê (t, p − 1) = (t, u) | u. Ïóñòü
v � ðåøåíèå ýòîãî ñðàâíåíèÿ, ò.å. tv ≡ u (mod p − 1). Ïîñêîëüêó
u è v èìåþò îäèíàêîâóþ ÷åòíîñòü, òî v íå÷åòíî. Èç (2.19) ñëåäóåò
a2htv ≡ −1 (mod p), òàê ÷òî a2hu ≡ −1 (mod p). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñî-
ãëàñíî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñðàâíåíèå a2βu ≡ 1
(mod p), ïîëó÷àåì ñïðàâåäëèâîñòü (2.20).

2.2. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p | N ñïðàâåäëèâû
óòâåðæäåíèÿ:
a) Åñëè ν2(p− 1) = h + 1, òî

(
a
p

)
= −1.

á) Åñëè ν2(p− 1) > h + 1, òî
(

a
p

)
= 1.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ, ââåäåííûå â ïðåäûäóùåì ïóíê-
òå. Ïðè β = h + 1 èìååì

(
a

p

)
≡ a

p−1
2 ≡ a2hu ≡ −1 (mod p).

Â ñëó÷àå β > h + 1 ñ ïîìîùüþ âòîðîãî ñðàâíåíèÿ (2.19) íàõîäèì
a2β−1t ≡ 1 (mod p). Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâû ñðàâíåíèÿ

(
a

p

)
≡ a2β−1u ≡ a2β−1tv ≡ 1 (mod p).

2.3. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîñòûå ÷èñëà p1, . . . , pr ïðîíóìåðî-
âàíû òàê, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ν2(pi − 1), i = 1, . . . , r, íåóáûâàåò.
Ïóñòü p1, . . . , pk, k > 0, � âñå ïðîñòûå äåëèòåëè N ñ óñëîâèÿìè

ν2(pi − 1) = h + 1, αi íå÷åòíî.

Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ïóíêòà 2.2 èìååì
( a

N

)
=

r∏

i=1

(
a

pi

)αi

=
k∏

i=1

(
a

pi

)αi

=
k∏

i=1

(
a

pi

)
= (−1)k. (2.21)

Âû÷èñëèì òåïåðü a
N−1

2 (mod N).
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Åñëè i > k + 1, òî
ïðè ν2(pi − 1) > h + 1 èìååì ν2(p

αi

i − 1) > h + 1;
ïðè ν2(pi − 1) = h + 1 ïîêàçàòåëü ñòåïåíè αi ÷åòåí, òàê ÷òî

ν2(p
αi

i − 1) = ν2(p
αi/2
i − 1) + ν2(p

αi/2
i + 1) > (h + 1) + 1 > h + 1.

Åñëè i 6 k, òî ïîêàçàòåëü αi íå÷åòåí è ν2(p
αi

i − 1) = h + 1. Ïîñëåäíåå
ðàâåíñòâî ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå pαi

i ≡ 1 (mod 2h+1).
Ïðèìåíèâ äîêàçàííîå ê òîæäåñòâó

N − 1 = pα1

1 · · · pαr
r − 1 =

r∑
i=1

(pαi

i − 1)p
αi+1

i+1 · · · pαr
r ,

íàõîäèì ñðàâíåíèå

N − 1 ≡
k∑

i=1

(pαi

i − 1)p
αi+1

i+1 · · · pαr
r (mod 2h+2) ≡ k2h+1 (mod 2h+2).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
N − 1

2
≡ k2h ≡ k2ht (mod 2h+1)

è, ñëåäîâàòåëüíî,
N − 1

2
≡ k2ht (mod 2h+1t).

Ó÷èòûâàÿ òåïåðü ñðàâíåíèå (2.19) è ðàâåíñòâî (2.21), íàõîäèì

a
N−1

2 ≡ a2htk ≡ (−1)k ≡
( a

N

)
(mod N).

Çíà÷èò, è âî âòîðîì ñëó÷àå âûïîëíåíî ñðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå ìíî-
æåñòâî S(N), ò.å. a ∈ S(N). Òåîðåìà 2.8 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.9. Ïóñòü N � íàòóðàëüíîå íå÷åòíîå ñîñòàâíîå ÷èñëî.
Òîãäà

#S(N) 6 1

2
ϕ(N).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì áóêâîé G ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ãðóïïó
êëàññîâ âû÷åòîâ â êîëüöå Z/NZ, ò.å. G = (Z/NZ)∗. Òîãäà #G =
ϕ(N). Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå a äëÿ êëàññà âû÷åòîâ, ñîäåð-
æàùåãî öåëîå ÷èñëî a. Ïóñòü òàêæå H � ïîäìíîæåñòâî G, îïðåäå-
ëåííîå óñëîâèÿìè

H = {a ∈ G | a
N−1

2 ≡
( a

N

)
(mod N)},

ãäå ( a
N ) � ñèìâîë ßêîáè. Îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ñðàâíåíèÿ ìóëüòèïëè-

êàòèâíû ïî a. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî H çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðà-
öèè óìíîæåíèÿ. Òàê êàê îíî âìåñòå ñ êàæäûì ýëåìåíòîì a ñîäåðæèò,
êàê ëåãêî âèäåòü, è ýëåìåíò b ñ óñëîâèåì ab ≡ 1 (mod N), òî H �
ïîäãðóïïà â G. Åñëè H � ñîáñòâåííàÿ ïîäãðóïïà, òî [G : H] > 2 è

#S(N) =| H |6 1

2
| G |= 1

2
ϕ(N).

Ïîýòîìó äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî
H � ñîáñòâåííàÿ ïîäãðóïïà G.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî H = G. Òîãäà

a
N−1

2 ≡
( a

N

)
(mod N), äëÿ êàæäîãî a ∈ G. (2.22)

Äîïóñòèì, ÷òî N = M s, ãäå M, s � íàòóðàëüíûå ÷èñëà è s > 2.
Âûáåðåì a = 1 + M s−1. Òîãäà, âû÷èñëÿÿ ñèìâîë ßêîáè, íàõîäèì

( a

N

)
=

( a

M s

)
=

( a

M

)s

=

(
1

M

)s

= 1.

Èç (2.22) ñëåäóåò, ÷òî
(
1 + M s−1)Ms−1

2 ≡ 1 (mod M s).

Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Íüþòîíà äëÿ áèíîìà ïîëó÷àåì
(
1 + M s−1)Ms−1

2 ≡ 1 +
M s − 1

2
M s−1 (mod M s).
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Ïîýòîìó Ms−1
2 M s−1 ≡ 0 (mod M s) è M s−1 ≡ 0 (mod M), ÷òî íåâåð-

íî.
Òàê êàê ðàññìîòðåííûé ñëó÷àé íåâîçìîæåí, çàêëþ÷àåì, ÷òî N =

pα1
1 · · · pαr

r , ãäå r > 2, è, òàê êàê ïî äîêàçàííîìó N îòëè÷íî îò êâàäðà-
òà, òî ñðåäè αi åñòü íå÷åòíûå ÷èñëà. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî α1 íå÷åòíî.

Ïóñòü a1 � êàêîé-íèáóäü êâàäðàòè÷íûé íåâû÷åò ïî ìîäóëþ p1 è a

� ðåøåíèå ñèñòåìû ñðàâíåíèé

a ≡ a1 (mod pα1
1 ), a ≡ 1 (mod pα2

2 · · · pαr
r ).

Òîãäà
( a

N

)
=

r∏
i=1

(
a

pi

)αi

=

(
a

p1

)α1

=

(
a1

p1

)α1

= (−1)α1 = −1.

Çíà÷èò, a
N−1

2 ≡ −1 (mod N) è a
N−1

2 ≡ −1 (mod p2). Íî ýòî ïðîòèâî-
ðå÷èò îïðåäåëåíèþ a.

Ïîëó÷èâøååñÿ ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Îöåíêà òåîðåìû 2.9 òî÷íà.
Çàìå÷àíèå. Ïóñòü N � ÷èñëî Êàðìàéêëà ñ óñëîâèåì

ν2(N − 1) > ν2(pi − 1), i = 1, . . . , r. (2.23)

Òîãäà #S(N) = 1
2ϕ(N).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê N � ÷èñëî Êàðìàéêëà, òî N = p1 · · · pr,
ïðè÷åì (pi − 1) | (N − 1), ñì. òåîðåìó 2.7. Ïîëüçóÿñü òàêæå (2.23),
íàõîäèì (pi−1) | N−1

2 . Òàê êàê äëÿ êàæäîãî a ∈ Z ñ óñëîâèåì (a,N) =
1 ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå api−1 ≡ 1 (mod pi),
òî ïîëó÷àåì a

N−1
2 ≡ 1 (mod pi) è, ñëåäîâàòåëüíî,

a
N−1

2 ≡ 1 (mod N), äëÿ ëþáîãî a ∈ Z, (a,N) = 1.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî H = {a ∈ G | (
a
N

)
= 1}.
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Ïóñòü a1 � êâàäðàòè÷íûé íåâû÷åò ïî ìîäóëþ p1 è b � ðåøåíèå
ñèñòåìû ñðàâíåíèé

b ≡ a1 (mod p1), b ≡ 1 (mod p2 · · · pr).

Òîãäà
(

b

N

)
=

r∏

i=1

(
b

pi

)
=

(
a1

p1

) r∏

i=2

(
1

pi

)
=

(
a1

p1

)
= −1.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî b 6∈ H. Äîêàæåì, ÷òî G = H ∪ bH.
Ïóñòü a ∈ G\H, ò.å.

(
a
N

)
= −1, è c � ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ bc ≡ a

(mod N). Òîãäà

−1 =
( a

N

)
=

(
bc

N

)
=

(
b

N

)
·
( c

N

)
= −

( c

N

)
.

Òàêèì îáàçîì,
(

c
N

)
= 1. Ýòî çíà÷èò, ÷òî c ∈ H èëè a ∈ bH. Èòàê,

äîêàçàíî, ÷òî [G : H] = 2 è #H = 1
2ϕ(N).

Ïðèìåð. N = 1729 = 7·13·19 � ÷èñëî Êàðìàéêëà, óäîâëåòâîðÿþùåå
(2.23).

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëà Êàðìàéêëà ñ óñëîâèåì (2.23) èñ÷åðïû-
âàþò âñå ÷èñëà, äëÿ êîòîðûõ #S(N) = 1

2ϕ(N).

Òåîðåìà 2.10 (Ðàáèí, 1980ã.). Ïóñòü N � íå÷åòíîå ñîñòàâíîå ÷èñ-
ëî, N 6= 9. Òîãäà #M(N) 6 1

4ϕ(N).

Ïðèìåð. Äëÿ N = 9 èìååì M(9) = {1, 8} è #M(9) = 2 = 1
3ϕ(9).

Â ñëåäóþùåé ëåììå, ïîëüçóÿñü òåîðåìàìè 1.16 è 1.17, ìû íàéäåì
ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ÷èñëà #M(N), ó÷àñòâóþùåãî â ôîðìóëèðîâêå
òåîðåìû 2.10.

Ëåììà 2.2. Ïóñòü N = pα1
1 · · · pαr

r � íå÷åòíî è

N = 1 + 2st, pi = 1 + 2siti, i = 1, . . . , r,
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ãäå âñå t, t1, . . . , tr íå÷åòíû. Åñëè s1 6 · · · 6 sr, òî

#M(N) =

(
1 +

s1−1∑
j=0

2jr

)
·

r∏
i=1

(t, ti).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâà

P = {x ∈ (Z/NZ)∗ | xt ≡ 1 (mod N)},
Qj = {x ∈ (Z/NZ)∗ | x2jt ≡ −1 (mod N)}, 0 6 j < s.

Òàê êàê ýòè ìíîæåñòâà íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî

#M(N) = #P +
s−1∑
j=0

#Qj. (2.24)

Ïî òåîðåìå 1.16 êîëè÷åñòâî ðåøåíèé ñðàâíåíèÿ xt ≡ 1 (mod pαi

i ) ðàâ-
íî

(t, ϕ(pαi

i )) = (t, pαi−1
i · 2siti) = (t, ti).

Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé 1.17, çàêëþ÷àåì, ÷òî

#P =
r∏

i=1

(t, ti).

Åñëè j > s1, òî ñðàâíåíèå x2jt ≡ −1 (mod pα1
1 ) â ñèëó òåîðåìû 1.16

ðåøåíèé íå èìååò. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå

(−1)

ϕ(pα1
1 )

(2jt, ϕ(pα1
1 )) = (−1)

pα1−1
1 2s1t1

(2jt, 2s1t1) = −1.

Òàêèì îáðàçîì, #Qj = 0.
Åñëè j < s1, òî j < si, i = 1, . . . , r è ïî òåîðåìå 1.16 êîëè÷åñòâî

ðåøåíèé ñðàâíåíèÿ x2jt ≡ −1 (mod pαi

i ) ðàâíî

(2jt, pαi−1
i 2siti) = 2j(t, ti).
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Ïî òåîðåìå 1.17 ïðè j < s1 èìååì

#Qj = 2rj
r∏

i=1

(t, ti).

Ïîñêîëüêó pi ≡ 1 (mod 2si), òàê ÷òî pi ≡ 1 (mod 2s1), òî N ≡ 1
(mod 2s1) è s > s1. Òåïåðü â ñèëó (2.24) íàõîäèì

#M(N) =
r∏

i=1

(t, ti) +

s1−1∑

j=0

2rj
r∏

i=1

(t, ti).

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.
Ïåðåéäåì òåïåðü íåïîñðåäñòâåííî ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.10.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ϕ(N) =
∏r

i=1 pαi−1
i 2siti, òî ïîëüçóÿñü

ëåììîé 2.2, íàõîäèì

#M(N)

ϕ(N)
=

r∏
i=1

(
(t, ti)

ti
· p1−αi

i · 2−si

)
(1 +

s1−1∑
j=0

2jr) 6

6
(

1 +
2s1r − 1

2r − 1

)
· 2−rs1 ·

r∏
i=1

p1−αi

i 6 21−r
r∏

i=1

p1−αi

i . (2.25)

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî èìååò ìåñòî â ñèëó òîãî, ÷òî âûðàæåíèå
(

1 +
2s1r − 1

2r − 1

)
· 2−rs1 =

(
1− 1

2r − 1

)
· 2−rs1 +

1

2r − 1

åñòü íåâîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ â çàâèñèìîñòè îò s1.
Äàëåå ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.
1) r = 1.
Â ýòîì ñëó÷àå èç (2.25) íàõîäèì

#M(N)

ϕ(N)
6 p1−α1

1 .

Òàê êàê ïî óñëîâèþ N � ñîñòàâíîå ÷èñëî, òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó-
÷àå α1 > 2 è ïðè p1 > 5 èìååì p1−α1

1 6 p−1
1 6 1/5.
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Åñëè æå p1 = 3, òî ñîãëàñíî óñëîâèþ äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðà-
âåíñòâî α1 > 3, òàê ÷òî p1−α1

1 6 1/9.
Èòàê, ïðè r = 1 íóæíîå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ. Äàëåå áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî r > 2.
2) r > 3.
Â ýòîì ñëó÷àå èç (2.25) ñëåäóåò

#M(N)

ϕ(N)
6 21−r 6 1

4
.

Íóæíîå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî r = 2.
3) Ñóùåñòâóåò αi > 2.
Èç (2.25) íàõîäèì

#M(N)

ϕ(N)
6 1

2
· 1

pi
6 1

6
.

È â ýòîì ñëó÷àå íóæíîå íåðàâåíñòâî äîêàçàíî. Â äàëüíåéøåì ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî N = p1 · p2, ïðè÷åì pj ðàçëè÷íû.

4) N = p1 · p2, s1 < s2.

Â ýòîì ñëó÷àå èìååì

#M(N)

ϕ(N)
6

(
1 +

22s1 − 1

3

)
· 2−2s1−1 =

2−2s1 + 2−1

3
6 1

4
.

Îñòàëñÿ ïîñëåäíèé ñëó÷àé.
5) N = p1 · p2, s1 = s2.
Â ýòîì ñëó÷àå

#M(N)

ϕ(N)
=

(
1 +

22s1 − 1

3

)
· 2−2s1

2∏

i=1

(t, ti)

ti
6 1

2
·

2∏

i=1

(t, ti)

ti
. (2.26)

Òàê êàê p1 6= p2, òî t1 6= t2. Ïóñòü t1 > t2. Åñëè (t, t1) = t1, ò.å. t1 | t,
òî N ≡ 1 (mod t1). Èç òîæäåñòâà

N − 1 = p2(p1 − 1) + p2 − 1
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òåïåðü ñëåäóåò, ÷òî t1 | (p2 − 1) èëè t1 | 2s1t2. Ïîñëåäíÿÿ äåëèìîñòü
íåâîçìîæíà, òàê êàê t1 íå÷åòíî è t1 > t2.

Ïîëó÷èâøååñÿ ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî t1 - t è, çíà÷èò, ñî-
ãëàñíî (2.26)

#M(N)

ϕ(N)
6 1

2
· (t, t1)

t1
6 1

6
.

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.10.

Ñëåäóþùèé íèæå âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì, óäîñòîâåðÿåò, ÷òî çà-
äàííîå ÷èñëî � ñîñòàâíîå. Îí îñíîâàí íà òåñòå Ìèëëåðà�Ðàáèíà.

Àëãîðèòì 2.5. Äàííûå: Íå÷åòíîå ñîñòàâíîå ÷èñëî N > 9.
Äîêàçàòü: ×èñëî N ñîñòàâíîå.
1) Âû÷èñëèòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà s, t òàêèå, ÷òî N − 1 = 2st è t

íå÷åòíî.
2) Âûáðàòü ñëó÷àéíûì îáðàçîì ÷èñëî a, 1 < a < N è ïðîâåðèòü
âûïîëíèìîñòü óñëîâèé 1) è 2) òåñòà Ìèëëåðà�Ðàáèíà.
3) Åñëè õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé òåñòà âûïîëíåíî, òî ÷èñëî N

ñîñòàâíîå; ÑÒÎÏ.
4) Åñëè îáà óñëîâèÿ òåñòà íàðóøàþòñÿ, òî ïåðåéòè â ïóíêò 2.

Ñëîæíîñòü ýòîãî âåðîÿòíîñòíîãî àëãîðèòìà åñòü O(ln p). Äåéñòâè-
òåëüíî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà M(N) ëþáîå öåëîå ÷èñëî
a, 1 6 a < N, íå ïðèíàäëåæàùåå ýòîìó ìíîæåñòâó, ïîäòâåðäèò ñ
ïîìîùüþ òåñòà Ìèëëåðà�Ðàáèíà, ÷òî ÷èñëî N ñîñòàâíîå. Çíà÷èò ïî
òåîðåìå 2.10 ïðè ñëó÷àéíîì âûáîðå a ìû ñ âåðîÿòíîñòüþ

ρ =
N − 1−#M(N)

N − 1
> 1− 1

4

ϕ(N)

N − 1
> 3

4

ïîïàäàåì íà õîðîøåå a (ñâèäåòåëü íåïðîñòîòû). Ïóñòü Ak � ñîáûòèå,
ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî ïðè k èñïûòàíèÿõ k − 1 ðàç ïîïàäàëèñü ïëîõèå
a è â k-é ðàç ïîïàëîñü õîðîøåå. Òîãäà p(Ak) = (1− ρ)k−1ρ.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì a äëÿ ïðîâåðêè óñëîâèé òåñòà 2 òðåáóåòñÿ,
êàê ëåãêî âèäåòü, O(ln N) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Ìàòåìàòè÷å-
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ñêîå îæèäàíèå êîëè÷åñòâà îïåðàöèé â àëãîðèòìå åñòü

O(ln N) ·
∞∑

k=1

k(1− ρ)k−1ρ = ρ−1 ·O(ln N) = O(ln N).

Íà ïðàêòèêå àëãîðèòì 2.5 ÿâëÿåòñÿ î÷åíü âàæíîé ñîñòàâëÿþùåé
îáùåé ñòðàòåãèè äîêàçàòåëüñòâà ïðîñòîòû ÷èñåë. Åñëè çàäàííîå ÷èñ-
ëî N , î êîòîðîì íå èçâåñòíî ïðîñòîå îíî èëè ñîñòàâíîå, ïðîøëî äî-
ñòàòî÷íî ìíîãî øàãîâ àëãîðèòìà 2.5, òî îíî íàâåðíîå áóäåò ïðîñòûì.
Âåäü âåðîÿòíîñòü ñîñòàâíîìó ÷èñëó N âûäåðæàòü d èñïûòàíèé íå
ïðåâîñõîäèò 4−d. Òàêèì îáðàçîì, îñòàåòñÿ òîëüêî âîïðîñ, êàê äîêà-
çàòü, ÷òî ýòî ÷èñëî ïðîñòîå? Ìû îáñóäèì òàêèå àëãîðèòìû â ãëàâå
4.

2.7 Áûñòðûå àëãîðèòìû óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ öå-
ëûõ ÷èñåë.

2.7.1 Àëãîðèòì Êàðàöóáû óìíîæåíèÿ öåëûõ ÷èñåë.
Ïóñòü a è b � ïðîèçâîëüíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Îíè èìåþò, ñîîòâåò-
ñòâåííî, ïî [log2 a] + 1 è [log2 b] + 1 öèôð â äâîè÷íîé çàïèñè. Ïóñòü n

� ìèíèìàëüíîå öåëîå ÷èñëî, òàêîå ÷òî

max
(
[log2 a] + 1, [log2 b] + 1

)
6 2n.

Îïèñûâàåìûé íèæå ìåòîä ñâîäèò çàäà÷ó óìíîæåíèÿ ÷èñåë a è b

ê íåñêîëüêèì óìíîæåíèÿì ÷èñåë, äëèíà êîòîðûõ â äâîè÷íîé çàïèñè
íà ïðåâîñõîäèò k = 2n−1, è ðåêóðñèâíî ïðèìåíÿåòñÿ ê ýòèì íîâûì
÷èñëàì. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïðèíöèï, ëåæàùèé â îñíîâå äàííîãî ìåòîäà,
íàçûâàåòñÿ ïðèíöèïîì �ðàçäåëÿé è âëàñòâóé�, à òàêæå ïðèíöèïîì
äèõîòîìèè.

Ïðåäñòàâèì ÷èñëà a è b â âèäå

a = a1 + 2ka2, b = b1 + 2kb2,
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ãäå a1, a2, b1, b2 � ÷èñëà, äëèíà êîòîðûõ â äâîè÷íîé çàïèñè íå ïðåâîñ-
õîäèò k. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

ab = a1b1 + 2k((a1 + a2)(b1 + b2)− (a1b1 + a2b2)) + 22ka2b2. (2.27)
×èñëà a1 + a2 è b1 + b2 ìîãóò èìåòü â äâîè÷íîé çàïèñè äëèíó k + 1,
íî èõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

a1 + a2 = a3 + 2a4, b1 + b2 = b3 + 2b4,

ãäå ÷èñëà a4 è b4 èìåþò äëèíó íå áîëüøå, ÷åì k, à ÷èñëà a3 è b3 ñóòü
íóëè èëè åäèíèöû. Ñòàëî áûòü, (2.27) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
ab = a1b1+2k(a3b3+2a3b4+2b3a4+4a4b4−(a1b1+a2b2))+22ka2b2. (2.28)

Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíàÿ çàäà÷à ïðè ïîìîùè íåñêîëüêèõ îïåðàöèé
ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ è äîìíîæåíèÿ íà ñòåïåíü äâîéêè (êîòîðîå ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðîñòî-íàïðîñòî ïðèïèñûâàíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷èñëà íó-
ëåé) ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ òðåõ ïðîèçâåäåíèé a1b1, a2b2 è a4b4, êàæ-
äîå èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ÷èñåë äëèíû íå áîëåå, ÷åì
k = 2n−1. Ê ýòèì òðåì ïðîèçâåäåíèÿì ðåêóðñèâíî ïðèìåíÿåì îïèñàí-
íûå ðàññóæäåíèÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ln êîëè÷åñòâî áèòîâûõ îïåðàöèé, íåîáõîäèìîå
äëÿ âû÷èñëåíèÿ äàííûì ìåòîäîì ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ïðîèçâîëüíûõ
÷èñåë, äëèíà êîòîðûõ â äâîè÷íîé çàïèñè íå ïðåâîñõîäèò 2n. Òîãäà
íàéäåòñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà C, ÷òî L0 6 C è

Ln 6 3Ln−1 + 2nC, n > 1.

Îòñþäà ïî èíäóêöèè íàõîäèì, ÷òî
Ln 6 C(3n+1 − 2n+1).

Äåéñòâèòåëüíî, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî Ln−1 6 C(3n − 2n), ïîëó÷àåì:
Ln 6 3C(3n − 2n) + C2n+1 = C(3n+1 − 2n+1).

Ñòàëî áûòü,
Ln = O((2n)log2 3).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè a è b � íàòóðàëüíûå ÷èñëà è a > b, òî ïåðå-
ìíîæèòü èõ ìîæíî çà O((ln a)log2 3) áèòîâûõ îïåðàöèé.
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2.7.2 Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå è àëãîðèòì
Øåíõàãå�Øòðàññåíà óìíîæåíèÿ öåëûõ ÷èñåë.

Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå.

Ïóñòü R � ïðîèçâîëüíîå àññîöèàòèâíîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäè-
íèöåé è d � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èì d ýëåìåíò êîëü-
öà R, ðàâíûé ñóììå d åäèíèö ýòîãî êîëüöà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî d îá-
ðàòèì â R. Äàëåå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî â R åñòü ïðèìèòèâíûé êîðåíü
èç åäèíèöû ñòåïåíè d, òî åñòü òàêîé ýëåìåíò g, ÷òî

d = min{k ∈ N | gk = 1}.
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ öåëîãî t ðàâåíñòâî gt = 1 èìååò ìåñòî â òîì è
òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè d | t.
Îïðåäåëåíèå 2.5. Äèñêðåòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå íàçûâàåòñÿ
îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîìó íàáîðó x = (x0, . . . , xd−1) ∈
Rd íåêîòîðûé äðóãîé íàáîð x̂ = (x̂0, . . . , x̂d−1) ∈ Rd, òàêîé ÷òî

x̂i =
d−1∑
j=0

xjg
ij, i = 0, . . . , d− 1. (2.29)

Êàê âèäíî èç ñëåäóþùåé ëåììû, îáðàùåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå
âåñüìà íàïîìèíàåò ñàìî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå.

Ëåììà 2.3. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

xi = d
−1

d−1∑

j=0

x̂jg
−ij, i = 0, . . . , d− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî,

d
−1

d−1∑

j=0

x̂jg
−ij = d

−1
d−1∑

j=0

( d−1∑

k=0

xkg
jk

)
g−ij = d

−1
d−1∑

k=0

xk

d−1∑

j=0

gj(k−i) = xi.
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Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî t,
íå äåëÿùåãîñÿ íà d,

d−1∑

j=0

gtj =
1− gtd

1− gt
= 0.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî, ÷òîáû âû÷èñëèòü îáðàòíîå ïðåîáðàçî-
âàíèå Ôóðüå ñ ïðèìèòèâíûì êîðíåì g, íóæíî âû÷èñëèòü ïðÿìîå
ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ñ ïðèìèòèâíûì êîðíåì g−1, è êàæäóþ êîîð-
äèíàòó ðåçóëüòàòà ðàçäåëèòü â êîëüöå R íà d.

Ñâåðòêà è ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå.

Ìíîãèå çàäà÷è òåîðèè ÷èñåë, â ÷àñòíîñòè çàäà÷à óìíîæåíèÿ äâóõ
÷èñåë, èñïîëüçóþò ÿâíî èëè êîñâåííî ïîíÿòèå ñâåðòêè:

Îïðåäåëåíèå 2.6. Ïóñòü çàäàíû äâà íàáîðà x = (x0, . . . , xd−1) ∈ Rd

è y = (y0, . . . , yd−1) ∈ Rd. Èõ ñâåðòêîé x ∗ y íàçûâàåòñÿ íàáîð z =
(z0, . . . , zd−1) ∈ Rd, òàêîé ÷òî

zk =
∑

i+j≡k (mod d)

xiyj, k = 0, . . . , d− 1.

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïîçâîëÿåò ñâåñòè çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ ñâåðò-
êè ê âû÷èñëåíèþ ïîêîìïîíåíòíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Ïîêîìïîíåíòíîå
ïðîèçâåäåíèå íàáîðîâ x = (x0, . . . , xd−1) ∈ Rd è y = (y0, . . . , yd−1) ∈
Rd áóäåì îáîçíà÷àòü x · y, òî åñòü

x · y = (x0y0, . . . , xd−1yd−1).

Òåîðåìà 2.11. Ïóñòü çàäàíû äâà íàáîðà x = (x0, . . . , xd−1) ∈ Rd,
y = (y0, . . . , yd−1) ∈ Rd è ïóñòü z = x ∗ y. Òîãäà

ẑ = x̂ · ŷ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî l ∈ {0, . . . , d− 1}
d−1∑

k=0

zkg
lk =

d−1∑

k=0

glk

( ∑

i+j≡k (mod d)

xiyj

)
=

=
d−1∑
i=0

xig
li

d−1∑

k=0

gl(k−i)yk−i =
d−1∑
i=0

xig
li

d−1∑
j=0

yjg
lj,

.

Çäåñü èñïîëüçîâàëîñü âûïîëíÿþùååñÿ â êîëüöå R ðàâåíñòâî gd = 1.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî, ÷òîáû âû÷èñëèòü ñâåðòêó äâóõ íàáî-
ðîâ, íóæíî ñíà÷àëà âû÷èñëèòü èõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, çàòåì âû-
÷èñëèòü ïîêîìïîíåíòíîå ïðîèçâåäåíèå ïîëó÷èâøèõñÿ íàáîðîâ, è íà-
êîíåö, âû÷èñëèòü îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå.

Áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå.

Âû÷èñëåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (2.29), êàê
ëåãêî âèäåòü, òðåáóåò O(d2) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â êîëüöå R.
Åñëè æå âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðèíöèïîì �ðàçäåëÿé è âëàñòâóé� (íà êî-
òîðîì, íàïîìíèì, îñíîâûâàåòñÿ àëãîðèòì Êàðàöóáû), òî ïðåîáðàçî-
âàíèå Ôóðüå ìîæíî ñîñ÷èòàòü ãîðàçäî áûñòðåå � çà O(d ln d) àðèô-
ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ïðå-
îáðàçîâàíèÿ Ôóðüå íîñèò íàçâàíèå áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.

Îòìåòèì îäèí òåðìèíîëîãè÷åñêèé ìîìåíò: äèñêðåòíîå ïðåîáðà-
çîâàíèå Ôóðüå � ýòî ïðåîáðàçîâàíèå, îïðåäåëÿåìîå ñîîòíîøåíèÿìè
(2.29), â òî âðåìÿ êàê áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå � ýòî àëãîðèòì
åãî âû÷èñëåíèÿ.

Ïóñòü, äëÿ ïðîñòîòû, d � ýòî ñòåïåíü äâîéêè. Áûñòðîå ïðåîáðàçî-
âàíèå Ôóðüå îñíîâûâàåòñÿ íà ñëåäóþùåì ïðîñòîì ñîîòíîøåíèè:

x̂i =
d−1∑
j=0

xjg
ij =

d/2−1∑
j=0

x2j(g
2)ij + gi

d/2−1∑
j=0

x2j+1(g
2)ij. (2.30)
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Äàííîå òîæäåñòâî ñâîäèò âû÷èñëåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå íàáîðà
äëèíû d ê âû÷èñëåíèþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå äâóõ íàáîðîâ äëèíû
d/2. Ïðè ýòîì g2 àâòîìàòè÷åñêè áóäåò ïðèìèòèâíûì êîðíåì ñòåïåíè
d/2. Ïîëó÷àåì ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì:

Àëãîðèòì 2.6. Äàííûå: ×èñëî d, ðàâíîå íåêîòîðîé ñòåïåíè äâîéêè,
íàáîð x = (x0, . . . , xd−1) ∈ Rd, g � ïðèìèòèâíûé êîðåíü èç åäèíèöû
ñòåïåíè d.
Íàéòè: Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå x̂ = (x̂0, . . . , x̂d−1).
1. Åñëè d = 1, ïîëîæèòü x̂ = x. ÑÒÎÏ.
2. Îïðåäåëèòü íàáîðû

y = (y0, y1, . . . , yd/2−1) ∈ Rd/2, z = (z0, z1, . . . , zd/2−1) ∈ Rd/2

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

y = (y0, y1, . . . , yd/2−1) = (x0, x2, . . . , xd−2),

z = (z0, z1, . . . , zd/2−1) = (x1, x3, . . . , xd−1).

3. Âçÿâ g2 â êà÷åñòâå ïðèìèòèâíîãî êîðíÿ èç åäèíèöû ñòåïåíè d/2,
âû÷èñëèòü ŷ è ẑ, ïðèìåíèâ ðåêóðñèâíî äàííûé àëãîðèòì.
4. Îïðåäåëèòü íàáîðû u = (u0, . . . , ud−1) ∈ Rd, v = (v0, . . . , vd−1) ∈
Rd ñëåäóþùèì îáðàçîì:

u = (u0, . . . , ud−1) = (ŷ0, ŷ1, . . . , ŷd/2−1, ŷ0, ŷ1, . . . , ŷd/2−1),

v = (v0, . . . , vd−1) = (ẑ0, ẑ1, . . . , ẑd/2−1, ẑ0, ẑ1, . . . , ẑd/2−1).

5. Ïîëîæèòü x̂i = ui + givi, i = 0, . . . , d− 1. ÑÒÎÏ.

Êîððåêòíîñòü ýòîãî àëãîðèòìà ñëåäóåò èç âûïîëíÿþùèõñÿ ñîãëàñ-
íî (2.30) ðàâåíñòâ

x̂i = ŷi + giẑi, x̂i+d/2 = ŷi + gi+d/2ẑi, 0 6 i < d/2.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ld êîëè÷åñòâî ñëîæåíèé è óìíîæåíèé â êîëüöå
R, íåîáõîäèìîå àëãîðèòìó 2.6 äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå
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íàáîðà äëèíû d. Äëÿ âûïîëíåíèÿ âñåõ âû÷èñëåíèé â ïóíêòå 5 òðåáó-
åòñÿ O(d) îïåðàöèé. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà C,
÷òî

Ld 6 2Ld/2 + Cd, L2 6 2C.

Îòñþäà ïî èíäóêöèè íàõîäèì Ld 6 Cd log2 d è, çíà÷èò,

Ld = O(d ln d).

Äåéñòâèòåëüíî, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî

Ld/2 6 C
d

2
log2

d

2
,

ïîëó÷àåì:
Ld 6 Cd log2

d

2
+ Cd = Cd log2 d.

Îòìåòèì, ÷òî âñå óìíîæåíèÿ, ïðîèçâîäÿùèåñÿ â àëãîðèòìå 2.6 ÿâ-
ëÿþòñÿ óìíîæåíèÿìè íà ýëåìåíò g, ÷òî áûâàåò î÷åíü óäîáíî ïðè ïîä-
õîäÿùèì îáðàçîì âûáðàííîì g.

Àëãîðèòì Øåíõàãå�Øòðàññåíà.

Èçëàãàåìûé â äàííîì ïóíêòå àëãîðèòì óìíîæåíèÿ íàòóðàëüíûõ ÷è-
ñåë èñïîëüçóåò ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå â êîëüöå R = Z/(2m + 1)Z.
Â ýòîì êîëüöå ýëåìåíò 2 ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì êîðíåì èç åäèíèöû
ñòåïåíè 2m. Äåéñòâèòåëüíî, èç ðàâåíñòâà

22m − 1 = (2m + 1)(2m − 1)

ñëåäóåò, ÷òî ïîðÿäîê r ýëåìåíòà 2 ∈ R åñòü äåëèòåëü ÷èñëà 2m. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, èç ðàâåíñòâà

2r − 1 = 2r−m(2m + 1)− (2r−m + 1)

íàõîäèì 2m + 1 | 2r−m + 1, òàê ÷òî m 6 r −m è r > 2m.
Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî d | m â êà÷åñòâå ïðèìèòèâíîãî êîðíÿ èç åäè-

íèöû ñòåïåíè d ìîæíî áðàòü ýëåìåíò 22m/d, ÷òî ïîçâîëÿåò â ñëó÷àå
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îáðàòèìîñòè d ïî ìîäóëþ 2m + 1 ãîâîðèòü î ïðÿìîì è îáðàòíîì ïðå-
îáðàçîâàíèÿõ Ôóðüå íàáîðîâ äëèíû d. Îòìåòèì, ÷òî åñëè d ÿâëÿåòñÿ
ñòåïåíüþ äâîéêè, òî òðåáîâàíèå îáðàòèìîñòè âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè-
÷åñêè, ïîñêîëüêó 2 îáðàòèìî ïî ìîäóëþ 2m + 1.

Ïóñòü a, b � ïðîèçâîëüíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, a, b < 2n, n êðàò-
íî 8. Ðàññìîòðèì êàêîå-íèáóäü k ∈ N, k > 4, òàêîå ÷òî 2k | 2n, è
ìèíèìàëüíîå öåëîå ÷èñëî m, òàêîå ÷òî

m > 4n/2k + k è 2k | 2m. (2.31)

Ðàññìîòðèì íàáîðû x = (x0, . . . , x2k−1) è y = (y0, . . . , y2k−1) äëèíû 2k,
îïðåäåëÿåìûå ñîîòíîøåíèÿìè

a =
2k−1∑
i=0

xi

(
22n/2k)i

, 0 6 xi < 22n/2k

, (2.32)

b =
2k−1∑

i=0

yi

(
22n/2k)i

, 0 6 yi < 22n/2k

, (2.33)

Òîãäà

ab =
2k+1−2∑

i=0

zi

(
22n/2k)i

, (2.34)

ãäå
zi =

∑

j+l=i

xjyl. (2.35)

Äëÿ êàæäîãî èç zi ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà 0 6 zi 6 24n/2k+k <

2m + 1. Ñòàëî áûòü, âñå xi, yi, zi ñîâïàäàþò ñî ñâîèìè îñòàòêàìè ïðè
äåëåíèè íà 2m+1, òî åñòü íàáîðû x, y è íàáîð z = (z0, . . . , z2k−2, z2k−1),
ãäå z2k−1 = 0, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ýëåìåíòû (Z/(2m + 1)Z)2k .
Ïðè ýòîì xi = yi = 0 äëÿ âñåõ i = 2k−1, . . . , 2k−1, ïîñêîëüêó ñîãëàñíî
óñëîâèþ a, b < 2n. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó (2.35),

z = x ∗ y,

ãäå ñâåðòêà áåðåòñÿ â êîëüöå Z/(2m + 1)Z.
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Ïîñêîëüêó íàáîðû x è y èìåþò äëèíó 2k, èõ ñâåðòêó ìîæíî âû-
÷èñëÿòü ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå â êîëüöå Z/(2m + 1)Z,
ïðè÷åì, êàê áûëî ñêàçàíî â íà÷àëå äàííîãî ïóíêòà, â êà÷åñòâå ïðè-
ìèòèâíîãî êîðíÿ èç åäèíèöû ìîæíî âçÿòü ýëåìåíò g = 22m/2k .

Ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé àëãîðèòì:

Àëãîðèòì 2.7. Äàííûå: ×èñëà a, b ∈ Z, a > b > 0, è ÷èñëî k ∈ N,
k > 4 (îáû÷íî k áåðóò íå áîëüøèì 10).
Íàéòè: Ïðîèçâåäåíèå ab.
1. Åñëè b = 0, ïîëîæèòü ab = 0, ÑÒÎÏ. Åñëè b = 1, ïîëîæèòü
ab = a, ÑÒÎÏ.
2. Ïîëîæèòü n ðàâíûì ìèíèìàëüíîìó öåëîìó ÷èñëó, êðàòíîìó 2k

è áîëüøåìó, ÷åì log2 a. Ïîëîæèòü m ðàâíûì ìèíèìàëüíîìó öåëî-
ìó ÷èñëó, óäîâëåòâîðÿþùåìó óñëîâèÿì (2.31).
3. Åñëè m > n, âû÷èñëèòü ïðîèçâåäåíèå ab êàêèì-íèáóäü ñòàíäàðò-
íûì ñïîñîáîì, ÑÒÎÏ.
4. Îïðåäåëèòü íàáîðû x = (x0, . . . , x2k−1) è y = (y0, . . . , y2k−1) ñîîò-
íîøåíèÿìè (2.32) è (2.33).
5. Ðàññìàòðèâàÿ x è y êàê ýëåìåíòû (Z/(2m + 1)Z)2k, âû÷èñëèòü
èõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå x̂ = (x̂0, . . . , x̂2k−1) è ŷ = (ŷ0, . . . , ŷ2k−1) ïðè
ïîìîùè àëãîðèòìà áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, âçÿâ g = 22m/2k

â êà÷åñòâå ïðèìèòèâíîãî êîðíÿ èç åäèíèöû.
6. Âû÷èñëèòü x̂ · ŷ = (x̂0ŷ0, . . . , x̂2k−1ŷ2k−1). Äëÿ ýòîãî ïðè êàæäîì
i = 0, . . . , 2k−1 ðàññìîòðåòü x̂i, ŷi êàê ÷èñëà îò 0 äî 2m, ïðèìåíèòü
äëÿ âû÷èñëåíèÿ èõ ïðîèçâåäåíèÿ ðåêóðñèâíî äàííûé àëãîðèòì, à ðå-
çóëüòàò ïðèâåñòè ïî ìîäóëþ 2m + 1.
7. Âû÷èñëèòü îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íàáîðà x̂ · ŷ, òî åñòü
íàéòè òàêîé íàáîð z = (z0, . . . , z2k−1), ÷òî ẑ = x̂ · ŷ.
8. Ñ÷èòàÿ zi ÷èñëàìè îò 0 äî 2m, âû÷èñëèòü ab ïî ôîðìóëå (2.34).

Âî âñåõ ïóíêòàõ äàííîãî àëãîðèòìà, êðîìå ïóíêòîâ 3 è 6, èñïîëü-
çóåòñÿ òðè âèäà îïåðàöèé: ñëîæåíèå, óìíîæåíèå íà ñòåïåíü äâîéêè è
ïðèâåäåíèå ïî ìîäóëþ 2m + 1. Óìíîæåíèå íà ñòåïåíü äâîéêè â äâî-
è÷íîé çàïèñè äåëàåòñÿ áûñòðî, èáî äëÿ ýòîãî íóæíî âñåãî ëèøü ïðè-
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ïèñàòü ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî íóëåé. Íàéòè æå îñòàòîê îò ÷èñëà,
çàïèñàííîãî â äâîè÷íîé çàïèñè, ïðè äåëåíèè íà 2m + 1 òîæå âåñüìà
ïðîñòî: ââèäó ñðàâíåíèÿ 2m ≡ −1 (mod 2m + 1) äîñòàòî÷íî ðàçáèòü
÷èñëî íà áëîêè ïî 2m öèôð è âû÷èñëèòü çíàêîïåðåìåííóþ ñóììó ïî-
ëó÷èâøèõñÿ ÷èñåë, ïîñëå ÷åãî ê ðåçóëüòàòó, åñëè îí âñå åùå áîëüøå,
÷åì 2m, ïðèìåíèòü ýòó æå ïðîöåäóðó.

Àâòîðàìè ðàáîòû [29] áûë ïðîâåäåí òùàòåëüíûé àíàëèç ðåêóð-
ñèè â ïóíêòå 6 è äîêàçàíî, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêè àëãîðèòì òðåáóåò
O(n ln n ln ln n) áèòîâûõ îïåðàöèé äëÿ óìíîæåíèÿ äâóõ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë, äëèíà êîòîðûõ â äâîè÷íîé çàïèñè íå ïðåâîñõîäèò n.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêè ñàìûé áûñòðûé (ïîêà íå ïðè-
äóìàííûé) àëãîðèòì èìååò ñëîæíîñòü O(n ln n), òî åñòü ñëîæíîñòü
àëãîðèòìà Øåíõàãå�Øòðàññåíà èìååò ëèøíèé ìíîæèòåëü ln ln n. Çà-
ìåíèòü ýòîò ìíîæèòåëü íà áîëåå ìåäëåííî ðàñòóùóþ ôóíêöèþ óäà-
ëîñü ëèøü ñïóñòÿ 35 ëåò ïîñëå òîãî, êàê áûë ïðèäóìàí àëãîðèòì
Øåíõàãå�Øòðàññåíà: â ðàáîòå [22] áûë ïðåäëîæåí àëãîðèòì ñëîæ-
íîñòè n ln n 2O(ln∗ n), ãäå ôóíêöèÿ ln∗ x ðåêóðñèâíî îïðåäåëÿåòñÿ íà
R+ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ln∗ x =

{
0, åñëè x 6 1;

1 + ln∗(ln x), åñëè x > 1.

Ýòà ôóíêöèÿ ðàñòåò ìåäëåííåå, ÷åì ëþáàÿ èòåðàöèÿ ëîãàðèôìà, îä-
íàêî ñîâñåì èçáàâèòüñÿ îò ðàñòóùåãî ìíîæèòåëÿ ïîêà íèêîìó íå óäà-
ëîñü.

2.7.3 Áûñòðûé àëãîðèòì äåëåíèÿ öåëûõ ÷èñåë.
Êàê áóäåò ïîêàçàíî â äàííîì ïóíêòå, öåëûå ÷èñëà ìîæíî äåëèòü äðóã
íà äðóãà ñ îñòàòêîì çà âðåìÿ, âñåãî ëèøü â íåñêîëüêî ðàç áîëüøåå,
÷åì âðåìÿ, òðåáóåìîå äëÿ èõ óìíîæåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, èìåÿ àë-
ãîðèòì áûñòðîãî óìíîæåíèÿ, ìû ñðàçó ïîëó÷èì àëãîðèòì áûñòðîãî
äåëåíèÿ.
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Ïóñòü a, b � ïðîèçâîëüíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
íàéòè íåïîëíîå ÷àñòíîå è îñòàòîê îò äåëåíèÿ a íà b, òî åñòü òàêèå
íàòóðàëüíûå ÷èñëà q è r, ÷òî a = qb + r, 0 6 r < b, ìîæíî âû÷èñ-
ëèòü ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ ÷èñëî 1/b, à çàòåì óìíîæèòü ðåçóëüòàò
ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà áûñòðîãî óìíîæåíèÿ íà a. Òàê ìû ïîëó÷èì
íåêîòîðîå ïðèáëèæåíèå ÷èñëà q, ïðè ïîìîùè êîòîðîãî ìîæíî áóäåò
äîñòàòî÷íî áûñòðî íàéòè ñàìî q, âåäü q � öåëîå ÷èñëî. Îñòàòîê r

íàéäåòñÿ ïî ôîðìóëå r = a − qb çà âðåìÿ, â îñíîâíîì îãðàíè÷åííîå
âðåìåíåì óìíîæåíèÿ ÷èñåë q è b.

Â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè äàííîãî ïóíêòà ìû îïèøåì, êàê ñòðîèòü ïðè-
áëèæåíèÿ ÷èñëà 1/b.

Âìåñòî 1/b óäîáíî ïðèáëèæàòü ÷èñëî 1/β, ãäå β = b/2n è n òàêîâî,
÷òî 2n−1 6 b < 2n. Òîãäà 1/2 6 β < 1 è

β =
∞∑
i=1

βi2
−i, βi ∈ {0, 1}, β1 = 1.

Áóäåì èñêàòü ïðèáëèæåíèÿ ê ÷èñëó 1/β ïðè ïîìîùè ìåòîäà Íüþ-
òîíà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé âèäà f(x) = 0, ãäå f(x) � íåêî-
òîðàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî ïðè çàäàííîì x0

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk}∞k=0 ïðèáëèæåíèé ê ðåøåíèþ òàêîãî óðàâíå-
íèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì

xk = xk−1 − f(xk−1)

f ′(xk−1)
, k ∈ N. (2.36)

Äëÿ íàøèõ öåëåé íóæíî âçÿòü ôóíêöèþ f(x) = 1/x−β. Òîãäà f ′(x) =
−1/x2 è ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå (2.36) ïðèíèìàåò âèä

xk = 2xk−1 − βx2
k−1, k ∈ N. (2.37)

Â êà÷åñòâå x0 âîçüìåì 3/2. Òîãäà
|1/β − x0| 6 1/2. (2.38)

Åñëè xk îïðåäåëÿòü ôîðìóëîé (2.37), òî äëÿ êàæäîãî k ∈ N áóäåò
ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

1/β − xk = β(1/β − xk−1)
2,
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îòêóäà âèäèì, ÷òî, â ñèëó (2.38),

0 6 1/β − xk 6 2−2k

, ∀k ∈ N. (2.39)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (2.37), òî çà k èòåðàöèé
ìîæíî âû÷èñëèòü 1/β ñ òî÷íîñòüþ 2−2k . Íî â óêàçàííîì âèäå ýòà
ôîðìóëà ïðåäïîëàãàåò óìíîæåíèå ÷èñåë, äëèíà êîòîðûõ â äâîè÷íîé
çàïèñè ñðàâíèìà ñ äëèíîé ÷èñëà β = b

2n . Òî åñòü â èòîãå äåëåíèå
òàêèì ìåòîäîì çàéìåò ñóùåñòâåííî áîëüøå âðåìåíè, ÷åì óìíîæåíèå.

×òîáû îáîéòè ýòó ñëîæíîñòü, ìû ïîëîæèì

tk =
2k+3∑
i=1

βi2
−i, k ∈ N,

è ðàññìîòðèì âìåñòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk}∞k=0, çàäàâàåìîé ñîîòíî-
øåíèåì (2.37), ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yk}∞k=0, êîòîðóþ îïðåäåëèì ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

y0 = x0, yk = 2yk−1 − tky
2
k−1 + rk, k ∈ N, (2.40)

ãäå rk � òàêîå ÷èñëî èç ïîëóèíòåðâàëà [0, 2−2k−1), ÷òî âåëè÷èíà

22k+1(2yk−1 − tky
2
k−1 + rk)

ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì (òàêîå rk, î÷åâèäíî, åäèíñòâåííî).
Òîãäà äëÿ êàæäîãî k ∈ N

1/β − yk 6 1/β − 2yk−1 + tky
2
k−1 6

6 1/β − 2yk−1 + βy2
k−1 = β(1/β − yk−1)

2.
(2.41)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (2.40) âèäèì, ÷òî

1/tk − yk = tk(1/tk − yk−1)
2 − rk > −rk, (2.42)

òî åñòü

1/β − yk > 1/β − 1/tk − rk =
tk − β

tkβ
− rk >

> −2−2k−3+2 − 2−2k−1 > −2−2k

.

(2.43)
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Èç (2.38), (2.41) è (2.43) ïîëó÷àåì, ÷òî

|1/β − yk| 6 2−2k

, k ∈ N. (2.44)

È ïðè ýòîì äëÿ âû÷èñëåíèÿ yk, êðîìå ñëîæåíèé è îêðóãëåíèé,
íóæíî âû÷èñëèòü tky

2
k−1, òîãäà êàê äëèíà tk â äâîè÷íîé çàïèñè íå

ïðåâîñõîäèò 2k + 3, äëèíà yk−1 íå ïðåâîñõîäèò 2k−1 + 1, à äëèíà y2
k−1

íå ïðåâîñõîäèò 2k + 2.
Ñòàëî áûòü, åñëè äëÿ âñåõ âñòðå÷àþùèõñÿ óìíîæåíèé èñïîëüçî-

âàòü àëãîðèòì, ñëîæíîñòü êîòîðîãî ðàâíà O(nf(n)), ãäå n � ýòî äëè-
íà ïåðåìíîæàåìûõ ÷èñåë â äâîè÷íîé çàïèñè, à f � êàêîé-íèáóäü
íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, òî äëÿ òîãî, ÷òîáû âû÷èñëèòü 1/β ñ òî÷íî-
ñòüþ äî 2−2m, ïîòðåáóåòñÿ

O
( m∑

k=1

2kf(2k)
)

= O
(
f(2m)

m∑

k=1

2k
)

= O(2mf(2m))

áèòîâûõ îïåðàöèé.
Òàêèì îáðàçîì, ñëîæíîñòü îïèñàííîãî àëãîðèòìà ïîèñêà îáðàòíî-

ãî èìååò òàêóþ æå àñèìïòîòèêó, êàê è ñëîæíîñòü èñïîëüçóåìîãî èì
àëãîðèòìà óìíîæåíèÿ.

Îïðåäåëèì m êàê íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþ-
ùåå íåðàâåíñòâó 2m > 2 + log2 a. Òîãäà ym = c/22m+1, ãäå c � öå-
ëîå ÷èñëî. Èç íåðàâåíñòâà (2.44) ñëåäóåò, ÷òî 0 < ym < 4 è ïîòîìó
0 < c < 22m+3.

Èç íåðàâåíñòâà

|1/β − ym| =
∣∣∣∣
2n

b
− c

22m+1

∣∣∣∣ 6 2−2m

ñëåäóåò ∣∣∣a
b
− ac

2n+2m+1

∣∣∣ 6 a · 2−n−2m 6 2−n−2 6 1

4
.

Òàê êàê a = bq + r è 0 6 r < b, òî
∣∣∣q − ac

2n+2m+1

∣∣∣ 6 5

4
. (2.45)
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî log2 a 6 2m è log2 c 6 2m + 3, çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðîèçâå-
äåíèå ac ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî çà O(2mm log2 m) áèòîâûõ îïåðàöèé.
Íåðàâåíñòâó (2.45) óäîâëåòâîðÿåò íå áîëåå äâóõ öåëûõ ÷èñåë, îäíî èç
êîòîðûõ åñòü s =

[
ac · 2−n−2m−1

]
. Åñëè bs > a, òî q = s − 1. Åñëè

bs 6 a− b, òî q = s + 1. Åñëè æå a− b < bs 6 a, òî q = s.
Èç ýòèõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ íåïîëíî-

ãî ÷àñòíîãî è îñòàòêà îò äåëåíèÿ a íà b èìååò òàêóþ æå àñèìïòîòèêó,
êàê è ñëîæíîñòü èñïîëüçóåìîãî àëãîðèòìà óìíîæåíèÿ.



Ãëàâà 3

Ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ íà
ìíîæèòåëè íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè

Â ïàðàãðàôå 2.5 ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à ðåøåíèÿ ñðàâíåíèÿ x2 ≡ a

(mod p), ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî. Ïî äðóãîìó ýòó çàäà÷ó ìîæíî ñôîð-
ìóëèðîâàòü òàê: ðàçëîæèòü íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè íàä êîíå÷íûì
ïîëåì Fp ìíîãî÷ëåí x2− a. Â ýòîé ãëàâå ïîäîáíûå âîïðîñû áóäóò îá-
ñóæäàòüñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ è ïðîèçâîëüíûõ êîíå÷íûõ
ïîëåé.

Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî, q = pm è F = Fq � êîíå÷íîå ïîëå. Ïóñòü
òàêæå f(x) ∈ F [x], deg f = n > 2. Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå çàäà÷è.
1. Ðàçëîæèòü f(x) íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè íàä ïîëåì F .
2. Íàéòè âñå êîðíè f(x), ïðèíàäëåæàùèå F .

Âòîðàÿ çàäà÷à åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé ïåðâîé. Òåì íå ìåíåå íèæå
ìû óêàæåì àëãîðèòì, ñâîäÿùèé ðåøåíèå ïåðâîé çàäà÷è êî âòîðîé, è
ïîêàæåì, êàê ìîæåò áûòü ðåøåíà âòîðàÿ çàäà÷à.

ßñíî, ÷òî ýòè çàäà÷è äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü äëÿ óíèòàðíûõ
ìíîãî÷ëåíîâ, ò.å. ìíîãî÷ëåíîâ ñòàðøèé êîýôôèöèåíò êîòîðûõ ðàâåí
1. Èìåííî ýòîò ñëó÷àé è áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â äàëüíåéøåì.

Îáñóäèì íåñêîëüêî óïðîùàþùèõ äåéñòâèé. Ïóñòü f ′(x) � ïðîèç-
âîäíàÿ f(x), è d(x) = (f(x), f ′(x)) � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü
óêàçàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ.

Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ.
1) d(x) = f(x).

106
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Â ýòîì ñëó÷àå f ′(x) = 0 è f(x) = g(x)p, ãäå g(x) ∈ F [x]. Òàêèì îá-
ðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðàçëîæåíèþ íà ìíîæèòåëè èëè íàõîæäåíèþ
êîðíåé ìíîãî÷ëåíà g(x) ìåíüøåé ñòåïåíè.

2) 0 < deg d(x) < deg f(x).
Â ýòîì ñëó÷àå d(x) � íåòðèâèàëüíûé äåëèòåëü f(x) è çàäà÷à ñâî-

äèòñÿ ê ðàçëîæåíèþ íà ìíîæèòåëè èëè íàõîæäåíèþ êîðíåé ó ìíî-
ãî÷ëåíîâ d(x), f(x)/d(x), èìåþùèõ ìåíüøóþ, ÷åì f(x), ñòåïåíü. Â
÷àñòíîñòè, ìíîãî÷ëåí f(x)/d(x) ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ òåõ íåïðèâîäè-
ìûõ äåëèòåëåé, êîòîðûå âõîäÿò â ðàçëîæåíèå f(x) â ñòåïåíè, íå êðàò-
íîé p.

3) d(x) = 1.
Â ýòîì ñëó÷àå ìíîãî÷ëåí f(x) íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé. Îáùèé

ñëó÷àé, êàê óêàçàíî âûøå, âñåãäà ñâîäèòñÿ ê ýòîìó. Èìåííî îí è áóäåò
ðàññìàòðèâàòüñÿ â äàëüíåéøåì.

Â ýòîé ãëàâå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ñðàâíåíèÿ â êîëüöå ìíîãî÷ëå-
íîâ íàä ïîëåì F . Ìîäóëåì â òàêîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåí ïî-
ëîæèòåëüíîé ñòåïåíè. Âñå ñâîéñòâà ñðàâíåíèé â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ
F [x] ïîäîáíû ñâîéñòâàì ÷èñëîâûõ ñðàâíåíèé, îáñóæäàâøèõñÿ â ïåð-
âîé ãëàâå. Äîêàçàòåëüñòâà èõ ïîõîæè, è îáû÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ â
êóðñå àëãåáðû.

3.1 Àëãîðèòì Áåðëåêåìïà
Ïóñòü f(x) � óíèòàðíûé ìíîãî÷ëåí áåç êðàòíûõ êîðíåé. Íèæå îïèñû-
âàåòñÿ àëãîðèòì ðàçëîæåíèÿ åãî íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè, ïðåä-
ëîæåííûé â 1967 ãîäó Áåðëåêåìïîì, [16].

Ëåììà 3.1. Ïóñòü h(x) ∈ F [x] è âûïîëíåíî ñðàâíåíèå

h(x)q − h(x) ≡ 0 (mod f(x)). (3.1)

Òîãäà
f(x) =

∏

c∈F

(f(x), h(x)− c) (3.2)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ìíîãî÷ëåí g(x) ∈ F [x] äåëèò h(x)−c1 è h(x)−
c2 ïðè ðàçëè÷íûõ c1, c2 ∈ F , òî g(x) | (c1 − c2), è g(x) ∈ F . Òàêèì
îáðàçîì ìíîæèòåëè, ñòîÿùèå â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (3.2) âçàèìíî
ïðîñòû. Ïîñêîëüêó êàæäûé èç íèõ äåëèò f(x), çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðàâàÿ
÷àñòü (3.2) äåëèò f(x).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òîæäåñòâî

yq − y =
∏

c∈F

(y − c)

ïîêàçûâàåò, ÷òî
h(x)q − h(x) =

∏

c∈F

(h(x)− c). (3.3)

Óñëîâèå (3.1) îçíà÷àåò, ÷òî êàæäûé íåïðèâîäèìûé äåëèòåëü ìíîãî-
÷ëåíà f(x) äåëèò ðàçíîñòü h(x)− c ïðè íåêîòîðîì c ∈ F è, ñëåäîâà-
òåëüíî, äåëèò ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (3.2). Ñîãëàñíî óñëîâèþ ìíî-
ãî÷ëåí f(x) íå èìååò êðàòíûõ äåëèòåëåé. Ïîýòîìó f(x) äåëèò ïðàâóþ
÷àñòü ðàâåíñòâà (3.2). Òàê êàê âñå ðàññìàòðèâàåìûå ìíîãî÷ëåíû óíè-
òàðíû, ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.1.

Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðàçëîæåíèå f(x) íà íåïðèâîäèìûå
ìíîæèòåëè èìååò âèä

f(x) = f1(x) · · · fk(x).

Ëåììà 3.2. Ìíîãî÷ëåí h(x) óäîâëåòâîðÿåò ñðàâíåíèþ (3.1), åñëè è
òîëüêî åñëè ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû cj ∈ F, j = 1, . . . , k, äëÿ êîòî-
ðûõ âûïîëíåíû ñðàâíåíèÿ

h(x) ≡ cj (mod fj(x)), j = 1, . . . , k. (3.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäûé èç ìíîãî÷ëåíîâ fj(x) äåëèò ïðàâóþ ÷àñòü
(3.2) è ïîòîìó äåëèò ðàçíîñòü h(x) − cj ïðè íåêîòîðîì cj ∈ F . Ýòî
äîêàçûâàåò (3.4).

Îáðàòíî, ñïðàâåäëèâîñòü (3.4) ïðè íåêîòîðîì cj ∈ F îçíà÷àåò, ÷òî

h(x)q ≡ cq
j ≡ cj ≡ h(x) (mod fj(x)), j = 1, . . . , k.
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Â ñèëó âçàèìíîé ïðîñòîòû ìíîãî÷ëåíîâ fj(x), ýòî âëå÷åò (3.1). Ëåììà
äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 3.1. Ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè qk ìíîãî÷ëåíîâ h(x) ∈
F [x], óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

h(x)q − h(x) ≡ 0 (mod f(x)), deg h(x) < deg f(x). (3.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâóåò ðîâíî qk íàáîðîâ (c1, . . . , ck) ∈ F k.
Êàæäîìó èç íèõ ñîãëàñíî êèòàéñêîé òåîðåìå îá îñòàòêàõ, ïðèìåíåí-
íîé â êîëüöå F [x] ê ñðàâíåíèÿì (3.4), ñîïîñòàâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûé
ìíîãî÷ëåí h(x), óäîâëåòâîðÿþùèé (3.5).

Ëåììà 3.2 óòâåðæäàåò, ÷òî òàê ïîëó÷àþòñÿ âñå ìíîãî÷ëåíû ñ óñëî-
âèÿìè (3.5).

Îáîçíà÷èì áóêâîé L ñîâîêóïíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ h(x) ∈ F [x] ñ óñëî-
âèÿìè (3.5). Ýòî ìíîæåñòâî, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàí-
ñòâîì íàä F è dimL = k.

Ñëåäñòâèå 3.2. Äëÿ ëþáûõ äâóõ íåïðèâîäèìûõ äåëèòåëåé fi(x),
fj(x) ìíîãî÷ëåíà f(x), i 6= j, ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí h(x) ∈ L òà-
êîé, ÷òî

fi(x) | h(x), fj(x) - h(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî âçÿòü ìíîãî÷ëåí h(x), óäîâëåòâîðÿþ-
ùèé ñðàâíåíèÿì (3.4) ïðè íåêîòîðîì íàáîðå (c1, . . . , ck) ñ ci = 0, cj 6=
0.

Îáñóäèì òåïåðü âîïðîñ, êàê íàõîäèòü ìíîãî÷ëåíû, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèå (3.5). Îïðåäåëèì ýëåìåíòû bij ∈ F, 0 6 i, j < n, òàê, ÷òî

xiq ≡
n−1∑
j=0

bijx
j (mod f(x)), (3.6)

è ïóñòü B = ‖bij‖06i,j<n.
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Ëåììà 3.3. Ìíîãî÷ëåí h(x) = a0 + a1x + · · · + an−1x
n−1 ∈ F [x]

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (3.5) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîð
a = (a0, . . . , an−1) ∈ F n ñîñòàâëÿåò ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé

a · (B − I) = 0. (3.7)

Çäåñü I � åäèíè÷íàÿ n× n ìàòðèöà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

h(x)q =
n−1∑
i=0

aix
iq ≡

n−1∑
j=0

xj

(
n−1∑
i=0

aibij

)
(mod f(x))

èç êîòîðîãî è ñëåäóåò íóæíîå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 3.3. Êîëè÷åñòâî íåïðèâîäèìûõ äåëèòåëåé f(x) ðàâíî

n− rank(B − I).

Äåéñòâèòåëüíî, èç ëåììû 3.3 ñëåäóåò, ÷òî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî
L èçîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó ðåøåíèé ñèñòåìû (3.7). Ïîýòîìó

k = dimL = n− rank(B − I).

Ñëåäñòâèå 3.4. Åñëè rank(B−I) = n−1, òî ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ F [x]
íåïðèâîäèì.

Ðåøàÿ ñèñòåìó (3.7), ìîæíî íàéòè áàçèñ h1(x), . . . , hk(x) ïðîñòðàí-
ñòâà L. Ïðè ýòîì ìîæíî ñ÷èòàòü h1(x) = 1.

Àëãîðèòì 3.1. Äàííûå: Ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ F [x] áåç êðàòíûõ êîðíåé.
Íàéòè: Ðàçëîæåíèå f(x) íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè.
1. Âû÷èñëèòü ìàòðèöó B = ‖bij‖06i,j<n ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ (3.6).
2. Ðåøàÿ ñèñòåìó (3.7), íàéòè ìíîãî÷ëåíû h1(x) = 1, h2(x), . . .,
hk(x), ñîñòàâëÿþùèå áàçèñ ïðîñòðàíñòâà L. Åñëè k = 1, òî ÑÒÎÏ,
ìíîãî÷ëåí f(x) íåïðèâîäèì.
3. Ïîëîæèòü M = {f}.
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4. Äëÿ êàæäîãî j = 2, . . . , k è äëÿ êàæäîãî c ∈ F äî òåõ ïîð, ïîêà
íå âûïîëíèòñÿ #M = k, ïðîäåëàòü ñëåäóþùåå:
äëÿ êàæäîãî u ∈M âû÷èñëèòü

p(x) = (u(x), hj(x)− c)

è, åñëè 0 < deg p(x) < deg u(x), èñêëþ÷èòü u(x) èç M è çàìåíèòü
åãî ïàðîé ìíîãî÷ëåíîâ p(x), u(x)/p(x).
5. Åñëè #M = k, ÑÒÎÏ. Ìíîæåñòâî M ñîäåðæèò âñå íåïðèâîäè-
ìûå äåëèòåëè f(x).

Òåîðåìà 3.1. Àëãîðèòì íàõîäèò ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà f(x) íà
íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè. Äëÿ ýòîãî åìó òðåáóåòñÿ O(qn3) àðèô-
ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â ïîëå F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà âñåãäà
âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

f(x) =
∏

u∈M
u(x), deg u(x) > 1.

Åñëè ïðè ôèêñèðîâàííûõ j, c ðàáîòà ñ ìíîæåñòâîì M â ïóíêòå 4
àëãîðèòìà çàâåðøèëàñü, ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ êàæäîãî u(x) ∈ M âû-
ïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé

(u(x), hj(x)− c) = 1 èëè u(x) | hj(x)− c. (3.8)

Ïî çàâåðøåíèè öèêëà ïî c ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî êàæäûé ìíîãî÷ëåí
u(x) ∈M ïðè ëþáîì c ∈ F óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç óñëîâèé (3.8).

Èç ëåììû 3.1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî u(x) | f(x) ñïðàâåäëèâî
ðàçëîæåíèå

u(x) =
∏

c∈F

(u(x), hj(x)− c),

òàê ÷òî ðàâåíñòâî (u(x), hj(x) − c) = 1 ïðè âñåõ c ∈ F íåâîçìîæíî.
Çíà÷èò, íàéäåòñÿ c ∈ F , äëÿ êîòîðîãî u(x) | hj(x)− c. Èòàê, åñëè ïðè
ôèêñèðîâàííîì j çàâåðøèëñÿ öèêë ïî c, òî êàæäûé èç ìíîãî÷ëåíîâ
u ∈M äåëèò ðàçíîñòü hj(x)− c ïðè íåêîòîðîì c ∈ F .
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Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ðàâåíñòâî #M = k âñåãäà äîñòèãàåòñÿ â ïðî-
öåññå ðàáîòû àëãîðèòìà. Åñëè ýòî íå òàê, òî â ìíîæåñòâå M ïîñëå
ïåðåáîðà âñåõ ïàð (j, c) îñòàíåòñÿ ìíîãî÷ëåí u(x), äåëÿùèéñÿ íà äâà
ðàçíûõ íåïðèâîäèìûõ äåëèòåëÿ fi(x), f`(x) ìíîãî÷ëåíà f(x). Ïî äî-
êàçàííîìó äëÿ ëþáîãî j, 2 6 j 6 k, íàéäåòñÿ ýëåìåíò cj ∈ F òàêîé,
÷òî u(x) | hj(x)− cj. Ïî ñëåäñòâèþ 3.4 èç ëåììû 3.2 ñóùåñòâóåò ìíî-
ãî÷ëåí h(x) ∈ L òàêîé, ÷òî

fi(x) | h(x), f`(x) - h(x).

Ïóñòü

h =
k∑

ν=1

γνhν, γν ∈ F.

Òîãäà

h ≡
k∑

ν=1

γνcν (mod u(x)).

Òàê êàê fi(x) | u(x) è fi(x) | h(x), òî
∑k

ν=1 γνcν = 0. Íî òîãäà
f`(x) | h(x), ÷òî íåâåðíî. Ïîëó÷èâøååñÿ ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò,
÷òî ðàâåíñòâî #M = k äîñòèãàåòñÿ.

Îöåíèì òåïåðü ñëîæíîñòü àëãîðèòìà. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû B

òðåáóåòñÿ O(n2 ln q) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â ïîëå F . Âû÷èñëåíèÿ
â ïóíêòå 2 òðåáóþò O(n3) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, à â øàãå 4 �
O(qn3) îïåðàöèé. Îáùàÿ òðóäîåìêîñòü åñòü O(qn3) àðèôìåòè÷åñêèõ
îïåðàöèé â ïîëå F .

3.2 Ñâåäåíèå çàäà÷è ðàçëîæåíèÿ íà íåïðèâîäè-
ìûå ìíîæèòåëè ê íàõîæäåíèþ êîðíåé (àëãî-
ðèòì Öàññåíõàóçà).

Íàïîìíèì, ÷òî îñíîâíîå ïîëå F = Fq, íàä êîòîðûì ìû ðàáîòàåì,
èìååò õàðàêòåðèñòèêó p è q = pm. Â ýòîì ïàðàãðàôå ðå÷ü ïîéäåò î
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ñâÿçè äâóõ çàäà÷: ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ íà íåïðèâîäèìûå ìíîæè-
òåëè íàä ïîëåì F è íàõîæäåíèÿ êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ â ïîëå F .

Ïóñòü h(x) ∈ F [x] è f(x) | h(x)q − h(x). Îáîçíà÷èì

R = {c ∈ F | (f(x), h(x)− c) 6= 1}.
Èç (3.2) ñëåäóåò, ÷òî #R 6 k.

Ïóñòü òàêæå d � íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâó-
þò íå ðàâíûå îäíîâðåìåííî íóëþ ýëåìåíòû b0, . . . , bd ∈ F òàêèå, ÷òî

d∑

j=0

bjh(x)j ≡ 0 (mod f(x)). (3.9)

Ñîãëàñíî ëåììå 3.2

f(x) =
∏

c∈R
(f(x), h(x)− c) |

∏

c∈R
(h(x)− c).

Ïîýòîìó d 6 #R.
Òàê êàê bd 6= 0, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî bd = 1.
Îáîçíà÷èì

g(y) =
d∑

j=0

bjy
j.

Ëåììà 3.4. Ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

g(y) =
∏

c∈R
(y − c).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè c ∈ R, òî (f(x), h(x) − c) 6= 1 è ñóùåñòâóåò
íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí fj(x) | f(x), òàêîé ÷òî fj(x) | h(x)−c. Òîãäà
ñîãëàñíî (3.9) èìååì

g(c) ≡ g(h(x)) ≡ 0 (mod fj(x)).

Èòàê, g(c) = 0 è

g(y) = φ(y) ·
∏

c∈R
(y − c), φ(y) ∈ F [y].
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Ïîñêîëüêó d 6 #R, çàêëþ÷àåì, ÷òî deg φ(x) = 0. Ýòî äîêàçûâàåò
ëåììó.

Ñëåäóþùèé àëãîðèòì ñâîäèò çàäà÷ó ðàçëîæåíèÿ f(x) ∈ F [x] íà
íåïðèâîäèìûå íàä F ìíîæèòåëè ê íàõîæäåíèþ êîðíåé â ïîëå F íåêî-
òîðîé ñîâîêóïíîñòè ìíîãî÷ëåíîâ gj(x) ∈ F [x].
Àëãîðèòì 3.2. Äàííûå: Ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ F [x] áåç êðàòíûõ êîðíåé.
Íàéòè: Ðàçëîæåíèå f(x) íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè íàä ïîëåì
F .
1. Âû÷èñëèòü ìàòðèöó B, ÷èñëî k è ìíîãî÷ëåíû h1(x) = 1, h2(x),
. . ., hk(x), êàê â àëãîðèòìå Áåðëåêåìïà. Ïîëîæèòü M = {f(x)}.
2. Äëÿ êàæäîãî j = 2, . . . , k ïðîäåëàòü ñëåäóþùèå îïåðàöèè.
2.1. Âû÷èñëèòü íàèìåíüøåå d òàêîå, ÷òî âåêòîðû

c` = (c`,0, . . . , c`,n−1) ∈ F n, ` = 0, . . . d,

îïðåäåëåííûå ñðàâíåíèÿìè

hj(x)` ≡
n−1∑

i=0

c`,ix
i (mod f(x))

ëèíåéíî çàâèñèìû íàä F .
2.2 Âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíòû b0, . . . , bd ∈ F òàêèå, ÷òî

b0c0 + · · ·+ bdcd = 0, bd = 1.

Îáîçíà÷èòü gj(y) = b0 + b1y + · · ·+ bdy
d.

2.3 Íàéòè ìíîæåñòâî Rj êîðíåé ìíîãî÷ëåíà gj(y), ïðèíàäëåæàùèõ
F .
2.4 Äëÿ êàæäîãî c ∈ Rj è êàæäîãî u ∈M âû÷èñëèòü

p(x) = (u(x), hj(x)− c)

è, åñëè 1 6 deg p(x) < deg u(x), èñêëþ÷èòü u(x) èç M è çàìåíèòü
åãî ïàðîé ìíîãî÷ëåíîâ p(x), u(x)/p(x).
2.5 Åñëè #M = k, ÑÒÎÏ. Ìíîæåñòâî M ñîäåðæèò âñå íåïðèâî-
äèìûå äåëèòåëè f(x).
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Ïðèâåäåííûé âûøå àëãîðèòì îòëè÷àåòñÿ îò àëãîðèòìà 3.1 ëèøü
òåì, ÷òî â íåì âû÷èñëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíû p(x) = (u(x), hj(x) − c)
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà c ∈ Rj, ò.å. êîãäà p(x) 6= 1. Îáîñíîâà-
íèå åãî ñïðàâåäëèâîñòè ñîâïàäàåò ñ îáîñíîâàíèåì äëÿ àëãîðèòìà 3.1.
Ñëîæíîñòü àëãîðèìà 3.2, ñâîäÿùåãî çàäà÷ó ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæè-
òåëè ê âû÷èñëåíèþ êîðíåé â òîì æå ïîëå, åñòü, êàê ëåãêî âèäåòü,
O(n2(k2 + ln q).

3.3 Íàõîæäåíèå êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ
â ïîëÿõ ìàëîé õàðàêòåðèñòèêè.

Â ýòîì ïàðàãðàôå, êàê è ðàíåå, èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ F =
Fq, q = pm, ïðè÷åì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî p íå î÷åíü âåëèêî, íî m

� áîëüøîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
Áóäåò òàêæå ïðåäïîëàãàòüñÿ, ÷òî âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà f(x) ∈

F [x] ëåæàò â ïîëå F è îäíîêðàòíû. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî çàìå-
íèòü f(x) íà (xq − x, f(x)).

Íàïîìíèì íåêîòîðûå ôàêòû èç òåîðèè êîíå÷íûõ ïîëåé. Ñóùåñòâó-
åò ýëåìåíò ω ∈ F òàêîé, ÷òî F = Fp(ω), [F : Fp] = m. Îòîáðàæåíèå

σ : F → F, σ : α −→ αp

åñòü àâòîìîðôèçì ïîëÿ F íàä Fp è íàçûâàåòñÿ àâòîìîðôèçìîì Ôðî-
áåíèóñà. Ýëåìåíòû

σj(ω) = σj(ω) = ωpj

, j = 0, 1, . . . , m− 1,

ñóòü âñå ñîïðÿæåííûå ω è ïîòîìó ðàçëè÷íû.
Äëÿ êàæäîãî α ∈ F èìååì ñëåä

Tr(α) =
m−1∑

j=0

σj(α).

Òàê êàê

(Tr(α))p =

(
m−1∑
j=0

αpj

)p

=
m∑

j=1

αpj

= Tr(α),
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òî Tr(α) ∈ Fp.
Îáîçíà÷èì S(x) =

∑m−1
j=0 xpj . Åñëè α ∈ Fq, òî

S(α) = Tr(α) ∈ Fp. (3.10)

Ëåììà 3.5. Ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè

xq − x =
∏

c∈Fp

(S(x)− c). (3.11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàâåíñòâà (3.10) ñëåäóåò, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò
α ∈ F ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (3.11). Îòñþäà ñëåäó-
åò, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü äåëèòñÿ íà xq − x. Ñòåïåíü ïðàâîé ÷àñòè ðàâíà
p · pm−1 = q. Êðîìå òîãî ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû îáåèõ ÷àñòåé ðàâåí-
ñòâà (3.11) ðàâíû 1. Ýòî äîêàçûâàåò ëåììó 3.5.

Ñëåäñòâèå 3.5. Äëÿ êàæäîãî β ∈ Fq, β 6= 0, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

xq − x = β−1
∏

c∈Fp

(S(βx)− c).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì ñ ïîìîùüþ (3.11)
∏

c∈Fp

(S(βx)− c) = (βx)q − βx = β(xq − x).

Àëãîðèòì 3.3. Äàííûå: Ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ F [x] áåç êðàòíûõ êîðíåé,
deg f(x) = n. Âñå åãî êîðíè ïðèíàäëåæàò F .
Íàéòè: Âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà f(x).
1. Îïðåäåëèòü M = {f(x)}.
2. Äëÿ êàæäîãî j = 0, 1, . . . , m− 1 è äëÿ êàæäîãî c ∈ Fp âûïîëíèòü
ñëåäóþùåå:
2.1. äëÿ êàæäîãî u(x) ∈M âû÷èñëèòü

p(x) = (u(x), S(ωjx)− c).
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2.2. Åñëè 1 6 deg p(x) < deg u(x), èñêëþ÷èòü u(x) èç ìíîæåñòâà
M è çàìåíèòü åãî ïàðîé ìíîãî÷ëåíîâ p(x), u(x)/p(x).
2.3. Åñëè #M = n, ïåðåéòè â ïóíêò 3.
3. ÑÒÎÏ. Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî M ñîñòîèò èç âñåõ ìíîãî÷ëå-
íîâ x− γ, ãäå γ ∈ F � êîðåíü f(x).

Ïåðåéäåì ê îáîñíîâàíèþ ýòîãî àëãîðèòìà.

Òåîðåìà 3.2. Àëãîðèòì íàõîäèò âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà f(x). Äëÿ
ýòîãî åìó òðåáóåòñÿ O(m2n2p ln p) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â ïî-
ëå Fq.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî â ëþáîé ìîìåíò ðàáîòû àëãîðèòìà
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

f(x) =
∏

u∈M
u(x) (3.12)

è íåðàâåíñòâà deg u(x) > 1, u(x) ∈M.
Åñëè ïðè ôèêñèðîâàííûõ j, c ðàáîòà ñ ìíîæåñòâîì M â ïóíêòå

2 àëãîðèòìà çàâåðøèëàñü, ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ êàæäîãî u(x) ∈ M
âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé

(u(x), S(ωjx)− c) = 1 èëè u(x) | S(ωjx)− c. (3.13)

Ïî çàâåðøåíèè öèêëà ïî c ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî êàæäûé ìíîãî÷ëåí
u(x) ∈M ïðè ëþáîì c ∈ F óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç óñëîâèé (3.13).

Åñëè ïðè âñåõ c ∈ F âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (u(x), S(ωjx)−c) = 1,
òî ïî ñëåäñòâèþ 3.5, ïðèìåíåííîìó ê β = ωj, íàõîäèì, ÷òî (u(x), xq−
x) = 1. Íî ýòî íåâîçìîæíî, ò.ê. âñå êîðíè u(x) ïðèíàäëåæàò F è
ïîòîìó u(x) | xq − x. Èòàê, ðàâåíñòâî (u(x), S(ωjx) − c) = 1 ïðè
âñåõ c ∈ F íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, íàéäåòñÿ c ∈ F , äëÿ êîòîðîãî u(x) |
S(ωjx) − c. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïðè ôèêñèðîâàííîì j çàâåðøèëñÿ
öèêë ïî c, òî êàæäûé ìíîãî÷ëåí èç ìíîæåñòâà M äåëèò íåêîòîðûé
ìíîãî÷ëåí S(ωjx)− c.
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Ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî àëãîðèòì çàâåðøèò öèêëû ïî j è ïî c, íî
ðàâåíñòâî #M = n íå áóäåò äîñòèãíóòî, îçíà÷àåò, ÷òî íàéäåòñÿ ìíî-
ãî÷ëåí u(x) ∈ M, deg u(x) > 2, è íàáîð c0, c1, . . . , cm−1 ∈ Fp òàêèå,
÷òî

S(ωkx) ≡ ck (mod u(x)), k = 0, 1, . . . , m− 1.

Ïóñòü γ1, γ2 � äâà ðàçëè÷íûõ êîðíÿ ìíîãî÷ëåíà u(x), γi ∈ F . Òîãäà
èìååì

S(ωkγ1) = ck, S(ωkγ2) = ck, k = 0, 1, . . . , m− 1,

òàê ÷òî

S(ωkγ1)− S(ωkγ2) = 0, k = 0, 1, . . . , m− 1.

Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ìíîãî÷ëåíà S(x), ïîëó÷àåì

0 =
m−1∑
j=0

(
(ωkγ1)

pj − (ωkγ2)
pj

)
=

m−1∑
j=0

ωkpj

(γ1 − γ2)
pj

, 0 6 k < m.

(3.14)
Âñå ýëåìåíòû ωpj

, j = 0, 1, . . . , m − 1 ðàçëè÷íû. Ïîýòîìó îïðåäåëè-
òåëü Âàíäåðìîíäà det ‖ωkpj‖06k,j<p îòëè÷åí îò íóëÿ. Íî òîãäà ðàâåí-
ñòâà (3.14) îçíà÷àþò

(γ1 − γ2)
pj

= 0, j = 0, 1, . . . , m− 1.

Ïðè j = 0 íàõîäèì γ1 = γ2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ γi. Òà-
êèì îáðàçîì, â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà îáÿçàòåëüíî âûïîëíèòñÿ
ðàâåíñòâî #M = n = deg f(x).

Ýòî ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî (3.12) åñòü ðàçëîæåíèå f(x) íà ëèíåé-
íûå ìíîæèòåëè. Êàæäûé èç íèõ äàåò íåêîòîðûé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà
f(x).

Äëÿ îöåíêè ñëîæíîñòè àëãîðèòìà çàìåòèì, ÷òî âñåãî áóäåò ñîâåð-
øåíî íå áîëåå mp øàãîâ â öèêëàõ ïî j è c. Âû÷èñëåíèå íà êàæäîì
øàãå òðåáóåò íå áîëåå O(mn2 ln p + n2) = O(mn2 ln p) àðèôìåòè÷å-
ñêèõ îïåðàöèé. Òàê ÷òî îáùàÿ îöåíêà ñëîæíîñòè åñòü O(m2n2p ln p)
àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â ïîëå Fq.



ÃËÀÂÀ 3. ÐÀÇËÎÆÅÍÈÅ ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÎÂ ÍÀ ÌÍÎÆÈÒÅËÈ 119

Àëãîðèòì ìîæíî íåñêîëüêî óñîâåðøåíñòâîâàòü. Âî-ïåðâûõ, êàê òî-
ëüêî äëÿ íåêîòîðîãî u(x) ∈ M âûïîëíèòñÿ ðàâåíñòâî deg u(x) = 1,
êîðåíü ýòîãî ìíîãî÷ëåíà ìîæíî çàïîìíèòü (îí áóäåò òàêæå êîðíåì
f(x)) è èñêëþ÷èòü u(x) èç ìíîæåñòâà M è äàëüíåéøèõ îïåðàöèé.

Âî-âòîðûõ, âûïîëíÿÿ öèêë ïî c ïðè ôèêñèðîâàííîì j, ìíîãî÷ëåí
u(x) ∈M ìîæíî èñêëþ÷èòü èç îïåðàöèé â ýòîì öèêëå, åñëè èçâåñòíî,
÷òî îí äåëèò íåêîòîðóþ ðàçíîñòü S(ωjx) − c. Âåäü òàêàÿ ðàçíîñòü
ìîæåò áûòü òîëüêî îäíà.

3.4 Íàõîæäåíèå êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ
â ïîëÿõ áîëüøîé õàðàêòåðèñòèêè.

Îïèñûâàåìûå çäåñü àëãîðèòìû íîñÿò âåðîÿòíîñòíûé õàðàêòåð è äî-
âîëüíî ýôôåêòèâíû íà ïðàêòèêå.

1. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé q = p > 3.

Àëãîðèòì 3.4. Äàííûå: Ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ F [x], n = deg f(x) > 2.
Âñå åãî êîðíè îäíîêðàòíû è ïðèíàäëåæàò F .
Íàéòè: Âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà f(x).
1. Ïîëîæèòü M = {f(x)}.
2. Âûáðàòü êàêèì-ëèáî ñïîñîáîì ýëåìåíò c ∈ Fp.
3. Äëÿ êàæäîãî u(x) ∈M âûïîëíèòü ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:
3.1. Âû÷èñëèòü

d(x) = (u(x), (x + c)
p−1
2 − 1).

3.2. Åñëè 1 6 deg d(x) < deg u(x), òî èñêëþ÷èòü u(x) èç ìíîæå-
ñòâà M è çàìåíèòü åãî ïàðîé ìíîãî÷ëåíîâ d(x) è u(x)/d(x).
3.3 Åñëè #M = n, òî ÑÒÎÏ. ÌíîæåñòâîM ñîñòîèò èç âñåõ ìíî-
ãî÷ëåíîâ âèäà x− γ, ãäå γ � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f(x).
4. Ïåðåéòè ê øàãó 2.
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Ëåììà 3.6. Ïóñòü u(x) | f(x), deg u(x) > 2. Ïðè ñëó÷àéíîì âûáî-
ðå ÷èñëà c ∈ Fp âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî d(x) áóäåò ñîáñòâåííûì
äåëèòåëåì ìíîãî÷ëåíà u(x), íå ìåíüøå 1

2 − 1
2p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü γ1, γ2 � ðàçëè÷íûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà u(x).
Îáîçíà÷èì áóêâîé D ïîäìíîæåñòâî Fp, ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ t, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

(t + γ1)
p−1
2 6= (t + γ2)

p−1
2 , t 6= −γ1,−γ2.

Ìíîãî÷ëåí (x+γ1)
p−1
2 −(x+γ2)

p−1
2 èìååò íå áîëåå p−3

2 êîðíåé. Ïîýòîìó

#D > p− p− 3

2
− 2 =

p− 1

2
.

Êàæäûé íåíóëåâîé ýëåìåíò b ∈ Fp óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç ðàâåíñòâ
b

p−1
2 = 1 èëè b

p−1
2 = −1.

Åñëè c ∈ D, òî c + γ1 6= 0, c + γ2 6= 0 è, çíà÷èò, îäíî èç ÷èñåë γ1, γ2

áóäåò êîðíåì ìíîãî÷ëåíà (x + c)
p−1
2 − 1, à äðóãîå íåò. Ñëåäîâàòåëüíî,

â ýòîì ñëó÷àå 1 6 deg d(x) < deg u(x), ò.å. d(x) åñòü ñîáñòâåííûé
äåëèòåëü u(x). Îöåíèâàåìàÿ âåðîÿòíîñòü íå ìåíüøå

#D
p

> 1

2
− 1

2p
.

Ëåììà 3.6 ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ñëó÷àéíîì âûáîðå ýëåìåíòà c ∈ Fp

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âåëè÷èíà #M íå óâåëè÷èòñÿ ïîñëå k ïîâòîðå-
íèé øàãîâ 2 - 4 àëãîðèòìà, íå ïðåâîñõîäèò 2−k + O(p−1).

2. Ïóñòü òåïåðü q = pm, p > 3. Îïèñûâàåìûé íèæå àëãîðèòì ïðåä-
ëîæåí Êàíòîðîì è Öàññåíõàóçîì â 1981 ã., ñì. [17].
Àëãîðèòì 3.5. Äàííûå: Ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ F [x], n = deg f(x) > 2.
Âñå åãî êîðíè îäíîêðàòíû è ïðèíàäëåæàò F .
Íàéòè: Âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà f(x).
1. Îïðåäåëèòü M = {f(x)}.
2. Ïóñòü u(x) � ìíîãî÷ëåí íàèáîëüøåé ñòåïåíè â M. Åñëè òàêèõ
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ìíîãî÷ëåíîâ íåñêîëüêî, ïîëîæèòü u(x) ðàâíûì ëþáîìó èç íèõ.
3. Åñëè deg u(x) = 1, ÑÒÎÏ. Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî M ñîäåð-
æèò âñå ëèíåéíûå äåëèòåëè f(x). Èõ êîðíè ñîñòàâëÿþò ìíîæå-
ñòâî êîðíåé ìíîãî÷ëåíà f(x).
4. Âûáðàòü êàêèì-ëèáî ñïîñîáîì íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí v(x) ∈ F [x],
deg v(x) < deg u(x). Âû÷èñëèòü p(x) = (u(x), v(x)).
5. Åñëè p(x) 6= 1, èñêëþ÷èòü ìíîãî÷ëåí u(x) èç M è çàìåíèòü åãî
ïàðîé ìíîãî÷ëåíîâ p(x), u(x)/p(x). Ïåðåéòè â øàã 2.
6. Åñëè p(x) = 1, âû÷èñëèòü íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü

d(x) = (u(x), v(x)
q−1
2 − 1).

Â ñëó÷àå d(x) = 1 èëè d(x) = u(x), ïåðåéòè â øàã 4.
7. Åñëè d(x) îòëè÷åí îò 1 è u(x), ò.å. d(x) � ñîáñòâåííûé äåëè-
òåëü u(x), èñêëþ÷èòü ìíîãî÷ëåí u(x) èç M è çàìåíèòü åãî ïàðîé
ìíîãî÷ëåíîâ d(x), u(x)/d(x). Ïåðåéòè â øàã 2.

Ëåììà 3.7. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûáðàííûé â øàãå 4 ñëó÷àéíûì
îáðàçîì ìíîãî÷ëåí v(x) ïðèâåäåò ê óâåëè÷åíèþ ìíîæåñòâà M, íå
ìåíüøå, ÷åì 1/2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u(x) ∈ M, r = deg u(x) > 2 è γ1, . . . , γr �
âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà u(x), γi 6= γj.

Êàæäîìó ìíîãî÷ëåíó v(x) ∈ F [x], deg v(x) < r, ïîñòàâèì â ñîîò-
âåòñòâèå âåêòîð c = (c1, . . . , cr) ∈ F r, ïîëîæèâ cj = v(γj). Ââèäó
êèòàéñêîé òåîðåìû îá îñòàòêàõ, ïðèìåíåííîé ê ñðàâíåíèÿì v(x) ≡ cj

(mod x− γj) â êîëüöå F [x], ýòî ñîîòâåòñòâèå âçàèìíî îäíîçíà÷íî.
Ïîäñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî ìíîãî÷ëåíîâ v(x), íå ïðèâîäÿùèõ â ï.ï. 5

- 7 ê óâåëè÷åíèþ ìíîæåñòâà M.
Ïóñòü v(x) 6= 0 è p(x) = 1. Óñëîâèå d(x) = 1 âûïîëíÿåòñÿ â ñëó÷àå,

åñëè íè îäíî èç ÷èñåë γi íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà v(x)
q−1
2 − 1.

Íî òîãäà âñå ÷èñëà cj = v(γj) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ y
q−1
2 + 1 = 0.

Ýòî óðàâíåíèå èìååò íå áîëåå q−1
2 êîðíåé. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò íå áîëåå(

q−1
2

)r ìíîãî÷ëåíîâ v(x) ñ óñëîâèåì d(x) = 1.
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Àíàëîãè÷íî, óñëîâèå d(x) = u(x) âûïîëíÿåòñÿ â ñëó÷àå, åñëè âñå
÷èñëà γi óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ v(x)

q−1
2 − 1 = 0. Ýòî çíà÷èò, ÷òî

âñå êîîðäèíàòû âåêòîðà c ñóòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ y
q−1
2 −1 = 0. Òàêèõ

âåêòîðîâ íå áîëåå
(

q−1
2

)r è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò íå áîëåå
(

q−1
2

)r

ìíîãî÷ëåíîâ v(x) 6= 0 ñ óñëîâèÿìè p(x) = 1, d(x) = u(x) .
Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî ìíîãî÷ëåíîâ

v(x) ∈ F [x], deg v(x) < r, (3.15)

íå ïðèâîäÿùèõ â ï.ï. 5 - 7 ê óâåëè÷åíèþ ìíîæåñòâà M, íå ïðåâîñ-
õîäèò 1 + 2

(
q−1
2

)r. Îáùåå êîëè÷åñòâî ìíîãî÷ëåíîâ (3.15) ðàâíî qr.
Ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü âûáðàòü ìíîãî÷ëåí, íå ïðèâîäÿùèé ê óâåëè÷å-
íèþ #M íå ïðåâîñõîäèò

q−r

(
1 + 2

(
q − 1

2

)r)
= q−r + 2

(
q − 1

2q

)r

,

÷òî îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó âåëè÷èíîé

q−2 + 2

(
q − 1

2q

)2

6 1

2
.

Ýòî äîêàçûâàåò ëåììó 3.7.

Çàìåòèì, ÷òî àëãîðèòì 3.4 ïî ñóùåñòâó ñîâïàäàåò ñ àëãîðèòìîì
3.5 ïðè m = 1.



Ãëàâà 4

Àëãîðèòìû, ðàñïîçíàþùèå
ïðîñòîòó ÷èñåë

Ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà ìåòîäàì ïðîâåðêè íà ïðîñòîòó è ïîñòðîåíèÿ
áîëüøèõ ïðîñòûõ ÷èñåë. Èíà÷å ãîâîðÿ, çäåñü îáñóæäàåòñÿ, êàêèì
îáðàçîì ìîæíî äîêàçàòü ïðîñòîòó íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, åñëè îíî äåé-
ñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è èçâåñòíû
ðàçëè÷íûå àëãîðèòìû: äåòåðìèíèðîâàííûå, âåðîÿòíîñòíûå, óñëîâ-
íûå. Â öåëîì, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî ïðîñòîòû ÷èñåë ñ
ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ åñòü íå î÷åíü òðóäîåìêàÿ çàäà÷à. Âìå-
ñòå ñ òåì, îöåíêè ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ, óñïåøíî ðàáîòàþùèõ íà
ïðàêòèêå, çà÷àñòóþ îïèðàþòñÿ íà ðÿä ãèïîòåç, â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå
äîêàçàííûõ. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ýòîé ãëàâû áóäåò ðàññìîòðåí ïî-
ëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ïðîâåðêè ÷èñåë íà ïðîñòîòó. Íåñìîòðÿ íà
î÷åíü õîðîøóþ îöåíêó ñëîæíîñòè, ýòîò àëãîðèòì íå èñïîëüçóåòñÿ íà
ïðàêòèêå, òàê êàê ñïðàâåäëèâîñòü äàâàåìîãî èì çàêëþ÷åíèÿ î ïðîñòî-
òå ÷èñëà çàâèñèò îò íåäîêàçàííîé â íàñòîÿùåå âðåìÿ òàê íàçûâàåìîé
ðàñøèðåííîé ãèïîòåçû Ðèìàíà.

4.1 Óñëîâíûé àëãîðèòì Ìèëëåðà.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü ðàñøèðåííóþ ãèïîòåçó Ðèìàíà, íà-
ïîìíèì îïðåäåëåíèå õàðàêòåðîâ. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóï-

123
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ïà. Ëþáîé ãîìîìîðôèçì

χ : G −→ C∗

íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðîì ãðóïïû G. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ χ0(a), ðàâíàÿ
1 ïðè ëþáîì a ∈ G åñòü õàðàêòåð, íàçûâàåìûé ãëàâíûì. Îòìåòèì
ñëåäóþùèå ñâîéñòâà.

1. Åñëè d =| G |, òî äëÿ ëþáîãî a ∈ G çíà÷åíèå χ(a) åñòü êîðåíü
èç 1 ñòåïåíè d.

2. Ãðóïïà G èìååò â òî÷íîñòè d õàðàêòåðîâ.
Ïóñòü òåïåðü m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî è G = (Z/mZ)∗. Áóäåì îáî-

çíà÷àòü ñèìâîëîì n êëàññ âû÷åòîâ n (mod m). Äëÿ êàæäîãî õàðàê-
òåðà χ(n) ãðóïïû G îïðåäåëèì ôóíêöèþ íà ìíîæåñòâå Z, òàêæå îáî-
çíà÷àåìóþ ñèìâîëîì χ, ïðè ïîìîùè ðàâåíñòâà

χ(n) =

{
0, åñëè (n,m) 6= 1

χ(n), åñëè (n,m) = 1.

Òàêèå ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ õàðàêòåðàìè Äèðèõëå. Ïðè ëþáûõ u, v ∈
Z èìååì

1. χ(u + m) = χ(u),

2. χ(u) 6= 0, åñëè è òîëüêî åñëè (u,m) = 1,

3. χ(uv) = χ(u)χ(v).

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ïðèìåðû. Ôóíêöèÿ

χ0(n) =

{
0, åñëè (n,m) 6= 1

1, åñëè (n,m) = 1,

íàçûâàåòñÿ ãëàâíûé õàðàêòåð Äèðèõëå.
Åñëè m íå÷åòíî, b | m è

(
n
b

)
� ñèìâîë ßêîáè, òî ôóíêöèÿ

χ(n) =

{
0, åñëè (n,m) 6= 1(
n
b

)
, åñëè (n,m) = 1,

òàêæå åñòü õàðàêòåð Äèðèõëå.
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Îïðåäåëåíèå 4.1. Äëÿ êàæäîãî õàðàêòåðà χ ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîãî
ïåðåìåííîãî s, îïðåäåëÿåìàÿ ðÿäîì

L(s, χ) =
∞∑

n=1

χ(n)

ns
, (4.1)

íàçûâàåòñÿ L-ôóíêöèåé Äèðèõëå.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè m = 1, ò.å. â ñëó÷àå χ(n) = 1 ïðè ëþáîì n > 1
ðÿä (4.1) îïðåäåëÿåò äçåòà-ôóíêöèþ

ζ(s) =
∞∑

n=1

1

ns
. (4.2)

Ðÿä (4.2) ñõîäèòñÿ ïðè êàæäîì äåéñòâèòåëüíîì s > 1 è ðàñõîäèò-
ñÿ ïðè s 6 1. Ñâîéñòâà äçåòà-ôóíêöèè òåñíî ñâÿçàíû ñî ñâîéñòâàìè
ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü äëÿ èññëåäî-
âàíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë ìåòîäû òåîðèè ôóíêöèé. Ïðè êàæäîì s > 1
ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

ζ(s) =
∏

p

(
1− 1

ps

)−1

= lim
x→∞

∏
p6x

(
1− 1

ps

)−1

, (4.3)

íàçûâàåìîå òîæäåñòâîì Ýéëåðà.
Â 1859ã. Á. Ðèìàí1 îïðåäåëèë äçåòà-ôóíêöèþ ïðè ëþáîì êîìïëåêñ-

íîì çíà÷åíèè s è óñòàíîâèë ðÿä åå ãëóáîêèõ ñâîéñòâ. Îí òàêæå ïåð-
âûì èñïîëüçîâàë îáîçíà÷åíèå ζ(s) äëÿ ôóíêöèè (4.2), ïîëó÷èâøåé
âïîñëåäñòâèè íàçâàíèå äçåòà-ôóíêöèÿ Ðèìàíà. Êàê ôóíêöèÿ êîì-
ïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî s = σ + it äçåòà ôóíêöèÿ àíàëèòè÷íà âî âñåõ
òî÷êàõ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè s = 1, ãäå îíà
èìååò ïîëþñ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Äçåòà-ôóíêöèÿ ζ(s) îáëàäàåò ñèììåò-
ðèåé îòíîñèòåëüíî òî÷êè s = 1/2, à èìåííî óäîâëåòâîðÿåò íåêîòî-
ðîìó ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ. Îíà îáðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷êàõ

1Áåðíõàðä Ðèìàí, 1826-1866, � íåìåöêèé ìàòåìàòèê, îêàçàâøèé ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà
ðàçâèòèå òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ãåîìåòðèè è òåîðèè ÷èñåë.
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s = −2,−4,−6, . . ., à, êðîìå òîãî, êàê ïðåäïîëîæèë Ðèìàí, èìååò
áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî íóëåé â ïîëîñå 0 6 σ 6 1, ðàñïîëîæåííûõ
ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé σ = 1/2 è âåùåñòâåííîé îñè (ýòîò
ôàêò áûë äîêàçàí â 1893ã. Æ. Àäàìàðîì2). Ðèìàí âûñêàçàë áåç äî-
êàçàòåëüñòâà è ïðèáëèæåííóþ ôîðìóëó3 äëÿ êîëè÷åñòâà òàêèõ íóëåé
â ïðÿìîóãîëüíèêå 0 6 σ 6 1, 0 6 t 6 T . Îí òàêæå ïðåäïîëîæèë,
÷òî âñå íóëè ζ(s) â ïîëîñå 0 6 σ 6 1 â äåéñòâèòåëüíîñòè ëåæàò íà
ïðÿìîé σ = 1/2. Ýòà ãèïîòåçà � çíàìåíèòàÿ �ãèïîòåçà Ðèìàíà� íå äî-
êàçàíà äî ñèõ ïîð. Ðèìàí ïîêàçàë, ÷òî ïîâåäåíèå ôóíêöèÿ π(x) òåñíî
ñâÿçàíî ñ ðàñïîëîæåíèåì íóëåé ζ(s).

Ðàññìàòðèâàÿ äçåòà-ôóíêöèþ, êàê ôóíêöèþ êîìïëåêñíîãî ïåðå-
ìåííîãî, Æ. Àäàìàð è Ø.Æ. Âàëëå-Ïóññåí4 óñòàíîâèëè òî÷íûé ïî-
ðÿäîê ðîñòà ôóíêöèè π(x), äîêàçàâ â 1896ã., ÷òî

π(x) ∼ x

ln x
ïðè x →∞ ò.å. lim

x→∞
π(x)

x/ ln x
= 1. (4.4)

Ýòî óòâåðæäåíèå íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì çàêîíîì ðàñïðåäåëå-
íèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë.

L-ôóíêöèè òàêæå èãðàþò âàæíóþ ðîëü â èññëåäîâàíèÿõ âîïðîñîâ
ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë. Ñ èõ ïîìîùüþ â 1839ã. Äèðèõëå äî-
êàçàë, ÷òî êàæäàÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ, ðàçíîñòü è ïåðâûé
÷ëåí êîòîðîé ñóòü íàòóðàëüíûå âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà, ñîäåðæèò
áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ ëþ-
áûõ íàòóðàëüíûõ âçàèìíî ïðîñòûõ a, b èìååòñÿ áåñêîíå÷íîå ìíîæå-
ñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë âèäà an + b.

Ðÿä (4.1) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â îáëàñòè <s > 1 è îïðåäåëÿåò â
ýòîé îáëàñòè àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ. Îíà ìîæåò áûòü àíàëèòè÷å-
ñêè ïðîäîëæåíà íà âñþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü è íå èìååò íóëåé â
îáëàñòè <s > 1.
Ðàñøèðåííàÿ ãèïîòåçà Ðèìàíà: Êîìïëåêñíûå íóëè âñåõ L-ôóíê-
öèé Äèðèõëå, ðàñïîëîæåííûå â ïîëîñå 0 < <s < 1, ëåæàò íà ïðÿìîé

2Æàê Àäàìàð, 1865-1963, � ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê.
3Åå äîêàçàë â 1895ã. íåìåöêèé ìàòåìàòèê Õàíñ ôîí Ìàíãîëüäò, 1854-1925.
4Øàðëü Æàí äå ëà Âàëëå-Ïóññåí, 1866-1962, ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê.
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<s = 1
2 .

Íà ñïðàâåäëèâîñòè ðàñøèðåííîé ãèïîòåçû Ðèìàíà îñíîâàí ðÿä
âàæíûõ àëãîðèòìîâ òåîðèè ÷èñåë, à òàêæå îöåíêè èõ ñëîæíîñòè. Äî-
êàçàòåëüñòâî ýòîé ãèïîòåçû, êàê è êëàññè÷åñêîé ãèïîòåçû Ðèìàíà, äî
ñèõ ïîð íå íàéäåíî.

Êëàññè÷åñêàÿ ãèïîòåçà Ðèìàíà î íóëÿõ äçåòà-ôóíêöèè ζ(s) ÿâëÿ-
åòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ðàñøèðåííîé ãèïîòåçû.

Óñëîâèÿ ñëåäóþùåé ëåììû ïî ñóùåñòâó ñîâïàäàþò ñ óòâåðæäåíè-
åì ðàñøèðåííîé ãèïîòåçû Ðèìàíà äëÿ ôóíêöèè L(s, χ).
Ëåììà 4.1. Åñëè χ � íåãëàâíûé õàðàêòåð ïî ìîäóëþ m è L(s, χ)
íå èìååò íóëåé â îáëàñòè <s > 1

2, òî ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëî a ñ
óñëîâèÿìè

χ(a) 6= 0, χ(a) 6= 1, 2 6 a 6 γ ln2 m,

ãäå γ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî. cì. [8].

Íàèëó÷øåå â íàñòîÿùåå âðåìÿ çíà÷åíèå γ ðàâíî 2.
Åñëè m = p åñòü ïðîñòîå ÷èñëî è χ(n) =

(
n
p

)
� ñèìâîë Ëåæàíä-

ðà, òî ëåììà 4.1 óòâåðæäàåò ñóùåñòâîâàíèå ìàëîãî êâàäðàòè÷íîãî
íåâû÷åòà a ïî ìîäóëþ p, à èìåííî, a 6 γ ln2 p. Çàäà÷à îá îöåí-
êå íàèìåíüøåãî êâàäðàòè÷íîãî íåâû÷åòà ðàññìàòðèâàëàñü âïåðâûå
È.Ì.Âèíîãðàäîâûì, êîòîðûé äîêàçàë â 1926ã., ÷òî íàèìåíüøèé êâàä-
ðàòè÷íûé íåâû÷åò îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé O(p

1
2
√

e ln2 p). Ëó÷øàÿ â íà-
ñòîÿùåå âðåìÿ áåçóñëîâíàÿ îöåíêà äîêàçàíà â 1957ã. Áåðäæåñîì �
O(p

1
4
√

e
+ε).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñëóæèò îñíîâîé óñëîâíîãî àëãîðèòìà Ìèëëå-
ðà äîêàçàòåëüñòâà ïðîñòîòû ÷èñåë.
Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü N � íå÷åòíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íå ÿâëÿ-
þùååñÿ êâàäðàòîì, N = 1 + 2st, ãäå t íå÷åòíî. Åñëè ïðè êàæäîì
öåëîì a, 2 6 a 6 γ ln2 N , íå äåëÿùåìñÿ íà N , âûïîëíåíî ñðàâíåíèå

at ≡ 1 (mod N)
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èëè ñóùåñòâóåò öåëîå h, 0 6 h < s, äëÿ êîòîðîãî

a2ht ≡ −1 (mod N),

òî, â ñëó÷àå ñïðàâåäëèâîñòè ðàñøèðåííîé ãèïîòåçû Ðèìàíà, ìîæíî
óòâåðæäàòü, ÷òî N � ïðîñòîå ÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî N � ñîñòàâíîå ÷èñëî, îòëè÷íîå
îò êâàäðàòà. Îáîçíà÷èì G = (Z/NZ)∗ = {a | (a,N) = 1} è

H = {a ∈ G | aN−1
2 ≡

( a

N

)
(mod N)}.

Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.9, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî H åñòü
ñîáñòâåííàÿ ïîäãðóïïà â G. Îáîçíà÷èì áóêâîé λ êàêîé-ëèáî íåãëàâ-
íûé õàðàêòåð íà ãðóïïå G/H è îïðåäåëèì χ � ÷èñëîâîé õàðàêòåð ïî
ìîäóëþ N , ïîëîæèâ χ(a) = λ(aH). Òîãäà χ � íåãëàâíûé õàðàêòåð
ïî ìîäóëþ N òàêîé, ÷òî äëÿ êàæäîãî öåëîãî n ñ óñëîâèåì n ∈ H âû-
ïîëíÿåòñÿ χ(n) = 1. Ïóñòü a � ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî ñîãëàñíî ëåììå
4.1 âûïîëíåíû óñëîâèÿ

χ(a) 6= 0, χ(a) 6= 1, 2 6 a 6 γ ln2 N.

Òîãäà N - a.
Â ïàðàãðàôå 2.6 ãëàâû 2 áûëè îïðåäåëåíû ìíîæåñòâà S(N) è

M(N). Åñëè a ∈ M(N), òî ïî òåîðåìå 2.8 èìååì a ∈ S(N). Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî a ∈ H, òàê ÷òî χ(a) = 1. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäå-
ëåíèþ a.

Çíà÷èò, a 6∈ M(N), ÷òî ïðèâîäèò, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïîñëåäíå-
ãî ìíîæåñòâà, ê ïðîòèâîðå÷èþ, äîêàçûâàþùåìó ïðîñòîòó N .

4.2 N − 1 ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà ïðîñòîòû ÷èñåë.
Ìåòîäû, íàçâàíèå êîòîðûõ âûíåñåíî â çàãîëîâîê ïàðàãðàôà, ïðèìå-
íèìû äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðîñòîòû ÷èñåë N ñ óñëîâèåì, ÷òî N − 1
ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ìàëûõ ïðîñòûõ ÷èñåë. Ïðîñòåéøèé
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ïðèìåð ÷èñåë òàêîãî ðîäà ïðåäñòàâëÿþò òàê íàçûâàåìûå ÷èñëà Ôåð-
ìà.

×èñëî N = 2m + 1 áóäåò ñîñòàâíûì, åñëè m èìååò íå÷åòíûé äåëè-
òåëü. Ýòî ñëåäóåò èç òîæäåñòâà

xq + 1 = (x + 1)(1− x + x2 − · · ·+ xq−1),

ñïðàâåäëèâîãî ïðè ëþáîì íå÷åòíîì q. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè m = q`

ïðè íå÷åòíîì q, òî N =
(
2`

)q
+ 1 äåëèòñÿ íà 2` + 1. Çíà÷èò, N ìîæåò

áûòü ïðîñòûì, òîëüêî åñëè m íå èìååò íå÷åòíûõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé,
ò.å. m = 2n. ×èñëà

Fn = 22n

+ 1, n = 1, 2, . . .

íàçûâàþòñÿ ÷èñëàìè Ôåðìà. Ïåðâûå ÷åòûðå ÷èñëà Ôåðìà
F1 = 5, F2 = 17, F3 = 257, F4 = 65537 (4.5)

ïðîñòû. Â 1640ã. Ï. Ôåðìà ïðåäïîëîæèë, ÷òî ïðè ëþáîì öåëîì n > 1,
÷èñëî Fn áóäåò ïðîñòûì, íî íå ñìîã äîêàçàòü ýòî äëÿ F5. Ë. Ýéëåð â
1729ã. ïîêàçàë, ÷òî F5 äåëèòñÿ íà 641 è òåì îïðîâåðã ãèïîòåçó Ôåðìà.
Ýòà äåëèìîñòü ëåãêî ñëåäóåò èç ïðåäñòàâëåíèé

641 = 5 · 27 + 1 = 24 + 54.

Äåéñòâèòåëüíî, ñïðàâåäëèâû ñðàâíåíèÿ
F5 = 232 + 1 ≡ −54 · 228 + 1 ≡ −(5 · 27)4 + 1 ≡ −1 + 1 ≡ 0 (mod 641).

Ïîçæå áûëî äîêàçàíî, ÷òî ÷èñëà Ôåðìà ñ íîìåðàìè îò 6 äî 11 � ñî-
ñòàâíûå. ×èñëî F12 òàêæå ñîñòàâíîå, íî íå âñå åãî ïðîñòûå äåëèòåëè
èçâåñòíû. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íåèçâåñòíî, ÿâëÿåòñÿ ëè ÷èñëî F33 ïðî-
ñòûì èëè ñîñòàâíûì. Íå íàéäåíî íè îäíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà Ôåðìà,
îòëè÷íîãî îò ÷èñåë (4.5)

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, íàçûâàåìîå òåñòîì Ïåïèíà äàåò ïðîñòîé
ñïîñîá îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ÷èñëî Ôåðìà Fn ïðîñòûì èëè íåò.
Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê âûïîëíåíèþ íåêîòîðûõ âû÷èñëåíèé, êîòîðûå è
ïðåäñòàâëÿåò îñíîâíóþ òðóäíîñòü, èáî ÷èñëà, ñ êîòîðûìè ïðèõîäèòñÿ
ðàáîòàòü î÷åíü âåëèêè.
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Ïðåäëîæåíèå 4.1 (Ïåïèí,1877). ×èñëî Ôåðìà Fn, n > 1, áóäåò ïðî-
ñòûì, åñëè è òîëüêî åñëè ñïðàâåäëèâî ñðàâíåíèå

3(Fn−1)/2 ≡ −1 (mod Fn). (4.6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âûïîëíåíî ñðàâíåíèå (4.6) è p � ïðîñòîé äå-
ëèòåëü Fn. ßñíî, ÷òî p > 5. Îáîçíà÷èì áóêâîé d ïîðÿäîê ÷èñëà 3
ïî ìîäóëþ Fn, ò.å. íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ñ óñëîâèåì 3d ≡ 1
(mod p). Èç ñðàâíåíèÿ (4.6) ñëåäóåò 3Fn−1 ≡ 1 (mod Fn). Ïîýòîìó
3Fn−1 ≡ 1 (mod p) è, ñëåäîâàòåëüíî, d|Fn − 1 = 22n. Ñðàâíåíèå (4.6)
îçíà÷àåò òàêæå, ÷òî d - (Fn − 1)/2 = 22n−1, òàê ÷òî d = 22n

= Fn − 1.
Ñîãëàñíî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà èìååì 3p−1 ≡ 1 (mod p). Ñëåäîâà-
òåëüíî, d|(p− 1) è Fn − 1 = d 6 p− 1. Çíà÷èò, p > Fn è p = Fn. Ýòî
äîêàçûâàåò, ÷òî Fn åñòü ïðîñòîå ÷èñëî.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî Fn � ïðîñòîå. Ïî êâàäðàòè÷íîìó çàêîíó
âçàèìíîñòè èìååì

(
3

Fn

)
=

(
Fn

3

)
=

(
2

3

)
= −1.

Ïîýòîìó
3(Fn−1)/2 ≡

(
3

Fn

)
= −1 (mod Fn),

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ.

Â ñâÿçè ñ ÷èñëàìè Ôåðìà îòìåòèì çíàìåíèòóþ òåîðåìó Ãàóññà:
ïðàâèëüíûé n-óãîëüíèê ìîæåò áûòü ïîñòðîåí ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è
ëèíåéêè ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà n = 2kp1 · · · pr, ãäå pj � ðàçëè÷íûå
ïðîñòûå Ôåðìà.

Â îñíîâå âñåõ N − 1 ìåòîäîâ äîêàçàòåëüñòâà ïðîñòîòû ëåæèò ñëå-
äóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü N � íå÷åòíîå è m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî òà-
êèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà q|m ñóùåñòâóåò öåëîå a ñ óñëî-
âèÿìè

am ≡ 1 (mod N),
(
am/q − 1, N

)
= 1. (4.7)
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Òîãäà ëþáîé ïðîñòîé äåëèòåëü p ÷èñëà N óäîâëåòâîðÿåò ñðàâíåíèþ

p ≡ 1 (mod m).

Çàìåòèì, ÷òî ïåðâàÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà òåñòà Ïåïèíà ñëåäóåò
èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñ N = Fn, m = 22n, a = 3, q = 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p � ïðîñòîé äåëèòåëü N , q � ïðîñòîé äåëè-
òåëü m è a � ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå (4.7). Òîãäà a íå äåëèòñÿ íà
p. Îáîçíà÷èì áóêâîé d ïîðÿäîê a ïî ìîäóëþ p, ò.å. íàèìåíüøåå íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî ñ óñëîâèåì ad ≡ 1 (mod p). Òàê êàê ïî ìàëîé òåîðåìå
Ôåðìà

ap−1 ≡ 1 (mod p),

òî d|p− 1 è
νq(d) 6 νq(p− 1). (4.8)

Èç (4.7) ñëåäóåò, ÷òî

am ≡ 1 (mod p), am/q 6≡ 1 (mod p).

Ñëåäîâàòåëüíî d|m è d - m/q. Ýòî âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà

νq(m) = νq(d). (4.9)

Èç (4.8) è (4.9) íàõîäèì

νq(m) = νq(d) 6 νq(p− 1).

Òàê êàê ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî äå-
ëèòåëÿ q ÷èñëà m, òî m|p− 1 èëè p ≡ 1 (mod m).

Êàê èëëþñòðàöèþ ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû 4.2 ðàññìîòðèì N = F5 =
232 + 1, m = 128 è a = 216 + 1. Òàê êàê

a2 = 232 + 2 · 216 + 1 ≡ 217 (mod N),

òî
a64 ≡ 217·32 ≡ (−1)17 ≡ −1 (mod N).
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Ñëåäîâàòåëüíî,
a128 ≡ 1 (mod N), (a64 − 1, N) = (2, N) = 1,

è ñîãëàñíî òåîðåìå 4.2 êàæäûé ïðîñòîé äåëèòåëü p ÷èñëà F5 äîëæåí
óäîâëåòâîðÿòü ñðàâíåíèþ p ≡ 1 (mod 128). Ïåðâûå ïðîñòûå ÷èñëà â
ïðîãðåññèè 1 + 128 · k ñóòü 257 è 641. Îíè ïîëó÷àþòñÿ ïðè k = 2 è
k = 5, ñîîòâåòñòâåííî. Âòîðîå èç íèõ åñòü äåëèòåëü ÷èñëà Ôåðìà F5.

Â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íàì èçâåñòíà ëèøü
÷àñòü F ðàçëîæåíèÿ ÷èñëà N − 1 íà ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè. Ýòà èí-
ôîðìàöèÿ ïîçâîëÿåò ñäåëàòü íåêîòîðûå çàêëþ÷åíèÿ î ñâîéñòâàõ íåèç-
âåñòíûõ äåëèòåëåé ÷èñëà N .
Ñëåäñòâèå 4.1 (Ëåìåð, Ïîêëèíãòîí). Ïóñòü N íå÷åòíî, N − 1 =
F ·R, ïðè÷åì äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî äåëèòåëÿ q ÷èñëà F ñ íåêîòîðûì
öåëûì b âûïîëíåíû óñëîâèÿ

bN−1 ≡ 1 (mod N),
(
b(N−1)/q − 1, N

)
= 1. (4.10)

Òîãäà ëþáîé ïðîñòîé äåëèòåëü p ÷èñëà N óäîâëåòâîðÿåò ñðàâíåíèþ
p ≡ 1 (mod F )

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì òåîðåìó 4.2 ê m = F è a = bR.
Åñëè èçâåñòíà äîñòàòî÷íî áîëüøàÿ ÷àñòü ðàçëîæåíèÿ N−1 íà ïðî-

ñòûå ñîìíîæèòåëè, òî èíîãäà ìîæíî ñäåëàòü çàêëþ÷åíèå î ïðîñòîòå
N .
Ñëåäñòâèå 4.2. Åñëè â óñëîâèÿõ ñëåäñòâèÿ 4.1 âûïîëíåíî íåðàâåí-
ñòâî

R 6 F + 1

òî N � ïðîñòîå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 4.1 êàæäîå ïðîñòîå p|N óäî-
âëåòâîðÿåò ñðàâíåíèþ p ≡ 1 (mod F ) è, çíà÷èò, óäîâëåòâîðÿåò íåðà-
âåíñòâó p > 1 + F . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî N � ñîñòàâíîå. Òîãäà

(F + 1)2 6 N = FR + 1 6 F 2 + F + 1.
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Ïîëó÷èâøååñÿ ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Ñëåäñòâèå 4.3. Åñëè â óñëîâèÿõ ñëåäñòâèÿ 4.1 âûïîëíåíî íåðàâåí-
ñòâî F > N 1/3, òî èëè N � ïðîñòîå ÷èñëî, èëè ÷èñëî N ðàñêëàäû-
âàåòñÿ íà äâà ïðîñòûõ ìíîæèòåëÿ

N = (1 + Fx)(1 + Fy),

ãäå x, y � öåëûå ïîëîæèòåëüíûå êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ

t2 − ut + v = 0, (4.11)

à öåëûå ÷èñëà u, v îïðåäåëÿþòñÿ åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì óñëîâèÿìè

R = Fv + u, 0 < u 6 F.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü N = p1 · · · pr. Ïî ñëåäñòâèþ 4.1 íàõîäèì pi >
F + 1 > F è òîãäà N > F r > N r/3. Çíà÷èò r 6 2. Åñëè r = 1, òî N �
ïðîñòîå.

Åñëè r = 2, òî ïî ýòîìó æå ñëåäñòâèþ p1 = 1 + Fx, p2 = 1 + Fy ñ
íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè x, y. Èìååì

(1 + Fx)(1 + Fy) = FR + 1 = N (4.12)

è, ðàñêðûâàÿ ñêîáêè,
x + y + Fxy = R.

Îáîçíà÷èì u = x + y, v = xy. Òîãäà u + Fv = R è ÷èñëà x, y ñóòü
êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ (4.11). Èç (4.12) òàêæå ñëåäóåò xy <

N/F 2 6 F . Òàê êàê (x− 1)(y − 1) > 0, òî

x + y 6 xy + 1 6 F.

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ.

Ïðèâåäåì âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà òåõ æå ïðèí-
öèïàõ, ÷òî è äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.2 è ïðåäïîëàãàþùèé, ÷òî èç-
âåñòíû âñå ïðîñòûå äåëèòåëè ÷èñëà N − 1.
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Àëãîðèòì 4.1. Äàíû íå÷åòíîå N > 3 è ìíîæåñòâî S âñåõ ïðîñòûõ
äåëèòåëåé ÷èñëà N − 1. Òðåáóåòñÿ óñòàíîâèòü ïðîñòîòó ÷èñëà N ,
åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ òàêîâûì.

1. Âûáðàòü ñëó÷àéíî a ∈ {2, 3, . . . , N − 1} è ïðîâåðèòü ñðàâíåíèå

aN−1 ≡ 1 (mod N).

Åñëè ýòî ñðàâíåíèå íå âûïîëíåíî, òî N � ñîñòàâíîå ÷èñëî. Àëãî-
ðèòì îñòàíàâëèâàåòñÿ.

2. Äëÿ êàæäîãî q ∈ S ïðîâåðèòü óñëîâèå

a(N−1)/q 6≡ 1 (mod N).

Åñëè óñëîâèå âûïîëíåíî, òî èñêëþ÷èòü ñîîòâåòñòâóþùåå q èç ìíî-
æåñòâà S.

3. Åñëè S 6= ∅, ïåðåõîäèì â ïóíêò 1.
4. Åñëè S = ∅, òî N � ïðîñòîå ÷èñëî. Àëãîðèòì îñòàíàâëèâà-

åòñÿ.

Ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ â ïóíêòå 4 âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî
óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 4.2. Öåëîå ÷èñëî N áóäåò ïðîñòûì, åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ
êàæäîãî ïðîñòîãî q|N − 1 ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëî a ñ óñëîâèÿìè

aN−1 ≡ 1 (mod N), a(N−1)/q 6≡ 1 (mod N). (4.13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè N � ïðîñòîå ÷èñëî è a � ïåðâîîáðàçíûé êî-
ðåíü ïî ìîäóëþ N , òî óñëîâèÿ (4.13) âûïîëíåíû äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî
q|N − 1.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü óòâåðæäåíèå â îáðàòíóþ ñòîðîíó, îáî-
çíà÷èì ÷åðåç q1, . . . , qm âñå ïðîñòûå äåëèòåëè ÷èñëà N − 1 è ÷åðåç
ai � ñîîòâåòñòâóþùèå èì ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (4.13).
Îïðåäåëèì íàòóðàëüíûå ÷èñëà xi, i = 1, . . . , m, ñðàâíåíèÿìè

xi ≡ 1 (mod qi), xi ≡ 0 (mod qj), j 6= i.
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Ïîëîæèì, íàêîíåö, g = ax1

1 · · · axm
m . Òîãäà gN−1 ≡ 1 (mod N). Êðîìå

òîãî, ïðè ëþáîì j èìååì

g(N−1)/qj =
m∏

i=1

a
(N−1)xi/qj

i ≡ a
(N−1)xj/qj

j ≡ a
(N−1)/qj

j 6≡ 1 (mod N).

Ïóñòü d � ïîðÿäîê g ïî ìîäóëþ N . Òîãäà d|N −1 è d - (N −1)/qi ïðè
ëþáîì i. Ýòî âîçìîæíî ëèøü ïðè d = N − 1. Òàê êàê ïî òåîðåìå Ýé-
ëåðà âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå gϕ(N) ≡ 1 (mod N), òî d = N − 1|ϕ(N).
Äëÿ ñîñòàâíîãî N èìååì

ϕ(N) = N
∏

p|N
(1− p−1) < N − 1,

÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, N � ïðîñòîå.
Îöåíèì òåïåðü ñðåäíåå âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà 4.1, åñëè N � ïðî-

ñòîå ÷èñëî. Â ýòîì ñëó÷àå ñðàâíåíèå aN−1 ≡ 1 (mod N) âûïîëíÿåòñÿ
äëÿ ëþáîãî a, 1 6 a < N . Òàê êàê ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî ðåøåíèé
ñðàâíåíèÿ x(N−1)/q ≡ 1 (mod N) íå ïðåâîñõîäèò (N − 1)/q, òî ñ âå-
ðîÿòíîñòüþ > 1− 1

q > 1/2 ïðè êàæäîì âûáîðå a â øàãå 1 àëãîðèòìà
ìíîæåñòâî S áóäåò óìåíüøàòüñÿ. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âðåìåíè
ðàáîòû àëãîðèòìà â ñëó÷àå ïðîñòîãî N åñòü O(m log N) = O(log2 N)
àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.

4.3 Ïîñòðîåíèå áîëüøèõ ïðîñòûõ ÷èñåë.
Êàê ïðàâèëî, íåîáõîäèìîñòü â áîëüøèõ ïðîñòûõ ÷èñëàõ âîçíèêàåò â
ñâÿçè ñ èõ èñïîëüçîâàíèåì â ðàçëè÷íûõ êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ïðîòî-
êîëàõ, ñõåìàõ øèôðîâàíèÿ è ò.ï. Ïðè ýòîì, åñòåñòâåííî, ê êîíñòðóè-
ðóåìûì ÷èñëàì ïðåäúÿâëÿþòñÿ îïðåäåëåííûå òðåáîâàíèÿ. Íàïðèìåð,
êîíñòðóêöèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë äîëæíà áûòü ìàññîâîé, îíè äîëæíû áûòü
ðàñïîëîæåíû â çàäàííîì èíòåðâàëå è äîëæíû áûòü â êàêîì-òî ñìûñ-
ëå õîðîøî ðàñïðåäåëåííûìè â íåì. Äëÿ íóæä êðèïòîãðàôèè åñòå-
ñòâåííî òðåáîâàòü, ÷òîáû êîíñòðóèðóåìûå ïðîñòûå ÷èñëà, ïî êðàé-
íåé ìåðå âíåøíå, íå èìåëè êàêèõ-ëèáî îñîáåííîñòåé, âûäåëÿþùèõ
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ýòè ÷èñëà ñðåäè ìíîæåñòâà âñåõ ïðîñòûõ, à êðîìå òîãî íå îáëàäàëè
ñâîéñòâàìè, ñíèæàþùèìè ñëîæíîñòü èñïîëüçóåìûõ çàäà÷, ò.å. ïîçâî-
ëÿþùèìè ðåøàòü, ýòè çàäà÷è ñðàâíèòåëüíî áûñòðî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû
íà ïðàêòèêå èíîãäà íóæíû ïðîñòûå ÷èñëà, îáëàäàþùèå êàêèìè-ëèáî
äîïîëíèòåëüíûìè îñîáåííîñòÿìè. Ýòî âíîñèò ðÿä îñëîæíåíèé â ðà-
áîòó îïèñûâàåìûõ íèæå àëãîðèòìîâ. Âïðî÷åì, îíè äîïóñêàþò ìàññó
âàðèàöèé.

Íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì ñðåäñòâîì ïîñòðîåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë ÿâ-
ëÿåòñÿ íåñêîëüêî ìîäèôèöèðîâàííàÿ ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà. Âñå ïðè-
ìåíÿåìûå àëãîðèòìû ñòðîÿò âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðî-
ñòûõ ÷èñåë, èñïîëüçóÿ íà êàæäîì øàãå ïðîñòûå ÷èñëà, ïîñòðîåííûå
ðàíåå. Ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò ïîñòðîåíî
ïðîñòîå ÷èñëî íóæíîé âåëè÷èíû. Â êà÷åñòâå ïðîñòåéøåãî ïðèìåðà
ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé àëãîðèòì.
Àëãîðèòì 4.2. Çàäàíî íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî B. Òðåáó-
åòñÿ ïîñòðîèòü ïðîñòîå ÷èñëî p > B. Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå çà-
äàííîé íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ ρ(p), îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå ïðî-
ñòûõ ÷èñåë è óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåíñòâàì 0 6 ρ(p) 6 1. Â ïðî-
öåññå ðàáîòû àëãîðèòìà áóäåò êîíñòðóèðîâàòüñÿ íåêîòîðîå óâåëè-
÷èâàþùååñÿ ìíîæåñòâî S ïðîñòûõ ÷èñåë.

1. Ïîëîæèì S = {2}.
2. Ñòðîèì íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî T ⊂ S, âûáèðàÿ â íåãî êàæ-

äûé ýëåìåíò p èç S ñ çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ ρ(p).
3. Ïðîâåðÿåì, ÿâëÿåòñÿ ëè ÷èñëî

N = 2
∏

p∈T

p + 1

ïðîñòûì. Äëÿ îòñåâà ñîñòàâíûõ ÷èñåë N ìîæíî èñïîëüçîâàòü, íà-
ïðèìåð, òåñò Ìèëëåðà�Ðàáèíà, à äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðîñòîòû N

� àëãîðèòìû, îïèñàííûå â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, âåäü ðàçëîæåíèå
N − 1 íà ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè èçâåñòíî.

4. Åñëè N � ñîñòàâíîå, òî ïåðåõîäèì â ïóíêò 2.
5. Åñëè N � ïðîñòîå è N < B, òî äîáàâëÿåì N â ìíîæåñòâî S.
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6. Åñëè N � ïðîñòîå è N > B, òî àëãîðèòì îñòàíàâëèâàåòñÿ.
Íóæíîå ïðîñòîå ÷èñëî p = N ïîñòðîåíî.

Ôóíêöèþ ρ(p) ìîæíî âûáèðàòü ðàâíîé 1/2 èëè 1/ log p, èëè êàêèì-
ëèáî äðóãèì ñïîñîáîì. Ìîæíî ñòðîèòü ÷èñëî N â âèäå

N = 2
∏

p∈T

pe(p) + 1,

âûáèðàÿ öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà � êðàòíîñòè e(p) â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ íåêîòîðûì âåðîÿòíîñòíûì çàêîíîì. Â ïóíêòå 1 ìîæíî îïðåäå-
ëèòü ìíîæåñòâî S ñîñòîÿùèì èç âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë îò 2 äî íåêîòîðîé
ãðàíèöû, íàïðèìåð, äî 100.

Íàêîíåö, â îïèñàííîé ñõåìå âîçìîæíî ïîñòðîåíèå ïðîñòûõ ÷èñåë
N ñ èñïîëüçîâàíèåì ëèøü ÷àñòè ïðîñòûõ äåëèòåëåé N − 1. Ïîêàæåì,
êàê ñ ïîìîùüþ ñëåäñòâèÿ 4.1, èìåÿ áîëüøîå ïðîñòîå ÷èñëî F , ìîæíî
ïîñòðîèòü ñóùåñòâåííî áîëüøåå ïðîñòîå ÷èñëî N . Âûáåðåì äëÿ ýòîãî
ñëó÷àéíûì îáðàçîì ÷åòíîå ÷èñëî R íà ïðîìåæóòêå F 6 R 6 4F + 2
è ïîëîæèì N = FR + 1. Çàòåì ìîæíî ïðîâåðèòü ÷èñëî N íà îò-
ñóòñòâèå ìàëûõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé. Èñïûòàòü åãî íåêîòîðîå êîëè-
÷åñòâî ðàç ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Ìèëëåðà�Ðàáèíà. Åñëè ïðè ýòîì
âûÿñíèòñÿ, ÷òî N � ñîñòàâíîå ÷èñëî, ñëåäóåò âûáðàòü íîâîå çíà÷å-
íèå R è îïÿòü ïîâòîðèòü âû÷èñëåíèÿ. Òàê ñëåäóåò äåëàòü äî òåõ ïîð,
ïîêà íå áóäåò íàéäåíî ÷èñëî N , âûäåðæàâøåå èñïûòàíèÿ àëãîðèòìîì
Ìèëëåðà�Ðàáèíà äîñòàòî÷íî ìíîãî ðàç. Â ýòîì ñëó÷àå ïîÿâëÿåòñÿ íà-
äåæäà íà òî, ÷òî N � ïðîñòîå ÷èñëî, è ñëåäóåò ïîïûòàòüñÿ äîêàçàòü
ýòî ñ ïîìîùüþ ñëåäñòâèÿ 4.1. Äëÿ ýòîãî ìîæíî ñëó÷àéíûì îáðàçîì
âûáèðàòü ÷èñëî b, 1 < b < N , è, ïîñêîëüêó F � ïðîñòîå ÷èñëî, ïðî-
âåðÿòü äëÿ íåãî âûïîëíèìîñòü óñëîâèé

bN−1 ≡ 1 (mod N),
(
bR − 1, N

)
= 1. (4.14)

Åñëè ïðè âûáðàííîì b ýòè ñîîòíîøåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ, òî ìîæíî
óòâåðæäàòü, ÷òî ÷èñëî N � ïðîñòîå. Äåéñòâèòåëüíî, ñëåäñòâèå 4.1
óòâåðæäàåò, ÷òî êàæäûé ïðîñòîé äåëèòåëü p ÷èñëà N äîëæåí óäî-
âëåòâîðÿòü ñðàâíåíèþ p ≡ 1 (mod F ). Êðîìå òîãî, p íå÷åòíî, òàê ÷òî
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p ≡ 1 (mod 2F ) è p > 2F + 1. Äëÿ ñîñòàâíîãî N èìååì íåðàâåíñòâà

(2F + 1)2 6 N = FR + 1 6 4F 2 + 2F + 1,

÷òî íåâåðíî. Çíà÷èò, N � ïðîñòîå ÷èñëî.
Åñëè óñëîâèÿ (4.14) íàðóøàþòñÿ, íóæíî âûáðàòü äðóãîå çíà÷åíèå

b è ïîâòîðÿòü ýòè îïåðàöèè äî òåõ ïîð, ïîêà òàêîå ÷èñëî íå áóäåò
îáíàðóæåíî.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ïîñòðîåííîå ÷èñëî N äåéñòâèòåëüíî ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðîñòûì. Çàäàäèìñÿ âîïðîñîì, ñêîëü äîëãî ïðèäåòñÿ ïåðåáè-
ðàòü ÷èñëà b, ïîêà íå áóäåò íàéäåíî òàêîå, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû
óñëîâèÿ (4.14). Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïðîñòîãî ÷èñëà N ïåðâîå óñëîâèå
(4.14), ñîãëàñíî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà, áóäåò âûïîëíÿòüñÿ âñåãäà. Òå
æå ÷èñëà b, äëÿ êîòîðûõ íàðóøàåòñÿ âòîðîå óñëîâèå (4.14), óäîâëåòâî-
ðÿþò ñðàâíåíèþ bR ≡ 1 (mod N). Êàê èçâåñòíî, óðàâíåíèå xR = 1 â
ïîëå âû÷åòîâ Z/NZ èìååò íå áîëåå R ðåøåíèé. Îäíî èç íèõ � x = 1.
Ïîýòîìó íà ïðîìåæóòêå 1 < b < N èìååòñÿ íå áîëåå R−1 ÷èñåë, äëÿ
êîòîðûõ íå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (4.14). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî, âûáèðàÿ
ñëó÷àéíûì îáðàçîì ÷èñëî b íà ïðîìåæóòêå 1 < b < N , ïðè ïðîñòîì
N ìîæíî ñ âåðîÿòíîñòüþ áîëüøåé, ÷åì 1 − F−1, íàéòè ÷èñëî b, äëÿ
êîòîðîãî áóäóò âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñëåäñòâèÿ 4.14, è òåì äîêàçàòü,
÷òî N äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì.

Çàìåòèì, ÷òî ïîñòðîåííîå òàêèì ñïîñîáîì ïðîñòîå ÷èñëî N áóäåò
óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâó N > F 2, ò.å. áóäåò çàïèñûâàòüñÿ âäâîå
áîëüøèì êîëè÷åñòâîì öèôð, ÷åì èñõîäíîå ïðîñòîå ÷èñëî F . Çàìåíèâ
òåïåðü ÷èñëî F íà íàéäåííîå ïðîñòîå ÷èñëî N è ïîâòîðèâ ñ ýòèì
íîâûì F âñå óêàçàííûå âûøå äåéñòâèÿ, ìîæíî ïîñòðîèòü åùå áîëü-
øåå ïðîñòîå ÷èñëî. Íà÷àâ ñ êàêîãî-íèáóäü ïðîñòîãî ÷èñëà, ñêàæåì,
çàïèñàííîãî 10 äåñÿòè÷íûìè öèôðàìè (ïðîñòîòó åãî ìîæíî ïðîâå-
ðèòü, íàïðèìåð, äåëåíèåì íà ìàëåíüêèå òàáëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà),
è ïîâòîðèâ óêàçàííóþ ïðîöåäóðó äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç, ìîæíî ïî-
ñòðîèòü ïðîñòûå ÷èñëà íóæíîé âåëè÷èíû.

Îáñóäèì òåïåðü íåêîòîðûå òåîðåòè÷åñêèå âîïðîñû, âîçíèêàþùèå â
ñâÿçè ñ íàõîæäåíèåì ÷èñëà R, óäîâëåòâîðÿþùåãî íåðàâåíñòâàì F 6
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R 6 4F + 2, è òàêîãî, ÷òî N = FR + 1 � ïðîñòîå ÷èñëî. Ïðåæäå
âñåãî, ñîãëàñíî òåîðåìå Äèðèõëå, äîêàçàííîé åùå â 1839ã., ïðîãðåñ-
ñèÿ 2Fn + 1, n = 1, 2, 3, . . . ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ïðî-
ñòûõ ÷èñåë. Íàñ èíòåðåñóþò ïðîñòûå ÷èñëà, ëåæàùèå íåäàëåêî îò
íà÷àëà ïðîãðåññèè. Îöåíêà íàèìåíüøåãî ïðîñòîãî ÷èñëà â àðèôìå-
òè÷åñêîé ïðîãðåññèè áûëà ïîëó÷åíà â 1944ã. Þ.Â.Ëèííèêîì. Ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî íàèìåíüøåå ïðîñòîå ÷èñëî â
àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè 2Fn+1 íå ïðåâîñõîäèò FC , ãäå C � íåêî-
òîðàÿ äîñòàòî÷íî áîëüøàÿ àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Â ïðåäïîëîæåíèè
ñïðàâåäëèâîñòè ðàñøèðåííîé ãèïîòåçû Ðèìàíà ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî
íàèìåíüøåå òàêîå ïðîñòîå ÷èñëî íå ïðåâîñõîäèò c(ε)F 2+ε ïðè ëþáîì
ε > 0.

Òàêèì îáðàçîì, â íàñòîÿùåå âðåìÿ íèêàêèõ òåîðåòè÷åñêèõ ãàðàí-
òèé äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîñòîãî ÷èñëà N = FR+1, F 6 R 6 4F +2,
íå ñóùåñòâóåò. Òåì íå ìåíåå, îïûò âû÷èñëåíèé íà ÝÂÌ ïîêàçûâàåò,
÷òî ïðîñòûå ÷èñëà â àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè âñòðå÷àþòñÿ äîñòà-
òî÷íî áëèçêî ê åå íà÷àëó. Óïîìÿíåì â ýòîé ñâÿçè ãèïîòåçó î ñóùå-
ñòâîâàíèè áåñêîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë q ñ óñëîâèåì, ÷òî
÷èñëî 2q + 1 òàêæå ïðîñòîå, ò.å. ïðîñòûì ÿâëÿåòñÿ óæå ïåðâûé ÷ëåí
ïðîãðåññèè.

Î÷åíü âàæåí â ñâÿçè ñ îïèñûâàåìûì ìåòîäîì ïîñòðîåíèÿ ïðîñòûõ
÷èñåë òàêæå âîïðîñ î ðàññòîÿíèè ìåæäó ñîñåäíèìè ïðîñòûìè ÷èñëà-
ìè â àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Âåäü óáåäèâøèñü, ÷òî ïðè íåêîòî-
ðîì R ÷èñëî N = FR + 1 ñîñòàâíîå, ìîæíî ñëåäóþùåå çíà÷åíèå R

âçÿòü ðàâíûì R + 2 è äåéñòâîâàòü òàê äàëåå, ïîêà íå áóäåò íàéäåíî
ïðîñòîå ÷èñëî N . Íî, åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè ïðîñòûìè
÷èñëàìè â ïðîãðåññèè âåëèêî, íåò íàäåæäû áûñòðî ïîñòðîèòü íóæ-
íîå ÷èñëî N . Ïåðåáîð ÷èñåë R äî òîãî ìîìåíòà, êàê ìû íàòêíåìñÿ
íà ïðîñòîå ÷èñëî N îêàæåòñÿ ñëèøêîì äîëãèì. Â áîëåå ïðîñòîì âî-
ïðîñå î ðàññòîÿíèè ìåæäó ñîñåäíèìè ïðîñòûìè ÷èñëàìè pn è pn+1 â
íàòóðàëüíîì ðÿäå äîêàçàíà ëèøü îöåíêà pn+1 − pn = O(p

38
61+ε
n ), ÷òî,

êîíå÷íî, íå î÷åíü õîðîøî äëÿ íàøèõ öåëåé. Âìåñòå ñ òåì ñóùåñòâóåò
òàê íàçûâàåìàÿ ãèïîòåçà Êðàìåðà (1936ã.), ÷òî pn+1− pn = O(ln2 pn),
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äàþùàÿ âïîëíå ïðèåìëåìóþ îöåíêó. Ïðèìåðíî òàêîé æå ðåçóëüòàò
ñëåäóåò è èç ðàñøèðåííîé ãèïîòåçû Ðèìàíà. Âû÷èñëåíèÿ íà ÝÂÌ
ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðîñòûå ÷èñëà â àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèÿõ ðàñ-
ïîëîæåíû äîñòàòî÷íî ïëîòíî.

Â êà÷åñòâå èòîãà îáñóæäåíèÿ â ýòîì ïóíêòå ïîä÷åðêíåì ñëåäóþ-
ùåå: åñëè ïðèíÿòü íà âåðó, ÷òî íàèìåíüøåå ïðîñòîå ÷èñëî, à òàêæå
ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè ïðîñòûìè ÷èñëàìè â ïðîãðåññèè 2Fn+1
ïðè F 6 n 6 4F + 2 îöåíèâàþòñÿ âåëè÷èíîé O(ln2 F ) , òî îïèñàí-
íàÿ ñõåìà ïîñòðîåíèÿ áîëüøèõ ïðîñòûõ ÷èñåë èìååò ïîëèíîìèàëüíóþ
îöåíêó ñëîæíîñòè. Êðîìå òîãî, íåñìîòðÿ íà îòñóòñòâèå òåîðåòè÷åñêèõ
îöåíîê âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìîâ, îòûñêèâàþùèõ ïðîñòûå ÷èñëà â
àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèÿõ ñî ñðàâíèòåëüíî áîëüøîé ðàçíîñòüþ, íà
ïðàêòèêå ýòè àëãîðèòìû ðàáîòàþò âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëüíî.

4.4 N + 1 ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà ïðîñòîòû ÷èñåë.
Ïóñòü ∆ � öåëîå ÷èñëî, íå äåëÿùååñÿ íà êâàäðàò ïðîñòîãî, è

K = Q(
√

∆) = {α = x + y
√

∆ , x, y ∈ Q}
� êâàäðàòè÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Äëÿ α ∈ K

áóäåì îáîçíà÷àòü α = x− y
√

∆ � ÷èñëî, ñîïðÿæåííîå ñ α, è N(α) =
αα = x2 −∆y2 � íîðìó α. Íîðìà, êàê èçâåñòíî, ìóëüòèïëèêàòèâíà,
ò.å. äëÿ ëþáûõ äâóõ ÷èñåë α, β ∈ K èìååì N(αβ) = N(α)N(β).

Ïóñòü N � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èì

RN = {α = (a + b
√

∆)/m | a, b, m ∈ Z, (m,N) = 1}.
Ìíîæåñòâî RN , î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì, ïðè÷åì Z ⊂ RN ⊂ K.

Â RN îïðåäåëåíî ïîíÿòèå äåëèìîñòè. ×èñëî α ∈ RN äåëèòñÿ íà
β ∈ RN , β 6= 0, åñëè α/β ∈ RN . Ýòî ñâîéñòâî áóäåò îáîçíà÷àòü-
ñÿ â äàëüíåéøåì ñèìâîëîì β|α. Ìîæíî òàêæå îïðåäåëèòü ïîíÿòèå
ñðàâíèìîñòè ýëåìåíòîâ êîëüöà RN , çàïèñûâàÿ α ≡ β (mod δ) äëÿ
α, β, δ ∈ RN , åñëè δ|β−α. Êàê è äëÿ öåëûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ñðàâ-
íåíèÿ ìîæíî ïî÷ëåííî ñêëàäûâàòü, âû÷èòàòü è ïåðåìíîæàòü. Åñëè
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α ∈ RN , òî N(α) åñòü ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, çíàìåíàòåëü êîòîðîãî âçà-
èìíî ïðîñò ñ N , òî-åñòü N(α) ∈ RN . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ÷èñëî α ∈ RN

îáðàòèìî â êîëüöå RN , åñëè åãî íîðìà åñòü ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, ÷èñ-
ëèòåëü è çíàìåíàòåëü êîòîðîãî âçàèìíî ïðîñòû ñ N . Äëÿ ëþáûõ äâóõ
α, β ∈ RN áóäåì ïèñàòü (α, β) = 1, åñëè ìíîæåñòâî îáùèõ äåëèòåëåé
α è β èñ÷åðïûâàåòñÿ îáðàòèìûìè ýëåìåíòàìè êîëüöà RN .

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå åñòü àíàëîã ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà äëÿ
êîëüöà RN . Â åãî ôîðìóëèðîâêå èñïîëüçóåòñÿ ñèìâîë Ëåæàíäðà.
Ëåììà 4.3. Ïóñòü p � ïðîñòîå íå÷åòíîå ÷èñëî, p - ∆ è α ∈ Rp.
Òîãäà

αp ≡




α (mod p), åñëè
(

∆
p

)
= 1

α (mod p), åñëè
(

∆
p

)
= −1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α = a/m ∈ Rp∩Q, ò.å a,m ∈ Z, p - m. Òîãäà
ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà

αp − α =
a(ap−1 −mp−1)

mp
≡ 0 (mod p).

Óòâåðæäåíèå ëåììû â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ.
Ïóñòü òåïåðü α = x + y

√
∆ ∈ Rp, y 6= 0. Òîãäà, èñïîëüçóÿ óæå

äîêàçàííîå ñðàâíåíèå è ñâîéñòâî ñèìâîëà Ëåæàíäðà, íàõîäèì
αp =(x + y

√
∆)p ≡ xp + yp∆p/2 ≡ x + y∆(p−1)/2

√
∆ ≡

≡x + y

(
∆

p

)√
∆ (mod p).

Ñëåäñòâèå 4.4. Â óñëîâèÿõ ëåììû 4.3 äëÿ êàæäîãî α ∈ Rp òàêîãî,
÷òî N(α) ≡ 1 (mod p), âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå

αp−(∆/p) ≡ 1 (mod p).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëüçóÿñü ñðàâíåíèåì, äîêàçàííûì â ëåììå 4.3, â
ñëó÷àå

(
∆
p

)
= −1 íàõîäèì

αp+1 = ααp ≡ αα ≡ N(α) ≡ 1 (mod p).
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Åñëè æå
(

∆
p

)
= 1, òî

αp−1 ≡ αp−1N(α) ≡ αpα ≡ αα ≡ N(α) ≡ 1 (mod p).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå åñòü àíàëîã òåîðåìû 4.2 è ñëåäñòâèÿ 4.1
äëÿ ïîëÿ Q(

√
∆).

Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü N � íå÷åòíîå ÷èñëî, N + 1 = FR, ∆ � öåëîå
ñ óñëîâèåì (N, ∆) = 1. Åñëè äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî äåëèòåëÿ q ÷èñëà
F ñóùåñòâóåò α ∈ RN ⊂ Q(

√
∆), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

αN+1 ≡ 1 (mod N), N(α) ≡ 1 (mod N),
(
α(N+1)/q − 1, N

)
= 1,

(4.15)
òî ëþáîé ïðîñòîé äåëèòåëü p ÷èñëà N óäîâëåòâîðÿåò ñðàâíåíèþ

p ≡
(

∆

p

)
(mod F ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü q � ïðîñòîé äåëèòåëü F è α ∈ RN óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (4.15). Èç ïåðâîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò αN+1 ≡ 1
(mod p). Îáîçíà÷èì áóêâîé d íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äëÿ
êîòîðîãî αd ≡ 1 (mod p). Òîãäà d|N + 1 = FR.

Ïîñêîëüêó α(N+1)/q 6≡ 1 (mod p), â ñèëó òðåòüåãî óñëîâèÿ (4.15),
òî d - (N + 1)/q è, çíà÷èò, νq(d) = νq(N + 1) > νq(F ).

Òàê êàê N(α) ≡ 1 (mod N), òî N(α) ≡ 1 (mod p) è ïî ñëåäñòâèþ
4.4 èìååì

αp−(∆/p) ≡ 1 (mod p).

Çíà÷èò, d|(p− (∆/p)
)
è

νq(p− (∆/p)) > νq(d) > νq(F ).

Òàê êàê ýòî âåðíî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî q|F , òî F |p− (∆/p).
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Åñëè N � íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî è α óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
(4.15) ïðè ëþáîì ïðîñòîì q, äåëÿùåì F , ïðè÷åì F > 2, òî îáÿçàòåëü-
íî

(∆
N

)
= −1. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñîãëàñíî ïåðâîìó

èç óñëîâèé (4.15) è ëåììå 4.3 äîëæíû áûòü âûïîëíåíû ñðàâíåíèÿ

αN+1 ≡ 1 (mod N), αN ≡ α (mod N),

òàê ÷òî α2 ≡ 1 (mod N). Íî òîãäà ñîãëàñíî òðåòüåìó óñëîâèþ (4.15)
îòíîøåíèå (N + 1)/q äîëæíî áûòü íå÷åòíûì äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî
äåëèòåëÿ q ÷èñëà F . Íî ýòî âîçìîæíî ëèøü ïðè F = 2.
Ñëåäñòâèå 4.5. Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4.3 âûïîëíåíî íåðàâåí-
ñòâî F >

√
N + 1, òî N � ïðîñòîå ÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî N � ñîñòàâíîå ÷èñëî è p � åãî
íàèìåíüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü. Òîãäà p 6

√
N è ñîãëàñíî òåîðåìå 4.3

èìååì p > F − 1 è F 6
√

N + 1.
Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ òåîðåìû 4.3 äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà ïðîñòîòû ÷èñåë.
Ïóñòü Mn = 2n − 1. Åñëè n = uv � ñîñòàâíîå, òî Mn = 2uv − 1

äåëèòñÿ íà Mu = 2u−1. Çíà÷èò, Mn ìîæåò áûòü ïðîñòûì, òîëüêî åñëè
n � ïðîñòîå ÷èñëî. ×èñëà Mp ïðè ïðîñòîì p íàçûâàþòñÿ ÷èñëàìè
Ìåðñåííà. Ýòè ÷èñëà ìîãóò áûòü êàê ïðîñòûìè, òàê è ñîñòàâíûìè.
Òàê, íàïðèìåð,

M11 = 2047 = 23 · 89, M23 = 8388607 = 47 · 178481,

à îñòàëüíûå Mp ïðè p < 30 ïðîñòû.
Â 1772 ãîäó Ýéëåð äîêàçàë ïðîñòîòó ÷èñëà 231− 1, à Ëþêà â 1878ã.

óñòàíîâèë ïðîñòîòó ÷èñëà 2127 − 1 è äîêàçàë, ÷òî 261 − 1 � ñîñòàâíîå
÷èñëî.
Òåîðåìà 4.4 (Ëþêà 1878, Ëåìåð, 1930). Ïóñòü m � íå÷åòíîå ÷èñëî,
m > 3, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë Ln, 0 6 Ln < 2m − 1,
çàäàåòñÿ ïðàâèëîì

L0 = 4, Ln+1 ≡ L2
n − 2 (mod 2m − 1), n > 0.
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×èñëî 2m − 1 áóäåò ïðîñòûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Lm−2 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì N = 2m − 1, K = Q(
√

3) è α = 2 +
√

3,
β = 2−√3 � êîðíè ìíîãî÷ëåíà x2−4x+1. Ïóñòü òàêæå Vk = αk +βk,
k > 0. Èìååì

V0 = 2, V1 = 4, Vk+2 − 4Vk+1 + Vk = 0, k > 0,

òàê ÷òî Vk ∈ Z. Êðîìå òîãî,

V2k = α2k + β2k = V 2
k − 2.

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ëåãêî ñëåäóåò ñðàâíåíèå

Ln ≡ V2n = α2n

+ β2n

(mod N). (4.16)

Äåéñòâèòåëüíî, îíî, î÷åâèäíî, èìååò ìåñòî ïðè n = 0. Ïðåäïîëîæèâ
æå åãî ñïðàâåäëèâîñòü ïðè íåêîòîðîì n > 0, èìååì

Ln+1 ≡ L2
n − 2 ≡ V 2

2n − 2 ≡ Vn+1 (mod N).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Lm−2 = 0 è äîêàæåì, ÷òî N � ïðîñòîå. Âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ñëåäñòâèåì 4.5 ïðè α = 2 +

√
3. Èç (4.16) ñëåäóåò, ÷òî

α2m−2

+ β2m−2 ≡ 0 (mod N). (4.17)

Óìíîæàÿ ýòî ñðàâíåíèå íà α2m−2, íàõîäèì α2m−1 ≡ −1 (mod N) èëè
α(N+1)/2 ≡ −1 (mod N). Ïîýòîìó

(
α(N+1)/2 − 1, N

)
= (−2, N) = 1

è αN+1 ≡ 1 (mod N). Êðîìå òîãî, N(α) = αβ = 1. Ïîñêîëüêó N+1 =
2m, òî ñ F = 2m è R = 1 èìååì F − 1 = N >

√
N , òàê ÷òî ñîãëàñíî

ñëåäñòâèþ 4.5 ÷èñëî N äîëæíî áûòü ïðîñòûì.
Ïóñòü òåïåðü N � ïðîñòîå ÷èñëî. Íåîáõîäèìî äîêàçàòü ñðàâíåíèå

(4.17). Òàê êàê (1 +
√

3)2 = 2(2 +
√

3), òî

(1 +
√

3)N+1 = 2(N+1)/2(2 +
√

3)(N+1)/2. (4.18)
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Äàëåå â äîêàçàòåëüñòâå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ êâàäðàòè÷íûé çàêîí
âçàèìíîñòè. Ñïðàâåäëèâû ñðàâíåíèÿ

2(N+1)/2 = 2 · 2(N−1)/2 ≡ 2 ·
(

2

N

)
≡ 2 · (−1)(N2−1)/8 ≡ 2 (mod N).

(4.19)
Ïîñëåäíåå ñðàâíåíèå èìååò ìåñòî â ñèëó òîãî, ÷òî ν2(N

2 − 1) = 1 +
ν2(N + 1) = 1 + m > 4. Òàê êàê N ≡ 3 (mod 4) è N ≡ (−1)m− 1 ≡ 1
(mod 3), òî (

3

N

)
= −

(
N

3

)
= −

(
1

3

)
= −1.

Ïî ëåììå 4.3 èìååì

(1 +
√

3)N+1 ≡ (1 +
√

3)(1−
√

3) ≡ −2 (mod N).

À èç ýòîãî ñðàâíåíèÿ è (4.18), (4.19) ñëåäóåò

(2 +
√

3)(N+1)/2 ≡ −1 (mod N)

èëè α2m−1 ≡ −1 (mod N). Óìíîæàÿ ýòî ñðàâíåíèå íà β2m−2, íàõîäèì
α2m−2

+ β2m−2 ≡ 0 (mod N) èëè Lm−2 ≡ 0 (mod N).

Òåîðåìà 4.4 ñâîäèò äîêàçàòåëüñòâî ïðîñòîòû ÷èñåë Ìåðñåííà ê ðó-
òèííûì âû÷èñëåíèÿì, âûïîëíÿåìûì, ïðàâäà, ñ î÷åíü áîëüøèìè ÷èñ-
ëàìè. Òàê, íàïðèìåð, áûëà äîêàçàíà ïðîñòîòà ÷èñëà 232582657 − 1.

Ñ ïðîñòûìè ÷èñëàìè Ìåðñåííà ñâÿçàíû òàê íàçûâàåìûå ñîâåðøåí-
íûå ÷èñëà. Öåëîå ÷èñëî A íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííûì, åñëè ñóììà åãî
ñîáñòâåííûõ äåëèòåëåé ðàâíà A. Íàïðèìåð, ÷èñëî 6 ñîâåðøåííî, òàê
êàê 6=1+2+3. Ýéëåð äîêàçàë, ÷òî ÷åòíîå ÷èñëî A ñîâåðøåííî, åñëè è
òîëüêî åñëè A = 2n(2n+1− 1), ãäå 2n+1− 1 � ïðîñòîå ÷èñëî, ò.å. ÷èñëî
Ìåðñåííà. Íå÷åòíûå ñîâåðøåííûå ÷èñëà íåèçâåñòíû.

Åùå îäèí ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ äîêàçàííûõ òåîðåì � ïîèñê ïàð
ïðîñòûõ ÷èñåë-áëèçíåöîâ. Ïðîñòûå ÷èñëà p, q íàçûâàþòñÿ áëèçíåöà-
ìè, åñëè p − q = 2. Ïîèñê òàêèõ ïàð ïðîñòûõ ÷èñåë ìîæíî âåñòè,
ïåðåáèðàÿ ÷åòíûå ÷èñëà M = FR ñ èçâåñòíûì ðàçëîæåíèåì F íà
ìíîæèòåëè, ïûòàÿñü äîêàçàòü ïðîñòîòó p = M +1 ñ ïîìîùüþ p−1 �



ÃËÀÂÀ 4. ÀËÃÎÐÈÒÌÛ, ÐÀÑÏÎÇÍÀÞÙÈÅ ÏÐÎÑÒÎÒÓ ×ÈÑÅË 146

òåñòà, à ïðîñòîòó q = M−1 � ñ ïîìîùüþ q+1 � òåñòà. Åñëè îáà ÷èñëà
p è q îêàæóòñÿ ïðîñòûìè, áóäåò ïîñòðîåíà ïàðà ïðîñòûõ-áëèçíåöîâ.
Òàê, íàïðèìåð, îáà ÷èñëà

242206083 · 238880 ± 1 (4.20)

ïðîñòû. ×èñëà (4.20) ñîñòàâëÿþò íå ñàìóþ áîëüøóþ èç èçâåñòíûõ ïàð
ïðîñòûõ ÷èñåë-áëèçíåöîâ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî òàêèõ ïàð
áåñêîíå÷íî. Íî ýòà, îäíà èç ñàìûõ èçâåñòíûõ â òåîðèè ÷èñåë ãèïîòåç,
â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå äîêàçàíà.

Åùå îäèí ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ N + 1 � òåñòîâ íà ïðîñòîòó ñâÿ-
çàí ñ ïîèñêàìè òàê íàçûâàåìûõ äðóæåñòâåííûõ ÷èñåë. Íàòóðàëüíûå
÷èñëà A è B íàçûâàþòñÿ äðóæåñòâåííûìè, åñëè ñóììà ñîáñòâåííûõ
äåëèòåëåé A ðàâíà B è íàîáîðîò. Â IX âåêå, Ñàáèò èáí Êîððà äîêàçàë,
÷òî åñëè âñå òðè ÷èñëà

p = 3 · 2n−1 − 1, q = 3 · 2n − 1, r = 9 · 22n−1 − 1

ïðîñòû, òî
A = 2npq, B = 2nr

� äðóæåñòâåííûå. Òàê, äðóæåñòâåííûå ÷èñëà A = 220, B = 284 ïî-
ëó÷àþòñÿ ïðè n = 2, p = 5, q = 11, r = 71. Ýòîò ïðèìåð áûë èçâåñòåí
Ïèôàãîðó. Èçâåñòíû äðóæåñòâåííûå ÷èñëà, ïîëó÷àåìûå è ñ ïîìîùüþ
äðóãèõ êîíñòðóêöèé.

Íàêîíåö, ðàññìîòðèì íåêîòîðûé àíàëîã òåîðåìû 4.3, ôîðìóëèðó-
åìûé íà ÿçûêå ðåêóððåíòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âòîðîãî ïîðÿäêà
� òàê íàçûâàåìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Ëþêà. Ïóñòü P,Q � öåëûå
è âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà, α, β � êîðíè ìíîãî÷ëåíà x2 − Px + Q, à
∆ = P 2−4Q � äèñêðèìèíàíò ýòîãî ìíîãî÷ëåíà. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
öåëûõ ÷èñåë Un, íàçûâàåìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Ëþêà, îïðåäåëÿ-
åòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà

Un =
αn − βn

α− β
, n > 0.
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Îíà óäîâëåòâîðÿåò ðåêóððåíòíîìó óðàâíåíèþ

Un+1 = PUn −QUn−1, U0 = 0, U1 = 1,

è ïîòîìó âñå åå ÷ëåíû ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè.
Òåîðåìà 4.5 (Ìîððèñîí, 1975). Ïóñòü N � íå÷åòíîå ÷èñëî, N+1 =
FR, (F, R) = 1 è ∆ � öåëîå ÷èñëî, âçàèìíî ïðîñòîå ñ N . Åñëè äëÿ
êàæäîãî ïðîñòîãî q, äåëÿùåãî F , ñóùåñòâóþò öåëûå P,Q ñ óñëîâèÿ-
ìè (Q,N) = 1, P 2−4Q = ∆ è òàêèå, ÷òî ÷ëåíû ñîîòâåòñòâóþùåé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ëþêà óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

UN+1 ≡ 0 (mod N), (N, U(N+1)/q) = 1,

òî êàæäûé ïðîñòîé äåëèòåëü p ÷èñëà N óäîâëåòâîðÿåò ñðàâíåíèþ

p ≡
(

∆

p

)
(mod F ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì α = (P +
√

∆)/2, β = (P − √
∆)/2 è

γ = α/β = α2/Q ∈ RN . Òàê êàê N(α) = N(β) = (P 2 −∆)/4 = Q, òî
N(γ) = N(α)/N(β) = 1. Êðîìå òîãî,

γN+1 − 1 =
αN+1 − βN+1

βN+1 =
αN+1

QN+1 (α− β)UN+1 ≡ 0 (mod N)

è
γ(N+1)/q − 1 =

α(N+1)/q

Q(N+1)/q
(α− β)U(N+1)/q.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî îáà ÷èñëà N(α) = Q, N(α−β) = −∆ âçàèìíî ïðîñòû
ñ N , çàêëþ÷àåì, ÷òî γ(N+1)/q − 1 è N âçàèìíî ïðîñòû â êîëüöå RN .
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ÷èñåë γ è N âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 4.3.
Ïðèìåíÿÿ ýòó òåîðåìó, ïîëó÷àåì íóæíîå óòâåðæäåíèå.

Ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé ïî ïîâîäó ïðèâåäåííûõ òåñòîâ íà
ïðîñòîòó.

1. Ïóñòü P 2
i − 4Qi = ∆. Ïîëîæèì

Pi+1 = Pi + 2, Qi+1 = Pi + Qi + 1.
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Òîãäà
P 2

i+1 − 4Qi+1 = P 2
i − 4Qi = ∆.

Ýòî ïîçâîëÿåò ïðè ôèêñèðîâàííîì ∆ ðàçìíîæàòü ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè Ëþêà U

(i)
n ñ òåì, ÷òîáû íàéòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, óäîâëåòâîðÿ-

þùóþ óñëîâèÿì òåîðåìû 4.5.
2. Âîçìîæíî ñîâìåñòíîå èñïîëüçîâàíèå N−1 è N +1 � òåñòîâ äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà ïðîñòîòû ÷èñëà N . Åñëè N−1 = F1R1 è N+1 = F2R2,
ãäå F1 è F2 � èçâåñòíûå ÷àñòè ðàçëîæåíèé N − 1 è N + 1 íà ïðîñòûå
ñîìíîæèòåëè, òî, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé â ñëåäñòâèè 4.1 è òåîðåìå
4.3, êàæäûé ïðîñòîé äåëèòåëü p ÷èñëà N óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

p ≡ 1 (mod F1), p ≡
(

∆

p

)
(mod F2).

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî
(∆

N

)
= −1 (ñì. çàìå÷àíèå ïîñëå äîêàçàòåëü-

ñòâà òåîðåìû 4.3), òî ñðåäè ïðîñòûõ äåëèòåëåé ÷èñëà N äîëæåí ñó-
ùåñòâîâàòü òàêîé äåëèòåëü p, ÷òî

(
∆
p

)
= −1 è, çíà÷èò,

p ≡ 1 (mod F1), p ≡ −1 (mod F2). (4.21)

Òàê êàê N = pv ñ íåêîòîðûì öåëûì v, òî

v ≡ pv ≡ 1 (mod F1), v ≡ −pv = −N ≡ 1 (mod F2)

è, ñëåäîâàòåëüíî, v − 1 äåëèòñÿ íà íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ÷èñåë
F1, F2. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî (F1, F2)|(N − 1, N + 1) = 2, ïîëó÷àåì, ÷òî ýòî
íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå íå ìåíüøå, ÷åì F1F2/2, òàê ÷òî â ïðåäïî-
ëîæåíèè, ÷òî N íå ïðîñòî, ò.å. v > 1, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

v > 1 +
F1F2

2
.

Èç (4.21) ñëåäóåò
p > max{F1 + 1, F2 − 1}.

Òàêèì îáðàçîì,

N = pv > (1 + F1F2/2) max{F1 + 1, F2 − 1}.
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Çíà÷èò, åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

(1 + F1F2/2) max{F1 + 1, F2 − 1} > N

è âûïîëíåíû óêàçàííûå âûøå óñëîâèÿ, òî ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî N

� ïðîñòîå ÷èñëî.
3. Ñóùåñòâóþò òåñòû èñïîëüçóþùèå íå òîëüêî äåëèòåëè ÷èñåë

N ± 1, íî è äåëèòåëè ÷èñåë N 2 + 1, N 2 ± N + 1. Óêàçàííûå âûøå
ìíîãî÷ëåíû îò N ñóòü ìèíèìàëüíûå ìíîãî÷ëåíû êîðíåé èç åäèíèöû
ñòåïåíåé 4, 3 è 6.

4. Ïóñòü N + 1 = FR è äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî äåëèòåëÿ p|N âûïîë-
íåíî ñðàâíåíèå p ≡

(
∆
p

)
(mod F ). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî N 0 = 1 è N ≡ −1

(mod F ), ñðàâíåíèå äëÿ p ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

p ≡ N i (mod F ), i ∈ {0, 1}.

4.5 Àëãîðèòì Êîýíà�Ëåíñòðû.
Â 1980 ã. Àäëåìàí è Ðàìåëè ïðåäëîæèëè àëãîðèòì, äîêàçûâàþùèé
ïðîñòîòó ÷èñëà N çà O((log N)c log log log N) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.
Â ýòîì àëãîðèòìå ÷èñëî N ïîäâåðãàåòñÿ ðÿäó òåñòîâ, ïðè÷åì ëèáî
îáíàðóæèâàåòñÿ, ÷òî ÷èñëî N ñîñòàâíîå, ëèáî ïîëó÷àåòñÿ íåêîòîðàÿ
èíôîðìàöèÿ î âîçìîæíûõ ïðîñòûõ äåëèòåëÿõ N . Ýòà èíôîðìàöèÿ,
íàêîïëåííàÿ ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ÷èñëîì N âñåõ òåñòîâ, ïîçâîëÿåò
ðåçêî ñóçèòü ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ äåëèòåëåé N . Êîëè÷åñòâî âîç-
ìîæíûõ êàíäèäàòîâ ñòàíîâèòñÿ ñòîëü ìàëåíüêèì, ÷òî èõ ìîæíî ïå-
ðåáðàòü çà ïðèåìëåìîå âðåìÿ è íàéòè òàêèì ñïîñîáîì äåëèòåëü N
èëè äîêàçàòü, ÷òî N � ïðîñòîå. Ïîñêîëüêó â ïðåäåëàõ âîçìîæíûõ
ïðèëîæåíèé âåëè÷èíà log log log N ñðàâíèòåëüíî íåâåëèêà, àëãîðèòì
îêàçàëñÿ ýôôåêòèâíûì íà ïðàêòèêå.

Â 1982 ã Õ. Ëåíñòðà óïðîñòèë ýòîò àëãîðèòì, îòêàçàâøèñü îò èñ-
ïîëüçîâàíèÿ çàêîíà âçàèìíîñòè â êðóãîâûõ ïîëÿõ, è çàìåíèë åãî òå-
ñòàìè, èñïîëüçóþùèìè ñóììû Ãàóññà.
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Ïîñëåäíèå óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ áûëè âíåñåíû â àëãîðèòì â 1984ã.
À.Êîýíîì è Õ.Ëåíñòðîé. Èìåííî ýòà âåðñèÿ îáñóæäàåòñÿ â äàëüíåé-
øåì. Ñåé÷àñ áóäåò îïèñàíà îáùàÿ ñõåìà àëãîðèòìà, äåòàëè åãî áóäóò
èçëîæåíû â ïîñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ.
Àëãîðèòì 4.3. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî N . Òðåáóåòñÿ óñòàíîâèòü
ñîñòàâíîå îíî èëè ïðîñòîå.

1. Âûáèðàþòñÿ íàòóðàëüíûå ÷èñëà s è t, âçàèìíî ïðîñòûå ñ N è
îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

à) t íå î÷åíü âåëèêî,
á) s > N 1/2,
â) äëÿ ëþáîãî öåëîãî a, âçàèìíî ïðîñòîãî ñ s, èìååò ìåñòî ñðàâ-

íåíèå at ≡ 1 (mod s).
ã) èçâåñòíû ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè ÷èñåë s è t.
2. ×èñëî N ïîäâåðãàåòñÿ ðÿäó òåñòîâ, ïîäîáíûõ ìàëîé òåîðåìå

Ôåðìà. Åñëè êàêîé-ëèáî òåñò íå ïðîõîäèò, òî ÷èñëî N � ñîñòàâ-
íîå.

3. Îïðåäåëèòü ÷èñëà

ri ≡ N i (mod s), 1 6 ri < s, i = 0, 1, . . . , t.

Åñëè íè îäíî èç ÷èñåë ri íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì N , òî N � ïðîñòîå
÷èñëî.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè ÷èñëî N ïðîøëî âñå òåñòû ïóíêòà 2, òî
êàæäûé äåëèòåëü r ÷èñëà N óäîâëåòâîðÿåò ñðàâíåíèþ

r ≡ N i (mod s)

ïðè íåêîòîðîì i èç ïðîìåæóòêà 0 6 i 6 t. Ïîýòîìó, åñëè N � ñî-
ñòàâíîå è p � íàèìåíüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü N , òî ïðè íåêîòîðîì i,
0 6 i 6 t äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ

p 6
√

N < s, p ≡ ri (mod s),

îçíà÷àþùèå, ÷òî p = ri. Ýòî îáúÿñíÿåò óòâåðæäåíèå ïóíêòà 3 â àë-
ãîðèòìå.
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Óñëîâèå â) ïóíêòà 1 àëãîðèòìà ìîæíî îáåñïå÷èòü, îïðåäåëèâ ïðè
ôèêñèðîâàííîì ÷åòíîì t ïàðàìåòð s ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà

s = e(t) = 2 ·
∏

q−1|t
qνq(t)+1, (4.22)

ãäå ïðîèçâåäåíèå áåðåòñÿ ïî âñåì ïðîñòûì q ñ óñëîâèåì q − 1|t. Äëÿ
íå÷åòíîãî q èìååì ϕ(qνq(t)+1) = qνq(t)(q − 1)|t, çäåñü ϕ(n) � ôóíêöèÿ
Ýéëåðà, è, çíà÷èò, â ñèëó ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà, at ≡ 1 (mod qνq(t)+1)
ïðè ëþáîì öåëîì a, âçàèìíî ïðîñòîì ñ s. Åñëè æå q = 2, òî m =
ν2(s) = 2 + ν2(t) > 3, è äëÿ ëþáîãî íå÷åòíîãî a èìååì ñðàâíåíèå
a2m−2 ≡ 1 (mod 2m), òàê ÷òî â ñèëó ðàâåíñòâà ν2(t) = m − 2 èìååì
at ≡ 1 (mod 2m). Óñëîâèå â) ñëåäóåò èç äîêàçàííûõ ñðàâíåíèé. Ïðè
çàäàííîì N ÷èñëî t ìîæíî âûáðàòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ñòåïåíåé
ìàëûõ ïðîñòûõ è ïðèòîì òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî s >
N 1/2.

Íàïðèìåð, âçÿâ t = 5040 = 24 · 32 · 5 · 7, ìû ïîëó÷èì
s =26 · 33 · 52 · 72 · 11 · 13 · 17 · 19 · 29 · 31 · 37 · 41 · 43 · 61 · 71 · 73 · 113·

127 · 181 · 211 · 241 · 281 · 337 · 421 · 631 · 1009 · 2521 ∼ 1, 532 · 1052,

è òàêîé âûáîð ïàðàìåòðîâ ïîçâîëèò ïðîâåðÿòü ïðîñòîòó âñåõ ÷èñåë,
îãðàíè÷åííûõ âåëè÷èíîé 10100.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, ïîêàçûâàþùàÿ ñîîòíîøåíèå âåëè÷èí ïàðà-
ìåòðîâ t è s â àëãîðèòìå è ïðèâîäèìàÿ çäåñü áåç äîêàçàòåëüñòâà,
áûëà óñòàíîâëåíà Ïîìåðàíöåì è Îäëûæêîé.
Òåîðåìà 4.6. Ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíî âû÷èñëèìàÿ ïîñòîÿííàÿ
c > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî N > ee íàéäåòñÿ ïîëîæèòåëüíîå
öåëîå ÷èñëî t ñ óñëîâèÿìè

t < (ln N)c ln ln ln N , e(t) > N 1/2.

Êîëè÷åñòâî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â àëãîðèòìàõ Àäëåìàíà�
Ðàìåëè è Ëåíñòðû îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó âåëè÷èíîé O

(
(ln N)c ln ln ln N

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé îöåíêè îïèðàåòñÿ íà òåîðåìó 4.6. Äëÿ àëãîðèò-
ìà, ïðåäëîæåííîãî Êîýíîì è Ëåíñòðîé òàêóþ îöåíêó äîêàçàòü íå óäà-
åòñÿ, õîòÿ îí íàèáîëåå ýôôåêòèâåí íà ïðàêòèêå.
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4.5.1 Êîðíè èç åäèíèöû è ñóììû Ãàóññà.
Ïðè ëþáîì öåëîì m > 2 ÷èñëà e

2πik
m , 1 6 k 6 m, ëåæàò â êîìïëåêñíîé

ïëîñêîñòè íà îêðóæíîñòè åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â òî÷êå 0 è
ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ïðàâèëüíîãî m � óãîëüíèêà, âïèñàííîãî â ýòó
îêðóæíîñòü. Êàæäîå èç íèõ åñòü êîðåíü ìíîãî÷ëåíà xm− 1 è ïîòîìó
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

xm − 1 =
m∏

k=1

(
x− e

2πik
m

)

Ìíîãî÷ëåíîì äåëåíèÿ êðóãà íà m ÷àñòåé íàçûâàþò

Φm(x) =
∏

(k,m)=1

(
x− e

2πik
m

)
.

Çäåñü ïðîèçâåäåíèå áåðåòñÿ ïî âñåì öåëûì ÷èñëàì k, 1 6 k 6 m, âçà-
èìíî ïðîñòûì ñ m. Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî êîýôôèöèåíò
ïðè ñòàðøåé ñòåïåíè x â ìíîãî÷ëåíå Φm(x) ðàâåí 1 è deg Φm(x) =
ϕ(m), ãäå, êàê è ðàíåå, ϕ(m) � ôóíêöèÿ Ýéëåðà.

Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî d, äåëÿùåãî m, è ëþáîãî öåëîãî c, 1 6
c 6 d, (c, d) = 1, ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî c

d
ñîäåðæèòñÿ ñðåäè äðîáåé k

m
,

1 6 k 6 m. Ïîýòîìó Φd(x)|xm − 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âçÿâ ëþáóþ
äðîáü k

m
, 1 6 k 6 m è ñîêðàòèâ åå íà íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü

÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ, íàéäåì ïðåäñòàâëåíèå k

m
=

c

d
, 1 6 c 6 d,

(c, d) = 1. Ýòî ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó
xm − 1 =

∏

d|m
Φd(x).

Äîêàçàííîå òîæäåñòâî äàåò íàì

Φ1(x) = x− 1, Φ2(x) =
x2 − 1

Φ1(x)
= x + 1, Φ3(x) =

x3 − 1

Φ1(x)
= x2 + x + 1,

Φ6(x) =
x6 − 1

Φ1(x)Φ2(x)Φ3(x)
=

x6 − 1

(x− 1)(x + 1)(x2 + x + 1)
= x2 − x + 1.



ÃËÀÂÀ 4. ÀËÃÎÐÈÒÌÛ, ÐÀÑÏÎÇÍÀÞÙÈÅ ÏÐÎÑÒÎÒÓ ×ÈÑÅË 153

Òàêèì æå ñïîñîáîì ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè
ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì m ìíîãî÷ëåí Φm(x)
èìååò öåëûå êîýôôèöèåíòû.

Êîìïëåêñíîå ÷èñëî e
2πi
m áóäåì â äàëüíåéøåì îáîçíà÷àòü äëÿ êðàò-

êîñòè ñèìâîëîì ζm. Ìîæíî äîêàçàòü, ñì., íàïðèìåð, [3], ÷òî ïðè ëþ-
áîì öåëîì m > 2 ìíîãî÷ëåí Φm(x) íåïðèâîäèì íàä ïîëåì ðàöèîíàëü-
íûõ ÷èñåë Q.

Êîëüöî Z[ζm] ñîñòîèò èç ÷èñåë âèäà f(ζm), ãäå f(x) � ïðîèç-
âîëüíûé ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Èç óêàçàííûõ âû-
øå ñâîéñòâ ìíîãî÷ëåíîâ äåëåíèÿ êðóãà ñëåäóåò, ÷òî êàæäîå ÷èñëî
α ∈ Z[ζm] åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå α = f(ζm),
ãäå f(x) ∈ Z[x], deg f(x) < ϕ(m).

Ïóñòü q � ïðîñòîå íå÷åòíîå ÷èñëî, g � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî
ìîäóëþ q è ξ � ïðîèçâîëüíûé êîðåíü èç 1 ñòåïåíè q − 1. Îïðåäåëèì
ôóíêöèþ íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà

χ(x) =

{
0 åñëè q|x,

ξu åñëè q - x è x ≡ gu (mod q)
. (4.23)

Ëåãêî ïðîâåðèòü ñëåäóþùèå åå ñâîéñòâà.
1. χ(x) = 0, åñëè è òîëüêî åñëè x äåëèòñÿ íà q,
2. χ(x + q) = χ(x) ïðè ëþáîì öåëîì x,
3. χ(xy) = χ(x)χ(y) ïðè ëþáûõ öåëûõ x è y.

Òàêèì îáðàçîì, χ(x) åñòü õàðàêòåð ïî ìîäóëþ q, ñì. ïàðàãðàô 4.1.
Â ñèëó ðàâåíñòâà χ(g) = ξ ðàçëè÷íûì êîðíÿì èç åäèíèöû ξ ñîîò-

âåòñòâóþò ðàçëè÷íûå õàðàêòåðû. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà
q ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè q − 1 ðàçëè÷íûõ õàðàêòåðîâ. Â ÷àñòíîñòè,
ïðè ξ = 1 ïîëó÷àåì òàê íàçûâàåìûé ãëàâíûé õàðàêòåð

χ0(x) =

{
0 åñëè q|x,

1 åñëè q - x
.

Âûáåðåì ξ = −1, ýòî âîçìîæíî òàê êàê q − 1 ÷åòíîå ÷èñëî, à ñî-
îòâåòñòâóþùèé õàðàêòåð îáîçíà÷èì χ−(x). Òîãäà èç ôîðìóëû (4.23)
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ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî öåëîãî ÷èñëà x, íå äåëÿùåãîñÿ íà q, âûïîë-
íÿåòñÿ χ−(x) = 1 â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ÷èñëî u ÷åòíîå,
è χ−(x) = −1, êîãäà u íå÷åòíîå ÷èñëî. Ïåðâûé ñëó÷àé èìååò ìåñòî
äëÿ êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ q, à âòîðîé äëÿ êâàäðàòè÷íûõ
íåâû÷åòîâ. Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

χ−(x) =

(
x

q

)

� ñèìâîë Ëåæàíäðà.
Åñëè x 6≡ y (mod q), òî ñóùåñòâóåò õàðàêòåð χ ïî ìîäóëþ q òàêîé,

÷òî χ(x) 6= χ(y). Äåéñòâèòåëüíî, âîçüìåì ξ = ζq−1. Ïóñòü x ≡ gu

(mod q) è y ≡ gv (mod q). Òîãäà χ(x) = ζu
q−1, χ(y) = ζv

q−1. Ðàâåíñòâî
χ(x) = χ(y) îçíà÷àåò ζu

q−1 = ζv
q−1. Ñëåäîâàòåëüíî q− 1|(u− v) è x ≡ y

(mod q).
Õàðàêòåðû ïðè ôèêñèðîâàííîì q îáðàçóþò ãðóïïó ïî óìíîæåíèþ.

Ðîëü åäèíèöû ýòîé ãðóïïû èãðàåò ãëàâíûé õàðàêòåð χ0(x). Ïóñòü
õàðàêòåð χ ñîîòâåòñòâóåò êîðíþ èç åäèíèöû ξ. Îáðàòíûì ê χ áóäåò
õàðàêòåð, ñîîòâåòñòâóþùèé êîðíþ ξ−1, âåäü χ · χ−1 = χ0. Â ýòîé
ãðóïïå ìîæíî âûäåëèòü íåêîòîðûå îñíîâíûå õàðàêòåðû.

Ïóñòü q − 1 = pk1

1 · · · pkν
ν � ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè.

Ðàññìîòðèì p � îäíî èç ïðîñòûõ ÷èñåë pj è k � ñîîòâåòñòâóþùèé
ïîêàçàòåëü ñòåïåíè kj. Òàê êàê pk|q − 1, òî ÷èñëî ζpk åñòü êîðåíü èç
åäèíèöû ñòåïåíè q−1. Õàðàêòåð, îïðåäåëåííûé ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà
(4.23) äëÿ êîðíÿ ξ = ζpk áóäåì â äàëüíåéøåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì
χp,q. Ïðîèçâîëüíûé êîðåíü èç åäèíèöû η ñòåïåíè q − 1 èìååò âèäå
η = ζr

q−1. Ïðåäñòàâèì ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî r
q−1 ñóììîé äðîáåé, çíàìå-

íàòåëè êîòîðûõ åñòü ñòåïåíè ïðîñòûõ ÷èñåë, âõîäÿùèõ â ðàçëîæåíèå
q − 1, ò.å.

r

q − 1
=

u1

pk1

1

+ · · ·+ uν

pkν
ν

, uj ∈ Z.

Òîãäà η =
∏ν

j=1 ζ
uj

p
kj
j

è äëÿ õàðàêòåðà χ, ñîîòâåòñòâóþùåãî êîðíþ η,
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íàõîäèì ïðåäñòàâëåíèå

χ =
ν∏

j=1

χuj
pj ,q

.

Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé èç q−1 õàðàêòåðîâ ïî ìîäóëþ q ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåí â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ñòåïåíåé áàçèñíûõ õàðàêòåðîâ χp,q.
Ýòî ïîçâîëÿåò îãðàíè÷èòüñÿ ïðè ïðîâåðêå íåîáõîäèìûõ ñâîéñòâ â àë-
ãîðèòìå ëèøü ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøèì ìíîæåñòâîì õàðàêòåðîâ âèäà
χp,q. Èõ êîëè÷åñòâî ðàâíî ÷èñëó ïðîñòûõ äåëèòåëåé ó q − 1.

Ñóììû âèäà

τ(χ) =

q−1∑
x=1

χ(x)ζx
q ,

îáëàäàþùèå ðÿäîì çàìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ, íîñÿò íàçâàíèå ñóìì
Ãàóññà. Íàïðèìåð,

τ(χ0) =

q−1∑
x=1

ζx
q =

ζq − ζq
q

1− ζq
= −1.

Ïóñòü ξ � êîðåíü èç 1 ñòåïåíè q − 1, χ(x) � ñîîòâåòñòâóþùèé õà-
ðàêòåð. Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ ñóììû Ãàóññà ñëåäóåò, ÷òî τ(χ) ∈ A =
Z[ξ, ζq].

Ïóñòü N � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ëþáûå äâà ÷èñëà α, β êîëüöà A
íàçûâàþòñÿ ñðàâíèìûìè ïî ìîäóëþ N , åñëè ðàçíîñòü α− β äåëèòñÿ
â êîëüöå A íà N , ò.å. åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî γ ∈ A, äëÿ êîòîðîãî
α− β = Nγ. Ñðàâíèìîñòü êàê è äëÿ öåëûõ ÷èñåë áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ
α ≡ β (mod N).

Ëåììà 4.4. Ïóñòü N � ïðîñòîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò q. Â êîëüöå A
âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå

τ(χ)N ≡ τ(χN)χ(N)−N (mod N). (4.24)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê N � ïðîñòîå ÷èñëî, òî êàæäûé áèíîìè-
àëüíûé êîýôôèöèåíò

(
N
k

)
, 0 < k < N, äåëèòñÿ íà N . Èç ôîðìóëû
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Íüþòîíà äëÿ áèíîìà ñëåäóåò òåïåðü ñðàâíåíèå (α + β)N ≡ αN + βN

(mod N), ñïðàâåäëèâîå ïðè ëþáûõ α, β ∈ A. Îíî ñïðàâåäëèâî äëÿ
ëþáîãî êîëè÷åñòâà ñëàãàåìûõ, ïîýòîìó

τ(χ)N ≡
q−1∑
x=1

χ(x)NζNx
q ≡ χ(N)−N

q−1∑
x=1

χ(Nx)NζNx
q (mod N).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè x = 1, 2, . . . , q − 1 ÷èñëà N, 2N, . . . , (q − 1)N ïðî-
áåãàþò âñå êëàññû âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ q, ñîñòîÿùèå èç öåëûõ ÷èñåë,
íå äåëÿùèõñÿ íà q, ìîæåì ïðîäîëæèòü ñðàâíåíèå

τ(χ)N ≡ χ(N)−N

q−1∑
y=1

χ(y)Nζy
q = χ(N)−Nτ(χN) (mod N).

Ñðàâíåíèå èç ëåììû 4.4 ýòî àíàëîã ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà äëÿ
êîëüöà A. Åñëè ïðè íåêîòîðîì íàòóðàëüíîì N , íå äåëÿùåìñÿ íà q

îíî íàðóøàåòñÿ, çíà÷èò, N ñîñòàâíîå ÷èñëî. Âûáèðàÿ ðàçíûìè ñïî-
ñîáàìè ïðîñòûå ÷èñëà q è õàðàêòåðû χ ìîæíî óâåëè÷èòü êîëè÷åñòâî
òåñòîâ.

Ëåììà 4.5. Åñëè χ 6= χ0, òî äëÿ ëþáîãî õàðàêòåðà χ âûïîëíÿåòñÿ

τ(χ)τ(χ−1) = χ(−1)q.

Ýòà ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè êàæäîì N âçàèìíî ïðîñòîì ñ q

ãàóññîâà ñóììà τ(χ) áóäåò îáðàòèìà ïî ìîäóëþ N â êîëüöå A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

τ(χ)τ(χ−1) =

q−1∑
x=1

q−1∑
y=1

χ(x)χ−1(y)ζx+y
q =

q−1∑
y=1

χ−1(y)

q−1∑
x=1

χ(x)ζx+y
q .

Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì y âî âíóòðåííåé ñóììå ñäåëàåì çàìåíó
ïåðåìåííûõ x = zy. Åñëè z ïðîáåãàåò ïðîìåæóòîê 1 6 z 6 q − 1,
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òî x áóäåò ïðîáåãàòü âñå íåíóëåâûå êëàññû âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ q.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ χ(x)ζx+y

q èìååò ïåðèîä q ïî ïåðåìåííîé x,
íàõîäèì

τ(χ)τ(χ−1) =

q−1∑
y=1

χ−1(y)

q−1∑
z=1

χ(zy)ζy(1+z)
q =

q−1∑
z=1

χ(z)

q−1∑
y=1

(
ζ1+z
q

)y
.

Ïðè z = q−1 ïîñëåäíÿÿ âíóòðåííÿÿ ñóììà ðàâíà q−1, à ïðè îñòàëü-
íûõ çíà÷åíèÿõ z ñ η = ζ1+z

q íàõîäèì
∑q−1

y=1 ηy = η−ηq

1−η = −1. Ïîýòîìó

τ(χ)τ(χ−1) = χ(q−1)(q−1)−
q−2∑
z=1

χ(z) = χ(−1)q−
q−1∑
z=1

χ(z) = χ(−1)q.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà çàìåòèì, ÷òî êîãäà ïåðå-
ìåííàÿ z ïðîáåãàåò ïðîìåæóòîê 1 6 z 6 q − 1, öåëîå ÷èñëî u, îïðå-
äåëåííîå óñëîâèÿìè z ≡ gu (mod q), ñì. (4.23), ïðîáåãàåò âåñü ïðîìå-
æóòîê 0 6 u 6 q − 2. Ïîýòîìó

q−1∑
z=1

χ(z) =

q−2∑
u=0

ξu =
1− ξq−1

1− ξ
= 0. (4.25)

Ïóñòü p � ïðîñòîé äåëèòåëü q−1. Ðàññìîòðèì ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ
÷èñåë K = Q(ζq) ⊂ E = Q(ζpk, ζq), ãäå k � êðàòíîñòü, ñ êîòîðîé p
âõîäèò â ðàçëîæåíèå q − 1 íà ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè. Ìèíèìàëüíûå
ìíîãî÷ëåíû ÷èñåë ζq è ζpk , êàê óêàçûâàëîñü âûøå, ðàâíû Φq(x) è
Φpk(x). Ïîýòîìó âñå ñîïðÿæåííûå ÷èñëà ζq èìåþò âèä ζ`

q , 1 6 ` 6 q−1
è ïðèíàäëåæàò ïîëþ K. Çíà÷èò, K íîðìàëüíîå ïîëå. Òî÷íî òàê æå
âñå ñîïðÿæåííûå ÷èñëà ζpk ðàâíû ζ`

pk, 1 6 ` 6 pk, p - `. Âñå îíè, êàê
è âñå ñîïðÿæåííûå ÷èñëà ζq, ñîäåðæàòñÿ â ïîëå E. Çíà÷èò, ýòî ïîëå
òàêæå íîðìàëüíî.

Íå òðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ÷èñëî ζm, ïðè m = qpk, åñòü ïðèìèòèâ-
íûé ýëåìåíò ïîëÿ E. Ýòî ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ

ζpk = ζq
m, ζq = ζpk

m , ζm = ζpkζ−w
q , (4.26)
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ãäå w = q−1
pk ∈ Z. Çíà÷èò, E = Q(ζm), è ñòåïåíü ïîëÿ E ðàâíà ϕ(m).

Äëÿ êàæäîãî öåëîãî ` ñ óñëîâèÿìè

1 6 ` < pk, p - `, (4.27)

îïðåäåëèì àâòîìîðôèçì σ` ïîëÿ E ðàâåíñòâîì σ`(ζm) = ζr
m, ãäå öåëîå

÷èñëî r, 0 6 r < m, îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè

r ≡ 1 (mod q), r ≡ ` (mod pk), (4.28)

ñì. �1.9. Çàìåòèì, ÷òî òàêèì ñïîñîáîì îïðåäåëÿåòñÿ ϕ(pk) ðàçëè÷íûõ
àâòîìîðôèçìîâ ïîëÿ E.

Èç ðàâåíñòâ (4.26) ñëåäóåò, ÷òî

σ`(ζq) = σ`(ζ
pk
m ) = ζrpk

m = ζr
q = ζq, σ`(ζpk) = σ`(ζ

q
m) = ζrq

m = ζr
pk = ζ`

pk.

Òàêèì îáðàçîì, âñå àâòîìîðôèçìû σ` äåéñòâóþò êàê òîæäåñòâåííûå
îòîáðàæåíèÿ íà ïîëå K, à ïðè îãðàíè÷åíèè íà ïîëå Q(ζpk) äàþò âñþ
ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ ýòîãî ïîëÿ. Àâòîìîðôèçì σ1 åñòü òîæäåñòâåí-
íîå îòîáðàæåíèå íà ïîëå E.

Ïðèìåð. Òàê êàê çíà÷åíèÿ õàðàêòåðà χ = χp,q åñòü êîðíè èç åäè-
íèöû ñòåïåíè pk, èìååì σ`(χ(x)) = χ(x)` è

σ`(τ(χ)) =

q−1∑
x=1

χ(x)`ζx
q = τ(χ`).

Îáîçíà÷èì áóêâîé G ìíîæåñòâî âñåõ àâòîìîðôèçìîâ σ`. Èç (4.28)
ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ èíäåêñîâ u, v ñ óñëîâèÿìè σu, σv ∈ G

ñëåäóåò σs ∈ G, ãäå s ≡ uv (mod pk), à êðîìå òîãî

σuσv(ζpk) = σu(ζ
v
pk) = ζuv

pk = ζs
pk = σs(ζpk).

Òàêèì îáðàçîì, σuσv = σs. Â ÷àñòíîñòè, åñëè uv ≡ 1 (mod pk), òî
σuσv = σ1. Ýòè ñâîéñòâà îçíà÷àþò, ÷òî G åñòü ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ
ãðóïïà, èçîìîðôíàÿ ãðóïïå (Z/pkZ)∗ îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ êîëüöà
êëàññîâ âû÷åòîâ Z/pkZ. Ðàñøèðèì îáîçíà÷åíèÿ σ` íà ïðîèçâîëüíûå
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öåëûå èíäåêñû `, p - `, ïîëàãàÿ σr = σs, åñëè r ≡ s (mod pk). Òîãäà,
íàïðèìåð, ìîæíî ïèñàòü σuσv = σuv.

Ñòåïåíü ïîëÿ E ðàâíà ϕ(m) = (q − 1)(pk − pk−1), è ëþáîé åãî áà-
çèñ ñîñòîèò èç ϕ(m) ÷èñåë. Åñëè ôèêñèðîâàòü êàêîé-ëèáî áàçèñ, òî
ýëåìåíòû E ïðåäñòàâëÿþòñÿ ïðè âû÷èñëåíèÿõ âåêòîðàìè êîýôôèöè-
åíòîâ ïðè ðàçëîæåíèè ïî ýòîìó áàçèñó, ò.å. âåêòîðàìè î÷åíü áîëüøîé
äëèíû. Äåéñòâóÿ íà ñðàâíåíèå (4.24) ýëåìåíòàìè σ ∈ G è ïåðåìíî-
æàÿ ïîëó÷èâøèåñÿ ñðàâíåíèÿ, ìîæíî ñêîìáèíèðîâàòü èõ òàê, ÷òî îáå
÷àñòè ðåçóëüòàòà áóäóò ïðèíàäëåæàòü êîëüöó Z[ζpk], ò.å. áóäóò ïðåä-
ñòàâëåíû âåêòîðàìè, íàìíîãî áîëåå êîðîòêèìè. Èòàê, ìû áóäåì ïå-
ðåìíîæàòü, âîçâîäÿ â öåëûå ñòåïåíè, ðàçëè÷íûå ñîïðÿæåííûå ÷èñåë
τ(χ). Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè óäîáíî ââåñòè íåêîòîðûå ñïåöèàëüíûå
îáîçíà÷åíèÿ.

Ïóñòü L ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë `, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì
(4.27). Ðàññìîòðèì êîëüöî Z[G], ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ âñå-
âîçìîæíûå ôîðìàëüíûå ñóììû

∑

j∈L

njσj, nj ∈ Z.

Ýòè ñóììû ìîæíî ñêëàäûâàòü ïîêîîðäèíàòíî, ò.å. ïðèáàâëÿÿ äðóã ê
äðóãó êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ àâòîìîðôèçìàõ σj. Èõ òàêæå
ìîæíî ïåðåìíîæàòü, ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâîì σuσv = σuv è ïåðåìíî-
æàÿ êîýôôèöèåíòû ïî îáû÷íûì ïðàâèëàì. Ýëåìåíò σ1 èãðàåò ðîëü
åäèíèöû â êîëüöå Z[G]. Äëÿ êðàòêîñòè ýëåìåíò Nσ1 ∈ Z[G] áóäåì
îáîçíà÷àòü áóêâîé N .

Îïðåäåëèì îïåðàöèþ âîçâåäåíèÿ ÷èñåë èç ïîëÿ E â ñòåïåíü, ðàâ-
íóþ êàêîìó-ëèáî ýëåìåíòó êîëüöà Z[G]. Äëÿ êàæäîãî íåíóëåâîãî ÷èñ-
ëà b ∈ E è ýëåìåíòà α =

∑
j∈L njσj ∈ Z[G] ïîëîæèì

bα =
∏

j∈L

σj(b)
nj .

Ýòà îïåðàöèÿ, êàê ëåãêî ñëåäóåò èç åå îïðåäåëåíèÿ, îáëàäàåò îáû÷-
íûìè ñâîéñòâàìè âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü. Êàêèå áû äâà ÷èñëà a, b ∈ E
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íè âçÿòü, ïðè ëþáûõ α, β ∈ Z[G] âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

(ab)α = aαbα, aα+β = aαaβ, aαβ = (aα)β , aαβ = aβα.

Íàïðèìåð, ó÷èòûâàÿ ëåììó 4.5 è ïîëüçóÿñü ââåäåííûìè îáîçíà÷å-
íèÿìè, ïåðåïèøåì ëåììó 4.4 â âèäå

Ëåììà 4.6. Ïóñòü N � ïðîñòîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò q è p. Â êîëüöå
B = A[1/q] âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå

τ(χ)N−σN ≡ χ(N)−N (mod N). (4.29)

Ñðàâíåíèå (4.29) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ðàâåíñòâà

τ(χ)N−σN = χ(N)−N + Nγ, γ ∈ B.

Äåéñòâóÿ íà ýòî ðàâåíñòâî ïðîèçâîëüíûì àâòîìîðôèçìîì σ ∈ G è
ïîëüçóÿñü óêàçàííûìè âûøå ñâîéñòâàìè âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü, íàõî-
äèì

τ(χ)(N−σN )σ = χ(N)−Nσ + Nσ(γ), γ ∈ B.

Òàê êàê σ(B) ⊂ B, ïîëó÷èâøååñÿ ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
ñðàâíåíèÿ â êîëüöå B

τ(χ)(N−σN )σ ≡ χ(N)−Nσ (mod N). (4.30)

Ïóñòü òåïåðü β =
∑

j∈L njσj êàêîé-ëèáî ýëåìåíò èç êîëüöà Z[G]. Âîç-
âîäÿ ñðàâíåíèå (4.30) ïðè σ = σj â ñòåïåíü nj è ïåðåìíîæàÿ ïîëó÷èâ-
øèåñÿ ñðàâíåíèÿ ïðè âñåõ j ∈ L, íàõîäèì

Ñëåäñòâèå 4.6. Ïóñòü N � ïðîñòîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò q è p.
Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà β ∈ Z[G] â êîëüöå B = A[1/q] âûïîëíÿåòñÿ
ñðàâíåíèå

τ(χ)(N−σN )β ≡ χ(N)−Nβ (mod N). (4.31)

Ýëåìåíò β ñ íóæíûìè ñâîéñòâàìè áóäåò âûáðàí â äàëüíåéøåì.
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4.5.2 Îñíîâíàÿ òåîðåìà.
Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåò äîêàçàíà òåîðåìà, íà êîòîðîé îñíîâàíî óòâåð-
æäåíèå èç ïóíêòà 3 àëãîðèòìà 4.3. Åå ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî
èñïîëüçóþò p-àäè÷åñêèå ÷èñëà, ñì. �1.8.

Òåîðåìà 4.7. Ïóñòü N � öåëîå ÷èñëî, N > 1, íàòóðàëüíûå ÷èñëà
s, t òàêîâû, ÷òî (N, st) = 1 è äëÿ ëþáîãî öåëîãî a, âçàèìíî ïðîñòîãî
ñ s, èìååò ìåñòî ñðàâíåíèå at ≡ 1 (mod s). Ïóñòü òàêæå ýëåìåíò
β ∈ Z[G] òàêîâ, ÷òî ζβ

p 6= 1, è âûïîëíåíû äâà óñëîâèÿ
1. Äëÿ êàæäîé ïàðû ïðîñòûõ ÷èñåë p, q ñ óñëîâèÿìè q|s, p|(q − 1) è
õàðàêòåðà χ = χp,q âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå

τ(χ)(N−σN )β ≡ ξ (mod N), (4.32)

ãäå ξ � êàêîé-ëèáî êîðåíü èç åäèíèöû ñòåïåíè pk, k = νp(q − 1).
2. Äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî p|t è êàæäîãî ïðîñòîãî äåëèòåëÿ r ÷èñëà
N ñóùåñòâóåò öåëîå p-àäè÷åñêîå ÷èñëî `p(r), äëÿ êîòîðîãî

rp−1 = (N p−1)`p(r). (4.33)

Òîãäà äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà R, äåëÿùåãî N , íàéäåòñÿ
òàêîå öåëîå i, 0 6 i < t, ÷òî

R ≡ N i (mod s).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äëèííîå äîêàçàòåëüñòâî ìû ðàçîáüåì
íà íåñêîëüêî ïóíêòîâ.

1. Ôèêñèðóåì ïàðó ïðîñòûõ ÷èñåë p, q ñ óñëîâèÿìè p|(q − 1), q|s, è
ïóñòü k = νp(q − 1). Âûáåðåì öåëîå x òàê, ÷òîáû ÷èñëî η = e2πix/pk

=
ζx
pk óäîâëåòâîðÿëî ðàâåíñòâó ξ = η−Nβ, ãäå ξ � ÷èñëî èç óñëîâèÿ òåî-
ðåìû 4.7. Äîêàæåì, ÷òî òàêîå ÷èñëî x ñóùåñòâóåò. Ïóñòü β =

∑
j njσj,

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîèñõîäèò ïî âñåì öåëûì j, 1 6 j 6 pk, p - j. Òàê
êàê

ζβ
p =

∏

j

σj(ζp)
nj =

∏

j

ζjnj
p = e

2πi
p

∑
j jnj 6= 1,
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òî
∑

j jnj 6≡ 0 (mod p). Èìååì

ηβ =
∏

j

σj(η)nj =
∏

j

ζ
xjnj

pk = ζ
x

∑
j jnj

pk .

Ïóñòü ξ = ζλ
pk . Ðàâåíñòâî ξ = η−Nβ ýêâèâàëåíòíî ñðàâíåíèþ

−x

(
N

∑
j

jnj

)
≡ λ (mod pk),

êîòîðîå ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî x, âåäü p -
∑

j jnj. Ñóùåñòâîâàíèå
íóæíîãî x äîêàçàíî.

Òåïåðü ñðàâíåíèå (4.32) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

τ(χ)(N−σN )β ≡ η−Nβ (mod N).

Îáîçíà÷èâ u = τ(χ)β ∈ B = Z[ζpk, ζq,
1
q ], íàõîäèì

uN−σN ≡ η−Nβ (mod N), ηpk

= 1.

2. Ïðè ëþáîì öåëîì íåîòðèöàòåëüíîì ` ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

N ` − σ`
N = (N − σN)

`−1∑

j=0

N `−1−jσj
N .

Òàê êàê σN(η) = ηN , òî íàõîäèì

uN `−σ`
N ≡ η−Nβ

∑`−1
j=0 N `−1−jσj

N = η−`N `β (mod N).

Èòàê,
uN `−σ`

N ≡ η−`N `β (mod N), ` = 0, 1, 2, . . . . (4.34)
Âûáåðåì ` = pk(p− 1). Òîãäà

uNpk(p−1)−σ
pk(p−1)
N ≡ 1 (mod N).
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ϕ(pk+1) = pk(p − 1), è ïîëüçóÿñü òåîðåìîé Ýéëåðà,
íàõîäèì Npk(p−1) ≡ 1 (mod pk+1). Ïîýòîìó σ

pk(p−1)
N = σNpk(p−1) = σ1 è,

çíà÷èò,
uNpk(p−1)−1 ≡ 1 (mod N). (4.35)

Ïóñòü r � ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà N . Ïðèìåíÿÿ ñëåäñòâèå 4.6 ê ïðî-
ñòîìó ÷èñëó r, íàõîäèì

ur−σr ≡ χ(r)−rβ (mod r). (4.36)

Îòñþäà, òàê æå êàê è (4.34), âûâîäèì

ur`−σ`
r ≡ χ(r)−`r`β (mod r), ` = 0, 1, 2, . . . . (4.37)

Èìååì p|(q − 1), (q − 1)|t, òàê ÷òî p|t. Ñîãëàñíî óñëîâèþ òåîðåìû
ñ íåêîòîðûì p-àäè÷åñêèì ÷èñëîì `p(r) ∈ Zp âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå
(4.33). Îïðåäåëèì öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî m ñðàâíåíèåì

m ≡ `p(r) (mod ph),

ãäå öåëîå ÷èñëî h âûáðàíî ñòîëü áîëüøèì, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü íåðà-
âåíñòâà h > k, h > νp(N

pk(p−1) − 1). Èç íåðàâåíñòâà (1.41) ïðè a =
Np−1 è x = `p(r)−m íàõîäèì

∣∣∣rp−1 −N (p−1)m
∣∣∣
p

=
∣∣∣N (p−1)`p(r) −N (p−1)m

∣∣∣
p

=

=
∣∣∣N (p−1)(`p(r)−m) − 1

∣∣∣
p
6 |Np−1 − 1|p · |`p(r)−m|p 6 p−1−h.

Â ÷àñòíîñòè, ýòè íåðàâåíñòâà îçíà÷àþò, ÷òî νp

(
rp−1 −N (p−1)m

)
> h+

1 > νp(N
pk(p−1) − 1) è

d =
N (p−1)m − rp−1

Npk(p−1) − 1
=

a

b
, (4.38)

ãäå a, b � öåëûå ÷èñëà, ïðè÷åì p - b. Â äàëüíåéøåì ÷èñëà a, b áóäóò
âûáðàíû óäîâëåòâîðÿþùèìè íåêîòîðûì äîïîëíèòåëüíûì ñâîéñòâàì.
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Èç (4.37) ïðè ` = p− 1 íàõîäèì

urp−1−σp−1
r ≡ χ(r)−(p−1)rp−1β (mod r),

à èç (4.34) ïðè ` = (p− 1)m ïîëó÷àåì

uN (p−1)m−σ
(p−1)m
N ≡ η−(p−1)mN (p−1)mβ (mod r).

Òàê êàê rp−1 ≡ N (p−1)m (mod pk), òî σp−1
r = σrp−1 = σN (p−1)m = σ

(p−1)m
N

è
uN (p−1)m−rp−1 ≡ (χ(r)η−m)(p−1)rp−1β (mod r).

Âîçâîäÿ ýòî ñðàâíåíèå â ñòåïåíü b, ïîëüçóÿñü (4.38) è (4.35), íàõîäèì

1 ≡ (χ(r)η−m)(p−1)rp−1β (mod r).

Îòñþäà, ïîñêîëüêó σj(ζpk) = ζj
pk ñëåäóåò

1 ≡ (χ(r)η−m)(p−1)rp−1b
∑

j jnj (mod r). (4.39)

Âûáåðåì òåïåðü ïðåäñòàâëåíèå (4.38) ñ íóæíûì ñâîéñòâîì. Ïóñòü
d = a1

b1
, (a1, b1) = 1. Òàê êàê

p - (p− 1)rp−1b1

∑
j

jnj,

òî íàéäåòñÿ öåëîå y ñ óñëîâèåì

(p− 1)rp−1b1

∑
j

jnj · y ≡ 1 (mod pk).

Ïîëîæèì b = b1y è a = a1y. Òîãäà d = a
b è

(p− 1)rp−1b
∑

j

jnj ≡ 1 (mod pk).

Òåïåðü èç (4.39) ñëåäóåò

1 ≡ χ(r)η−m (mod r). (4.40)
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3. Ïîëîæèì ρ = χ(r)η−m, ρpk

= 1. Äîïóñòèì, ÷òî ρ = ζν
pk , 0 6 ν <

pk, ò.å. ν 6= 0. Èç òîæäåñòâà

1 + x + . . . + xpk−1 =
xpk − 1

x− 1
=

pk−1∏

`=1

(x− ζ`
pk)

ïðè x = 1, â ñèëó (4.40), íàõîäèì

pk =

pk−1∏

`=1

(1− ζ`
pk) ≡ 0 (mod r).

Íî ýòî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, ρ = 1, ò.å.

χ(r) = ηm = η`p(r). (4.41)

Åñëè xn ∈ Z, 0 6 xn < pn, νp(`p(r) − xn) > n, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ηxn ñòàáèëèçèðóåòñÿ ïðè n > k. Ýòî ÷èñëî è îáîçíà÷åíî âûøå η`p(r).

Ðàâåíñòâî (4.41) äîêàçàíî âûøå äëÿ ïðîñòûõ äåëèòåëåé r ÷èñëà N .
Èç (4.33) ñëåäóåò Lp(r

p−1) = `p(r)Lp(N
p−1). Åñëè N = rk1

1 · · · rkw
w , òî

Lp(N
p−1) = Lp

(
r

(p−1)k1

1 · · · r(p−1)kw
w

)
=

w∑
j=1

kjLp(r
p−1
j ) =

=

(
w∑

j=1

kj`p(rj)

)
Lp(N

p−1).

Òàê êàê N p−1 6= ±1, òî Lp(N
p−1) 6= 0 è

w∑

j=1

kj`p(rj) = 1.

Èìååì

χ(N) =
w∏

j=1

χ(rj)
kj =

w∏
j=1

ηkj`p(rj) = η
∑w

j=1 kj`p(rj) = η.
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Òåïåðü (4.41) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

χ(r) = χ(N)`p(r), χ = χp,q (4.42)

äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî r, äåëÿùåãî N .
4. Ïóñòü r � ïðîñòîé äåëèòåëü N . Îïðåäåëèì öåëîå ÷èñëî `(r) ñ

ïîìîùüþ ñèñòåìû ñðàâíåíèé

`(r) ≡ `p(r) (mod ph) ïðè ëþáîì p|t, (4.43)

ãäå h � öåëîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâàì

h > max
p|t

max
p|(q−1)

νp(q − 1), h > max
q|s

νq(s).

Äëÿ ëþáîé ïàðû p, q ñ óñëîâèåì p|(q − 1), ïîëüçóÿñü (4.42), íàõîäèì

χp,q(r) = χp,q(N)`p(r) = χp,q(N)`(r) = χp,q(N
`(r)).

Òàê êàê ýòî ðàâåíñòâî âåðíî äëÿ ëþáîãî p ñ óñëîâèåì p|(q−1), òî äëÿ
ëþáîãî õàðàêòåðà χ ïî ìîäóëþ q èìååì χ(r) = χ(N `(r)) è, çíà÷èò,

r ≡ N `(r) (mod q). (4.44)

Äîêàæåì, ÷òî
r ≡ N `(r) (mod s). (4.45)

Åñëè ýòî íå òàê, òî ñóùåñòâóåò òàêîå ïðîñòîå ÷èñëî q|s, ÷òî νq(N
`(r)−

r) < νq(s) = m. Òîãäà m > 2. Îáîçíà÷èì áóêâîé a ïåðâîîáðàçíûé
êîðåíü ïî ìîäóëþ qm âçàèìíî ïðîñòîé ñ s. Ñîãëàñíî óñëîâèþ òåî-
ðåìû äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñðàâíåíèå at ≡ 1 (mod s). Òîãäà at ≡ 1
(mod qm) è, çíà÷èò, qm−1(q−1)|t. Òàê êàê ïðè ýòîì q|t, òî ïî óñëîâèþ
(4.33) èìååì

rq−1 = (N q−1)`q(r).

Èç (4.43) ñëåäóåò N (q−1)`q(r) ≡ N (q−1)`(r) (mod qh), òàê ÷òî

rq−1 ≡ N (q−1)`(r) (mod qh). (4.46)
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Åñëè q = 2, îòñþäà íàõîäèì ν2(N
`(r)−r) > h > m. Íî ýòî íåâîçìîæíî.

Çíà÷èò, q > 3. Ïîëîæèì a = rN−`(r) ∈ Zq ∩Q. Èç (4.44) ñëåäóåò, ÷òî

a = 1 + cqλ, λ > 1, q - c.

Ñ ïîìîùüþ ëåììû 1.2 íàõîäèì

aq−1 ≡ 1 + cqλ(q − 1) (mod qλ+1),

ò.å. νq(a
q−1 − 1) = λ. Òåïåðü èç (4.46) ïîëó÷àåì λ > h. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî a ≡ 1 (mod qh) è r ≡ N `(r) (mod qh). Ñëåäîâàòåëüíî h < m =
νq(s). Ïîëó÷èâøååñÿ ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò (4.45).

5. Ïî äîêàçàííîìó êàæäûé ïðîñòîé äåëèòåëü N ñðàâíèì ñ íåêîòî-
ðîé ñòåïåíüþ N ïî ìîäóëþ s. Íî òîãäà ýòî âåðíî è äëÿ ëþáîãî äåëè-
òåëÿ R|N , ò.å. R ≡ N i (mod s). Ïîñêîëüêó N t ≡ 1 (mod s), ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî 0 6 i < t, è ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Çàìå÷àíèå. Åñëè p > 3 è p2 - Np−1−1, òî óñëîâèå 2) òåîðåìû âû-
ïîëíÿåòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå νp(N

p−1−1) = 1 è äëÿ ëþáî-
ãî ïðîñòîãî äåëèòåëÿ r ÷èñëà N èìååì νp(r

p−1−1) > 1 = νp(N
p−1−1).

Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.28 â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ÷èñëî
`p(r) òàêîå, ÷òî rp−1 = N (p−1)`p(r).

Åùå îäíî ñâîéñòâî, îáåñïå÷èâàþùåå âûïîëíèìîñòü óñëîâèÿ 2) òåî-
ðåìû, äàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 4.7. Åñëè χ � õàðàêòåð ïî ìîäóëþ q ïîðÿäêà pk, p > 3, è
óñëîâèå 1) òåîðåìû 4.7, ò.å. ñðàâíåíèå

τ(χ)(N−σN )β ≡ ξ (mod N)

âûïîëíÿåòñÿ ñ ïðèìèòèâíûì êîðíåì ξ èç 1 ñòåïåíè pk, òî óñëîâèå
2) òåîðåìû òàêæå âûïîëíÿåòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü êîðåíü èç åäèíèöû η îïðåäåëåí, êàê è ðàíåå,
ðàâåíñòâîì ξ = η−Nβ. Òàê êàê ïðè ýòîì p - N è

∑
j jnj 6≡ 0 (mod p),

òî η åñòü ïðèìèòèâíûé êîðåíü èç 1 ñòåïåíè pk. Ïóñòü u = τ(χ)β.
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Äëÿ ëþáîãî ` = 0, 1, . . . â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû áûëè óñòàíîâ-
ëåíû ñðàâíåíèÿ

uN `−σ`
N ≡ η−`N `β (mod N), ur`−σ`

r ≡ χ(r)−`r`β (mod r),

ñì. (4.34) è (4.37). Ïîñêîëüêó r|N , ïåðâîå ñðàâíåíèå âûïîëíÿåòñÿ
è ïî ìîäóëþ r. Îáîçíà÷èì áóêâîé d ïîðÿäîê ýëåìåíòà u (mod r) â
ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå âû÷åòîâ êîëüöà B ïî ìîäóëþ r. Ïîëîæèì
` = pk−1(p− 1) = ϕ(pk). Òàê êàê

Npk−1(p−1) ≡ 1 ≡ rpk−1(p−1) (mod pk),

òî ïðè âûáðàííîì çíà÷åíèè ` èìååì σ`
N = σ1 = σ`

r è

uNϕ(pk)−1 ≡ η−pk−1(p−1)Nϕ(pk)β = ηpk−1β (mod r), (4.47)

urϕ(pk)−1 ≡ χ(r)−pk−1(p−1)rϕ(pk)β = χ(r)pk−1β (mod r). (4.48)
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî η � ïðèìèòèâíûé êîðåíü èç 1 ñòåïåíè pk, ïîëó÷àåì
ηpk−1β 6= 1 è, ïîñêîëüêó (p, r) = 1, êàê è â ïóíêòå 3) äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû, çàêëþ÷àåì, ÷òî ηpk−1β 6≡ 1 (mod r). Èç (4.47) ñëåäóåò òåïåðü,
÷òî d - Nϕ(pk)−1, íî d|p(Nϕ(pk)−1). Ïîýòîìó νp(d) = νp(N

ϕ(pk)−1)+1.
Èç (4.48) íàõîäèì d|p(rϕ(pk) − 1) è νp(d) 6 1 + νp(r

ϕ(pk) − 1). Ïîýòîìó

νp(r
ϕ(pk) − 1) > νp(N

ϕ(pk) − 1).

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò ïî òåîðåìå 1.28, ÷òî ñ íåêîòîðûì öåëûì
p-àäè÷åñêèì ÷èñëîì ` âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

rpk−1(p−1) = N pk−1(p−1)`.

Îòñþäà æå ñ ïîìîùüþ ñëåäñòâèÿ 1.2 çàêëþ÷àåì rp−1 = N (p−1)`. Ëåììà
äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ÷èñëî N ïðîñòîå è óñëîâèå ëåììû 4.7 íàðóøà-
åòñÿ ïðè ëþáîì q|s, òî óñëîâèå 2) òåîðåìû 4.7 ìîæíî ïîäòâåðäèòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Âûáåðåì ïðîñòîå ÷èñëî q òàê, ÷òîáû

q ≡ 1 (mod p), è N
q−1

p 6≡ 1 (mod q). (4.49)

Ïóñòü g � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ q è N ≡ gν (mod q), ò.å.
ν = ind N . Âòîðîå ñðàâíåíèå (4.49) îçíà÷àåò, ÷òî p - ν.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî q|s. Òîãäà äëÿ χ = χp,q èìååì

τ(χ)(N−σN )β ≡ χ(N)−Nβ (mod N). (4.50)

Òàê êàê χ(N) = ζν
pk è p - ν, òî χ(N) � ïðèìèòèâíûé êîðåíü èç 1

ñòåïåíè pk. Íî òîãäà è ξ = χ(N)−Nβ åñòü ïðèìèòèâíûé êîðåíü. Íî
ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî óñëîâèå ëåììû 4.7 íàðóøàåòñÿ ïðè ëþáîì
q|s.

Çíà÷èò, q - s. Âûáåðåì òåïåðü χ � õàðàêòåð ïîðÿäêà p è ïðîâåðèì
äëÿ íåãî óñëîâèå ëåììû 4.5. Òàê êàê äîëæíî áûòü âûïîëíåíî ñðàâ-
íåíèå (4.50) è χ(N) = ζν

p åñòü ïðèìèòèâíûé êîðåíü ñòåïåíè p, òî ïî
ëåììå 4.5 óñëîâèå 2) òåîðåìû 4.7 âûïîëíåíî.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì p âåðîÿòíîñòü íàéòè ïîä-
õîäÿùåå q â ïðîãðåññèè 1 + pj, j = 0, 1, 2, . . . íå ìåíüøå 1− 1

p .
Ïîäîáíûå óòâåðæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû è ïðè p = 2. Ñëåäóþùóþ

ëåììó ìû ïðèâîäèì áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Ëåììà 4.8. 1. Åñëè N ≡ 1 (mod 4) è ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëî a ñ
óñëîâèåì a

N−1
2 ≡ −1 (mod N), òî óñëîâèå 2) òåîðåìû 4.7 âûïîëíÿ-

åòñÿ ïðè p = 2.
2. Åñëè N ≡ 3 (mod 8) è 2

N−1
2 ≡ −1 (mod N), òî óñëîâèå 2)

òåîðåìû 4.7 âûïîëíÿåòñÿ ïðè p = 2.
3. Åñëè χ � õàðàêòåð ïî ìîäóëþ q ïîðÿäêà 2k, k > 2, è óñëîâèå

1) òåîðåìû 4.7 âûïîëíÿåòñÿ ñ ïðèìèòèâíûì êîðíåì èç 1 ñòåïåíè
2k è q

N−1
2 ≡ −1 (mod N), òî óñëîâèå 2) ýòîé òåîðåìû âûïîëíÿåòñÿ

ïðè p = 2.
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4.5.3 Ñóììû ßêîáè è òåñòû â àëãîðèòìå Êîýíà�Ëåíñòðû.
Ïóñòü χ1, χ2 � íåêîòîðûå õàðàêòåðû ïî ìîäóëþ q. Ñóììîé ßêîáè
íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå

J(χ1, χ2) =

q∑
x=0

χ1(x)χ2(1− x).

Ýòè ñóììû òåñíî ñâÿçàíû ñ ðàññìàòðèâàâøèìèñÿ âûøå ãàóññîâûìè
ñóììàìè τ(χ).
Ëåììà 4.9. Åñëè χ1 6= χ−1

2 , òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

J(χ1, χ2) =
τ(χ1)τ(χ2)

τ(χ1χ2)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

τ(χ1)τ(χ2) =

q−1∑
x=0

q−1∑
y=0

χ1(x)χ2(y)ζx+y
q =

q−1∑
t=0

( ∑
x+y≡t

χ1(x)χ2(y)

)
ζ t
q.

(4.51)
Â ïîñëåäíåé âíóòðåííåé ñóììå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì ïàðàì
öåëûõ ÷èñåë x, y, 0 6 x, y 6 q − 1, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñðàâíåíèþ x +
y ≡ t (mod q). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòîé ñóììû ðàññìîòðèì îòäåëüíî äâà
ñëó÷àÿ.
1) t = 0.
Â ýòîì ñëó÷àå âíóòðåííÿÿ ñóììà ðàâíà

q−1∑
x=0

χ1(x)χ2(−x) = χ2(−1)

q−1∑
x=0

χ1χ2(x) = 0.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó òîãî, ÷òî χ1χ2 6= χ0, ñì.
(4.25).
2) t 6= 0.
Òàê êàê q - t, òî äëÿ ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë x, y èç ðàññìîòðåííîé âûøå
âíóòðåííåé ñóììû íàéäåòñÿ òàêîå öåëîå ÷èñëî u, ÷òî

x ≡ tu (mod q), y ≡ t(1− u) (mod q), 0 6 u < q.
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Ïîýòîìó âíóòðåííÿÿ ñóììà ðàâíà

∑
x+y≡t

χ1(x)χ2(y) = χ1(t)χ2(t)

q−1∑
u=0

χ1(u)χ2(1− u) = χ1χ2(t)J(χ1, χ2).

Ïîäñòàâëÿÿ â (4.51) âû÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ âíóòðåííèõ ñóìì, íàõî-
äèì

τ(χ1)τ(χ2) =

q−1∑
t=1

χ1χ2(t)J(χ1, χ2)ζ
t
q = J(χ1, χ2)τ(χ1χ2).

Ïóñòü χ = χp,q îïðåäåëåííûé âûøå äëÿ ëþáîé ïàðû ïðîñòûõ ÷è-
ñåë p, q ñ óñëîâèåì p|q− 1 õàðàêòåð. Ïóñòü òàêæå a, b öåëûå ÷èñëà, íå
äåëÿùèåñÿ íà p, è χ1 = χa, χ2 = χb. Îïðåäåëåííûå òàê õàðàêòåðû óäî-
âëåòâîðÿþò óñëîâèþ χpk

1 = χpk

2 = χ0, ò.å. èõ çíà÷åíèÿ â ëþáîé òî÷êå
ïðèíàäëåæàò ïîëþ Q(ζpk). Íî òîãäà J(χa, χb) ∈ Z[ζpk] è âñå âû÷èñ-
ëåíèÿ ñ ñóììàìè ßêîáè J(χa, χb) ìîæíî ïðîâîäèòü â ñðàâíèòåëüíî
íåáîëüøîì êîëüöå Z[ζpk].

Çàìåòèì, ÷òî åñëè p - ab(a + b), â ýòîì ñëó÷àå p äîëæíî áûòü
íå÷åòíûì, ðàâåíñòâî èç ëåììû 4.9 ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

J(χa, χb) =
τ(χa)τ(χb)

τ(χa+b)
= τ(χ)σa+σb−σa+b. (4.52)

Ëåììà 4.10. Ïóñòü a, b öåëûå ÷èñëà ñ óñëîâèåì p - ab(a + b). Îïðå-
äåëèì ýëåìåíòû α, β ∈ Z[G] ðàâåíñòâàìè

α =
∑

16x<pk

p-x

[
Nx

pk

]
σ−1

x , β =
∑

16x<pk

p-x

([
(a + b)x

pk

]
−

[
ax

pk

]
−

[
bx

pk

])
σ−1

x .

Òîãäà â êîëüöå Z[G] èìååì

(Nσ1 − σN)β = (σa + σb − σa+b)α.



ÃËÀÂÀ 4. ÀËÃÎÐÈÒÌÛ, ÐÀÑÏÎÇÍÀÞÙÈÅ ÏÐÎÑÒÎÒÓ ×ÈÑÅË 172

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî öåëîãî x, 1 6 x < pk, íå äåëÿùåãîñÿ
íà p îïðåäåëèì öåëîå j ñ ïîìîùüþ óñëîâèé aj ≡ x (mod pk), 1 6
j < pk. Òàê êàê a íå äåëèòñÿ íà p, ïîñëåäíåå ñðàâíåíèå ðàçðåøèìî è
x = aj − pk

[
aj
pk

]
. Åñëè x ïðîáåãàåò âñå ÷èñëà èç ïðîìåæóòêà 1 6 x <

pk, íå äåëÿùèåñÿ íà p, òî, î÷åâèäíî, j ïðîáåãàåò âñå ÷èñëà èç òîãî æå
ìíîæåñòâà. Äëÿ êàæäîãî x âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî σaσj = σx, òàê ÷òî
σaσ

−1
x = σ−1

j , à ïîòîìó

σaα =
∑

16j<pk

p-j

[
Nx

pk

]
σ−1

j =
∑

16j<pk

p-j

([
Naj

pk

]
−N

[
aj

pk

])
σ−1

j .

Òàêîå æå ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî äëÿ σb, σa+b. Ïîýòîìó

(σa + σb − σa+b)α =
∑

16j<pk

p-j

([
Naj

pk

]
+

[
Nbj

pk

]
−

[
N(a + b)j

pk

])
σ−1

j +

+N
∑

16j<pk

p-j

([
(a + b)j

pk

]
−

[
aj

pk

]
−

[
bj

pk

])
σ−1

j .

Èç ðàâåíñòâà Nj = y + pk
[

Nj
pk

]
ñëåäóåò, ÷òî

[
Naj

pk

]
+

[
Nbj

pk

]
−

[
N(a + b)j

pk

]
=

[
ay

pk

]
+

[
by

pk

]
−

[
(a + b)y

pk

]

è ýòî â ñèëó ðàâåíñòâà σNσ−1
y = σ−1

j äîêàçûâàåò íóæíîå óòâåðæäåíèå.

Èòîã ýòîãî ïàðàãðàôà ïîäâîäèò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 4.8. Ïóñòü χ = χp,q õàðàêòåð, îïðåäåëåííûé äëÿ íåêîòî-
ðûõ íå÷åòíûõ ïðîñòûõ ÷èñåë p, q ñ óñëîâèåì p|q− 1. Ïóñòü a, b òà-
êèå öåëûå ÷èñëà, ÷òî p - ab(a + b). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà
N , îòëè÷íîãî îò p è q, â êîëüöå Z[ζpk] âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå

J(χa, χb)α ≡ ξ (mod N), (4.53)
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ãäå ξ � íåêîòîðûé êîðåíü èç åäèíèöû ñòåïåíè pk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàâåíñòâ (4.52), ñðàâíåíèÿ (4.31) è ëåììû 4.10
ñëåäóåò

J(χa, χb)α = τ(χ)(σa+σb−σa+b)α = τ(χ)(Nσ1−σN )β ≡ χ(N)−Nβ (mod N).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ÷èñëî χ(N) è âñå åãî ñîïðÿæåííûå åñòü êîðíè èç åäè-
íèöû ñòåïåíè pk, ïîëó÷àåì íóæíîå óòâåðæäåíèå.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü p = 3, q = 7. Åñëè ζ = e2πi/3 êóáè÷å-
ñêèé êîðåíü èç 1 è 5 � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ 7, ìîæíî
îïðåäåëèòü õàðàêòåð χ ðàâåíñòâîì

χ(x) =

{
ζu, åñëè x ≡ 5u (mod 7),

0, åñëè x ≡ 0 (mod 7).

Ïðè a = b = 1 íàõîäèì ñóììó ßêîáè

J(χ, χ) =
6∑

x=1

χ(x)χ(1− x) = 3ζ + 2.

Èìååì σ2(3ζ +2) = 3ζ2 +2 = −3ζ−1. Ïîýòîìó ñðàâíåíèå èç òåîðåìû
4.8 ïðèíèìàåò âèä

(3ζ + 2)[
n
3 ](−3ζ − 1)[

2n
3 ] ≡ ξ (mod NZ[ζ]),

ãäå ζ íåêîòîðûé êóáè÷åñêèé êîðåíü èç 1.
Ñðàâíåíèå (4.53) åñòü àíàëîã ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà è ìîæåò èñ-

ïîëüçîâàòüñÿ äëÿ îòñåèâàíèÿ ñîñòàâíûõ ÷èñåë. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî
N ñðàâíåíèå (4.53) íàðóøàåòñÿ, òî N � ñîñòàâíîå ÷èñëî. Åñëè æå ýòî
ñðàâíåíèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ ïàð ïðîñòûõ ÷èñåë p, q, ñ óñëîâèåì
q|s, p|q− 1, ñì. àëãîðèòì, îïèñàííûé â ðàçäåëå 4.5, òî ïðè íåêîòîðûõ
äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ÷èñëà a, b, ξ ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî
âñå âîçìîæíûå äåëèòåëè ÷èñëà N ñîäåðæàòñÿ ñðåäè ÷èñåë, îïðåäå-
ëåííûõ â ïóíêòå 3 àëãîðèòìà.
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4.6 Ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ïðîâåðêè ÷èñåë íà
ïðîñòîòó.

Ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî, â 2000 ã., áûë íàéäåí äåòåðìèíèðîâàííûé àë-
ãîðèòì ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòè, ïîçâîëÿþùèé ïî çàäàííîìó íà-
òóðàëüíîìó ÷èñëó N ñêàçàòü, áóäóò îíî ïðîñòûì èëè ñîñòàâíûì. Ïîë-
íîìó îïèñàíèþ ýòîãî àëãîðèòìà (îñíîâíûå åãî èäåè áûëè ïðåäëîæåíû
èíäèéñêèìè ìàòåìàòèêàìè M. Àãðàâàëîì, Í. Êàéàëîì, Í. Ñàêñåíîé),
à òàêæå íåîáõîäèìûõ òåîðåòè÷åñêèõ óòâåðæäåíèé ïîñâÿùåí íàñòîÿ-
ùèé ïàðàãðàô. Â îòëè÷èå îò îðèãèíàëüíîãî àëãîðèòìà, êîòîðûé èñ-
ïîëüçîâàë âû÷èñëåíèÿ â êîëüöàõ ìíîãî÷ëåíîâ, ìû èñïîëüçóåì çäåñü
âû÷èñëåíèÿ â ïîëÿõ, ïîðîæäåííûõ êîðíÿìè èç åäèíèöû.

Â îñíîâå àëãîðèòìà ëåæèò ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà, ïðèìåíÿåìàÿ â
êîëüöå öåëûõ ÷èñåë Z[ζ] êðóãîâîãî ïîëÿ Q(ζ), ïîðîæäåííîãî êîðíåì
èç åäèíèöû ζ = e2πi/r ïðè íåêîòîðîì íàòóðàëüíîì r. Íàïîìíèì, ÷òî
ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ÷èñëà ζ åñòü Φr(x) � ìíîãî÷ëåí äåëåíèÿ
êðóãà íà r ÷àñòåé. Ñòåïåíü åãî ðàâíà ϕ(r) è êàæäûé ýëåìåíò êîëüöà
Z[ζ] åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáè-
íàöèè ÷èñåë ζk, 0 6 k < ϕ(r). Ëþáûå äâà ýëåìåíòà ýòîãî êîëüöà
ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ N ∈ Z, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå öåëûå êîýôôè-
öèåíòû â ðàçëîæåíèè ýòèõ ÷èñåë ïî óêàçàííîìó áàçèñó ζk ñðàâíèìû
ìåæäó ñîáîé ïî ìîäóëþ N .

Àëãîðèòì 4.4. Äàíî íå÷åòíîå ÷èñëî N > 3. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü,
ïðîñòîå îíî èëè ñîñòàâíîå.

1. Ïðîâåðèòü, ðàâíî ëè N ñòåïåíè öåëîãî ÷èñëà, ò.å. âûÿñíèòü,
âåðíî ëè ðàâåíñòâî N = ab, a, b ∈ Z, b > 2. Åñëè âåðíî, òî N �
ñîñòàâíîå ÷èñëî.

2. Ïåðåáèðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, íàéòè íàè-
ìåíüøåå ÷èñëî r, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíî
èç óñëîâèé

à) (r,N) 6= 1,
á) ïðè âñåõ k, 1 6 k < log2 N èìååì r - Nk − 1.
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3. Åñëè 1 < (r,N) < N , òî N ñîñòàâíîå.
4. Åñëè (r,N) = N , òî N ïðîñòîå.
5. Ïîëîæèòü ζ = exp(2πi

r ), T = {1, 2, . . . , [
√

ϕ(r) log N ]} è ïðîâå-
ðèòü âûïîëíèìîñòü â êîëüöå Z[ζ] ñðàâíåíèé

(ζ + b)N ≡ ζN + b (mod N), ïðè âñåõ b ∈ T. (4.54)

Åñëè õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ ñðàâíåíèé íàðóøàåòñÿ, òî N � ñîñòàâ-
íîå. Åñëè æå âñå ñðàâíåíèÿ âûïîëíåíû, òî N � ïðîñòîå ÷èñëî.

Â îïèñàíèè àëãîðèòìà è äàëåå â ýòîì ïàðàãðàôå log x îáîçíà÷àåò
ëîãàðèôì ÷èñëà x ïî îñíîâàíèþ 2.

Ïðîâåðèì ñíà÷àëà, ÷òî àëãîðèòì ðàáîòàåò êîððåêòíî. Åñëè îí çà-
âåðøàåò ñâîþ ðàáîòó â ïóíêòàõ 1 èëè 3, òî, î÷åâèäíî, åãî îòâåò âåðåí.

Åñëè àëãîðèòì çàâåðøèë ñâîþ ðàáîòó â ïóíêòå 4, òî, ñîãëàñíî îïðå-
äåëåíèþ ÷èñëà r, äëÿ êàæäîãî k, 1 6 k < r, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
(k, N) = 1. Íî òîãäà N > r è, ïîñêîëüêó N |r, çàêëþ÷àåì, ÷òî r = N

� ïðîñòîå ÷èñëî. È â ýòîì ñëó÷àå àëãîðèòì äàåò ïðàâèëüíûé îòâåò.
Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî àëãîðèòì çàâåðøèë ðàáîòó â ïóíêòå 5. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî N � ïðîñòîå ÷èñëî. Â ýòîì ñëó÷àå âñå áèíîìèàëüíûå
êîýôôèöèåíòû

(
N
k

)
ïðè 1 < k < N äåëÿòñÿ íà N , òàê ÷òî ïðè ëþáîì

b ∈ Z âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå

(ζ + b)N ≡ ζN + bN ≡ ζN + b (mod N).

Çíà÷èò, åñëè õîòÿ áû îäíî èç ñðàâíåíèé (4.54) íàðóøàåòñÿ, ìîæíî
óòâåðæäàòü, ÷òî N íå ïðîñòîå, ò.å. ñîñòàâíîå, ÷èñëî. Îòâåò àëãîðèòìà
â ýòîì ñëó÷àå âåðåí.

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî åñëè àëãîðèòì äîøåë äî ïóíêòà 5 è âñå
ñðàâíåíèÿ ýòîãî ïóíêòà âåðíû, òî ÷èñëî N äåéñòâèòåëüíî ïðîñòîå.
Ýòî äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 4.9. Ïóñòü N > 3, r > 1 � öåëûå âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà,
N íå èìååò ïðîñòûõ äåëèòåëåé, ìåíüøèõ t = [

√
ϕ(r) log N ] + 1, è

ïîðÿäîê N â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå (Z/rZ)∗ íå ìåíüøå, ÷åì
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log2 N . Ïóñòü òàêæå ζ = exp(2πi
r ) è ïðè ëþáîì b ∈ Z, 0 6 b < t, â

êîëüöå Z[ζ] âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå

(ζ + b)N ≡ ζN + b (mod N). (4.55)

Òîãäà N èìååò åäèíñòâåííûé ïðîñòîé äåëèòåëü.

Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ èç ïóíêòà 5 àë-
ãîðèòìà. Òàê êàê àëãîðèòì ïðîøåë ïóíêòû 3, 4 è íå îñòàíîâèëñÿ,
òî èìååì (r,N) = 1. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ r â ïóíêòå 2 àëãîðèòìà
ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ordr N � ïîðÿäîê ýëåìåíòà N â ìóëüòèïëè-
êàòèâíîé ãðóïïå (Z/rZ)∗ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó ordr N > log2 N .
Èç òîãî æå îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî N íå èìååò ïðîñòûõ äåëèòåëåé
ìåíüøèõ r. Ïîñêîëüêó r > ϕ(r) > ordr N > log2 N , òî r > √

r log N >√
ϕ(r) log N è r > t = [

√
ϕ(r) log N ] + 1. Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëè-

âîñòü ñðàâíåíèé (4.54) îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû
4.9, è ïî ýòîé òåîðåìå N èìååò åäèíñòâåííûé ïðîñòîé äåëèòåëü. Òàê
êàê àëãîðèòì ïðîøåë ïóíêò 1, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî N � ïðîñòîå
÷èñëî.

Äàëåå ñëåäóåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.9.
Ïóñòü p � íåêîòîðûé ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà N è p � êàêîé-ëèáî

ïðîñòîé èäåàë êîëüöà Z[ζ], ëåæàùèé íàä p.
Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî âñå ÷èñëà 1, ζ, ζ2, . . . , ζr−1 ëåæàò â ðàçëè÷-

íûõ êëàññàõ âû÷åòîâ êîëüöà Z[ζ] ïî ìîäóëþ p. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ïðè íåêîòîðûõ öåëûõ k, ` ñ óñëîâèÿìè 0 6 ` < k < r âûïîëíÿåòñÿ
ñðàâíåíèå ζk ≡ ζ` (mod p). Óìíîæèâ ýòî ñðàâíåíèå íà ζ−` = ζr−`,
ïðèõîäèì ê ñðàâíåíèþ ζs ≡ 1 (mod p), ãäå s = k − `, êîòîðîå òàêæå
ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå âêëþ÷åíèÿ 1− ζs ∈ p. Ñïðàâåäëèâî òîæäå-
ñòâî

1 + x + . . . + xr−1 =
xr − 1

x− 1
=

r−1∏
j=1

(x− ζj).
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Ïîäñòàâëÿÿ â íåãî 1 âìåñòî ïåðåìåííîé x íàéäåì

r =
r−1∏
j=1

(1− ζj). (4.56)

Òàê êàê 1 6 s < r è 1 − ζs ∈ p, òî èç ðàâåíñòâà (4.56) ñëåäóåò r ∈ p

èëè p|r. Ïîñëåäíÿÿ äåëèìîñòü ïðîòèâîðå÷èò âçàèìíîé ïðîñòîòå r è
N . Èòàê, âñå êëàññû âû÷åòîâ ζk (mod p) ðàçëè÷íû.

Â äàëüíåéøåì äëÿ êðàòêîñòè áóêâîé S áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ñîâî-
êóïíîñòü âñåõ öåëûõ ÷èñåë b, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì 0 6 b <

t. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî b ∈ S âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå
ζ + b ∈ p. Ñîãëàñíî óñëîâèþ òåîðåìû èìååì ñðàâíåíèå

(ζ + b)N ≡ ζN + b (mod p)

è, ñëåäîâàòåëüíî,

(ζ + b)N ≡ ζN + b (mod p).

Íî òîãäà ζN + b ∈ p è ζN − ζ ∈ p. Òàêèì îáðàçîì, ζN−1 ≡ 1 (mod p).
Îáîçíà÷èì áóêâîé s îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà N − 1 íà r, 0 6 s < r.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ζr = 1, íàõîäèì ζs ≡ 1 (mod p). Ïî äîêàçàííîìó ðàíåå
ýòî âîçìîæíî ëèøü ïðè s = 0, ò.å. ïðè r|(N − 1). Ïîñëåäíÿÿ äåëè-
ìîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ïîðÿäîê N â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå êëàññîâ
âû÷åòîâ (Z/rZ)∗ ðàâåí 1, âîïðåêè óñëîâèþ òåîðåìû. Èòàê ζ + b 6∈ p

ïðè êàæäîì b ∈ S.
Ïóñòü K = Z[ζ]/p � ïîëå âû÷åòîâ èäåàëà p, K∗ � ìóëüòèïëè-

êàòèâíàÿ ãðóïïà, ñîñòîÿùàÿ èç íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ K. Áóêâîé Γ
îáîçíà÷èì ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ïîäãðóïïó K∗, ïîðîæäåííóþ ýëåìåí-
òàìè (ζ + b) (mod p) äëÿ âñåõ b ∈ S. Â äàëüíåéøåì, ïðåäïîëîæèâ,
÷òî N èìååò ïî êðàéíåé ìåðå äâà ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ äåëèòåëÿ, ìû
îöåíèì ñâåðõó è ñíèçó |Γ| � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ãðóïïå Γ. Ýòè
îöåíêè áóäóò ïðîòèâîðå÷èòü äðóã äðóãó, ÷òî è çàâåðøèò äîêàçàòåëü-
ñòâî òåîðåìû 4.9.
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Îáîçíà÷èì áóêâîé I ñîâîêóïíîñòü öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë
v, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ r è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

(ζ + b)v ≡ ζv + b (mod p) äëÿ ëþáîãî b ∈ S. (4.57)
Ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ

N ∈ I, p ∈ I. (4.58)
Ïåðâîå èç íèõ âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó ñðàâíåíèÿ (4.54), à âòîðîå � ïî-
ñêîëüêó âñå áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû

(
p
k

)
, 0 < k < p, äåëÿòñÿ íà

p.
Ëåììà 4.11. Ïóñòü v, u � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, âçàèìíî ïðîñòûå ñ
r.

1. Åñëè v, u ∈ I, òî vu ∈ I.
2. Åñëè v ∈ I, vu ∈ I, òî u ∈ I.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äîêàçàòåëüñòâå ýòîé ëåììû è äàëåå ìû áóäåì
ïðèìåíÿòü îáîçíà÷åíèå σk äëÿ àâòîìîðôèçìà ïîëÿ Q(ζ), ïåðåâîäÿ-
ùåãî ÷èñëî ζ â ζk. Ïóñòü b � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà S.

1. Ïðèìåíÿÿ ê ñðàâíåíèþ (4.57) àâòîìîðôèçì σu, íàõîäèì
(ζu + b)v ≡ ζvu + b (mod p) äëÿ ëþáîãî b ∈ S.

Ïîñêîëüêó u ∈ I, ýòî ñðàâíåíèå ïðèâîäèò ê
(ζ + b)vu ≡ (ζu + b)v ≡ ζvu + b (mod p).

Ýòî äîêàçûâàåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû.
2. Îïðåäåëèì íàòóðàëüíîå ÷èñëî k òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñðàâ-

íåíèå vk ≡ 1 (mod r). Ïðèìåíÿÿ ê ñðàâíåíèÿì
(ζ + b)v ≡ ζv + b (mod p), (ζ + b)vu ≡ ζvu + b (mod p)

àâòîìîðôèçì σk, íàõîäèì
(ζk + b)v ≡ ζvk + b = ζ + b (mod p),

(ζk + b)vu ≡ ζvuk + b = ζu + b (mod p).

Âîçâîäÿ ïåðâîå èç ñðàâíåíèé â ñòåïåíü u è ïðèìåíÿÿ çàòåì âòîðîå
ñðàâíåíèå, ïðèõîäèì êî âòîðîìó óòâåðæäåíèþ ëåììû.
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Òåïåðü ìû çàéìåìñÿ íèæíåé îöåíêîé äëÿ |Γ|. Ðàññìîòðèì äëÿ ýòî-
ãî H = 〈N, p〉 ïîäãðóïïó ãðóïïû (Z/rZ)∗, ïîðîæäåííóþ êëàññàìè âû-
÷åòîâ ÷èñåë N è p, ïîðÿäîê åå |H| äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì áóêâîé
q.

Ëåììà 4.12. Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|Γ| >
(

t + q − 1

t

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì áóêâîé G ñîâîêóïíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ

g(x) =
∏

j∈S

(x + j)kj ∈ Z[x],

ñ óñëîâèÿìè
kj > 0,

∑

j∈S

kj 6 q − 1. (4.59)

Êîëè÷åñòâî ìíîãî÷ëåíîâ â ìíîæåñòâå G ðàâíî êîëè÷åñòâó ðàçëè÷-
íûõ íàáîðîâ ïîêàçàòåëåé {kj, j ∈ S}, ñ óñëîâèÿìè (4.59), ò.å.

|G| =
(

t + q − 1

t

)
.

Ðàññìîòðèì òåïåðü îòîáðàæåíèå G 7−→ Γ, îïðåäåëåííîå ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì

g(x) 7−→ g(ζ) (mod p). (4.60)
Äîêàæåì, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì.

Äîïóñòèì, ÷òî g(x) è e(x) ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó G, ðàçëè÷íû è
èìåþò îäèíàêîâûå îáðàçû ïðè îòîáðàæåíèè (4.60). Ýòî ðàâíîñèëüíî
ñðàâíåíèþ

g(ζ) ≡ e(ζ) (mod p). (4.61)
Â ñèëó (4.57) ïðè ëþáîì v ∈ I ïîëó÷àåì

g(ζv) ≡ g(ζ)v ≡ e(ζ)v ≡ e(ζv) (mod p),
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è ýòî ñðàâíåíèå îçíà÷àåò, ÷òî â ïîëå K ìíîãî÷ëåí

f(x) = g(x)− e(x) (mod p) ∈ Fp[x]

èìååò êîðíÿìè âñå ýëåìåíòû ζv (mod p), v ∈ I.
Ñîãëàñíî óñëîâèþ òåîðåìû, ìíîãî÷ëåíû x + b, b ∈ S, ïðè ïåðåõî-

äå â êîëüöî Fp[x] îñòàþòñÿ ðàçëè÷íûìè è íåïðèâîäèìûìè. Â ñèëó
åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ íà íåïðèâîäèìûå ñîìíîæèòåëè â Fp[x]
ïîëó÷àåì, ÷òî f(x) 6≡ 0.

Ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà f(x) íå ïðåâîñõîäèò q − 1, çíà÷èò, è êîëè-
÷åñòâî åãî êîðíåé â ïîëå K íå ïðåâîñõîäèò q − 1. Âñå ýëåìåíòû ζv

(mod p), v ∈ I ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè f(x). Ñðàâíåíèå ζu ≡ ζv (mod p)
ïðè íåêîòîðûõ u, v ∈ I, ïî äîêàçàííîìó ðàíåå âîçìîæíî ëèøü â ñëó-
÷àå u ≡ v (mod r). Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî êîðíåé ìíîãî÷ëåíà
f(x) â ïîëå K íå ìåíüøå |H| = q. Ïîëó÷èâøååñÿ ïðîòèâîðå÷èå äî-
êàçûâàåò, ÷òî îòîáðàæåíèå (4.60) ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì. Ýòî â ñèëó
íåðàâåíñòâà

|Γ| > |G| =
(

t + q − 1

t

)

çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4.12.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê îöåíêå |Γ| ñâåðõó. Èç (4.58) è ëåììû 4.11 ñëåäóåò

N/p ∈ I, (N/p)ipj ∈ I, ïðè ëþáûõ i, j ∈ Z>0. (4.62)

Ëåììà 4.13. Åñëè N èìååò ïî êðàéíåé ìåðå äâà ðàçëè÷íûõ ïðî-
ñòûõ äåëèòåëÿ, òî

|Γ| 6 N
√

q − 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè äëÿ êàêèõ-ëèáî ðàçëè÷íûõ ïàð öåëûõ ÷èñåë
(i, j) è (k, `) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî N ipj = Nkp`, òî N åñòü ñòåïåíü p,
âîïðåêè óñëîâèþ ëåììû. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ïðîèçâåäåíèÿ (N/p)ipj ∈
I ñ óñëîâèÿìè 0 6 i 6 [

√
q], 0 6 j 6 [

√
q] ðàçëè÷íû. Èõ êîëè÷åñòâî

(1+[
√

q])(1+[
√

q]) > q. Êëàññû âû÷åòîâ ýòèõ ïðîèçâåäåíèé ïî ìîäóëþ
r ëåæàò â ãðóïïå H = 〈N, p〉 ïîðÿäêà q. Çíà÷èò, ñðåäè íèõ åñòü äâà
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ïðîèçâåäåíèÿ v è u òàêèå, ÷òî v ≡ u (mod r). Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî v > u. Òîãäà

1 6 u < v = (N/p)ipj 6 (N/p)
√

q · p√q = N
√

q.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà I ïðè ëþáîì b ∈ S èìååì ñðàâíåíèå
ïî ìîäóëþ p

(ζ + b)v ≡ ζv + b = ζu + b ≡ (ζ + b)u.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïî äîêàçàííîìó ðàíåå ζ + b 6∈ p, çàêëþ÷àåì
(ζ + b)v−u ≡ 1 (mod p).

Îòñþäà æå ñëåäóåò, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò ãðóïïû Γ ⊂ K∗ ÿâëÿåòñÿ
êîðíåì ìíîãî÷ëåíà xv−u − 1. Òàê ÷òî

|Γ| 6 v − u 6 N
√

q − 1.

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.
Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4.9 îñòàëîñü ïðîâåðèòü,

÷òî îöåíêè ëåìì 4.12 è 4.13 ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãó.
Ïðè ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëàõ a, b, óäîâëåòâîðÿþùèõ b > a >

0, èìååì
Γ(a)Γ(b)

Γ(a + b)
=

∫ 1

0
xa−1(1− x)b−1dx 6

∫ 1

0
xa−1(1− x)a−1dx 6 1

4a−1 .

Ïîëîæèì a =
√

q log N è b = q. Òàê êàê N (mod r) ∈ H, òî ñîãëàñíî
óñëîâèþ òåîðåìû èìååì |H| > log2 N è

b = q = |H| > a =
√

q log N.

Èç îïðåäåëåíèÿ t íàõîäèì òàêæå t >
√

ϕ(r) log N > a. Îòñþäà ñëå-
äóåò

(
t + q − 1

t

)
=

(t + 1) · · · (t + q − 1)

(q − 1)!
>

(a + 1) · · · (a + q − 1)

(q − 1)!
=

=
Γ(a + q)

aΓ(a)Γ(q)
> 4a−1/a > 2a = N

√
q.
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Äîêàçàííîå íåðàâåíñòâî ïðèâîäèò â ïðîòèâîðå÷èå óòâåðæäåíèÿ ëåìì
4.12 è 4.13. Çíà÷èò, óñëîâèå ëåììû 4.12 íå âûïîëíÿåòñÿ è N èìååò
åäèíñòâåííûé ïðîñòîé äåëèòåëü. Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåî-
ðåìû 4.9 è îáîñíîâàíèå êîððåêòíîñòè àëãîðèòìà 4.4.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê îöåíêå ñëîæíîñòè àëãîðèòìà 4.4 è äîêàæåì åãî
ïîëèíîìèàëüíîñòü. Äëÿ ýòîãî ïðåæäå âñåãî íåîáõîäèìî îöåíèòü ÷èñ-
ëî r, îïðåäåëåííîå â ïóíêòå 2 àëãîðèòìà. Äîêàæåì, ÷òî îíî íå î÷åíü
âåëèêî, à èìåííî, ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ N âûïîëíåíî íåðà-
âåíñòâî r 6 M = [log5 N ]. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà r > M è
ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ r äëÿ êàæäîãî öåëîãî ÷èñëà m 6 M íàðóøà-
þòñÿ îáà óñëîâèÿ ïóíêòà 2 àëãîðèòìà, ò.å. m âçàèìíî ïðîñòî ñ N è
ïðè íåêîòîðîì k < log2 N ÷èñëî Nk − 1 äåëèòñÿ íà m. Íî òîãäà è
ïðîèçâåäåíèå

Q =
∏

k<log2 N

(Nk − 1)

äåëèòñÿ íà m. Îáîçíà÷èì áóêâîé P íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå âñåõ
öåëûõ ÷èñåë m, 2 6 m 6 M . Òàê êàê Q äåëèòñÿ íà êàæäîå öåëîå
÷èñëî m èç ïðîìåæóòêà 2 6 m 6 M , òî P 6 Q è

log P 6 log Q =
∑

k<log2 N

log(Nk − 1) 6 log N
∑

k<log2 N

k ∼ 1

2
log5 N

(4.63)
ïðè N → ∞. Íî ñîãëàñíî àñèìïòîòè÷åñêîìó çàêîíó ðàñïðåäåëåíèÿ
ïðîñòûõ ÷èñåë ln P ∼ M ïðè M → ∞. Òàê ÷òî log P = ln P

ln 2 ∼ log5 N
ln 2 .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 0 < ln 2 < 1 ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ (4.63). Ñëå-
äîâàòåëüíî r 6 log5 N .

Îöåíèì êîëè÷åñòâî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, íóæíûõ äëÿ âû-
ïîëíåíèÿ ïåðâîãî ïóíêòà àëãîðèòìà. Èç ðàâåíñòâà N = ab, âûïîë-
íÿþùåãîñÿ ñ öåëûìè a > 2, b > 2 ñëåäóåò N > 2b è b 6 log N ,
à òàêæå N > a2 è a 6

√
N . Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì öåëîì

b, 2 6 b 6 log N íåîáõîäèìî âûÿñíèòü, èìååò ëè óðàâíåíèå xb = N öå-
ëûé êîðåíü. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, çàòðàòèâ O(log2 N) àðèôìåòè÷åñêèõ
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îïåðàöèé. Íàïðèìåð, ìîæíî ñ ïîìîùüþ äåëåíèÿ ïîïîëàì ïîñòðîèòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óêîðà÷èâàþùèõñÿ âäâîå îòðåçêîâ, ñîäåðæàùèõ
óïîìÿíóòûé âûøå êîðåíü. Îñòàíîâèòüñÿ ïðè ýòîì ñëåäóåò, êàê òîëü-
êî äëèíà îòðåçêà ñòàíåò ìåíüøå 1. Òàêîé îòðåçîê ñîäåðæèò íå áî-
ëåå îäíîãî öåëîãî ÷èñëà, è ïðîâåðêà, óäîâëåòâîðÿåò îíî óðàâíåíèþ
xb = N èëè íåò, òðåáóåò O(log N) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Âûïîë-
íåíèå ïåðâîãî ïóíêòà àëãîðèòìà ïîòðåáóåò òàêèì îáðàçîì O(log3 N)
àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.

Âû÷èñëÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî N ` (mod k) ïðè 1 6 ` 6 [log2 N ], ìîæ-
íî çà Õ(log2 N) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé óñòàíîâèòü, áóäåò ïîðÿäîê
N ïî ìîäóëþ k ïðåâûøàòü log2 N èëè íåò. Çäåñü è äàëåå ñèìâîëîì
Õ(m) îáîçíà÷àþòñÿ âåëè÷èíû èìåþùèå ïîðÿäîê ðîñòà O(m logc m)
ïðè íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé c. Èç äîêàçàííîé âûøå
îöåíêè äëÿ ÷èñëà r ñëåäóåò, ÷òî ïåðåáèðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî öåëûå
÷èñëà k = 2, 3, . . . è âû÷èñëÿÿ ïîðÿäîê, ìîæíî íàéòè íóæíîå ÷èñëî r,
âûïîëíèâ Õ(r log2 N) = Õ(log7 N) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Çàìå-
òèì, ÷òî âû÷èñëåíèå (k, N) â ïóíêòå 2 àëãîðèòìà òðåáóåò ìåíüøåãî
êîëè÷åñòâà îïåðàöèé.

Ïóíêòû 3 è 4 àëãîðèòìà íå òðåáóþò äîïîëíèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé,
òàê êàê âåëè÷èíà (r,N) óæå íàéäåíà íà ïðåäûäóùåì øàãå.

Ïîñëåäíèé ïóíêò òðåáóåò íàèáîëüøåãî êîëè÷åñòâà àðèôìåòè÷å-
ñêèõ îïåðàöèé. Ïðåæäå âñåãî íóæíî èìåòü â âèäó, ÷òî êàæäûé ýëå-
ìåíò êîëüöà Z[ζ] ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåêòîðîì êîýôôèöèåíòîâ â ðàçëî-
æåíèè ïî ñòåïåíÿì ζ, èìåþùèì äëèíó ϕ(r) = O(r). Òàê ÷òî êàæ-
äîå óìíîæåíèå äâóõ ýëåìåíòîâ êîëüöà Z[ζ] ïî ìîäóëþ N ïîòðåáó-
åò âûïîëíåíèÿ O(r2) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ñ ýëåìåíòàìè êîëüöà
Z/NZ. Îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ â êîëüöå Z[ζ]/NZ[ζ] ìîæíî óñêîðèòü,
åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ áûñòðûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå, ñì. ðàçäåë
2.7.2. Â ýòîì ñëó÷àå êîëè÷åñòâî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ñîêðàòèò-
ñÿ äî Õ(r). Åñëè ó÷åñòü, ÷òî äëÿ ïðîâåðêè îäíîãî èç ñðàâíåíèé (4.55)
ïîòðåáóåòñÿ O(log N) òàêèõ óìíîæåíèé, è êîëè÷åñòâî òàêèõ ñðàâíå-
íèé ðàâíî [ϕ(r)1/2 log N ] = O(r1/2 log N), òî îáùåå êîëè÷åñòâî àðèô-
ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ñ ýëåìåíòàìè êîëüöà Z[ζ]/NZ[ζ] áóäåò èìåòü
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âåëè÷èíó Õ(r1/2 log2 N). Çíà÷èò, âûïîëíåíèå ïîñëåäíåãî ïóíêòà àëãî-
ðèòìà 4.4 ïîòðåáóåò Õ(r3/2 log2 N) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â êîëü-
öå Z/NZ, ò.å. Õ(r3/2 log3 N) = Õ(log10,5 N) áèòîâûõ îïåðàöèé. Òàêóþ
æå îöåíêó èìååò è îáùàÿ òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà. Îí èìååò ïîëèíî-
ìèàëüíóþ ñëîæíîñòü.

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå ìèíèìàëüíîñòè r èç ïóíêòà 2 àëãîðèòìà íå
èñïîëüçóåòñÿ íè â åãî ðàáîòå, íè â îáîñíîâàíèè åãî êîððåêòíîñòè.
Îíî íåîáõîäèìî ëèøü äëÿ îöåíêè âåëè÷èíû r. Ñóùåñòâåííûìè äëÿ
ðàáîòû àëãîðèòìà ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ

(r,N) = 1, ordr N > log2 N. (4.64)

Äëÿ ìíîãèõ ÷èñåë N ìîæíî íàéòè çíà÷èòåëüíî ìåíüøèå, ÷åì log5 N
çíà÷åíèÿ r, óäîâëåòâîðÿþùèå (4.64). Äëÿ ýòèõ N àëãîðèòì áóäåò
èìåòü ëó÷øèå îöåíêè ñëîæíîñòè. Íàïðèìåð, åñëè k = ν2(N

2− 1) > 1
� êðàòíîñòü, ñ êîòîðîé 2 âõîäèò â ðàçëîæåíèå N 2 − 1 íà ïðîñòûå
ñîìíîæèòåëè, òî ïðè ëþáîì j > 1 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî N 2j

=
1+γ ·2k−1+j, ãäå γ � öåëîå íå÷åòíîå ÷èñëî. Ýòî óòâåðæäåíèå ëåãêî äî-
êàçàòü ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè ïî j. Èç íåãî íåòðóäíî âûâåñòè, ÷òî ïðè
ëþáîì d > k ïîðÿäîê N â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå âû÷åòîâ ïî ìî-
äóëþ 2d ðàâåí 2d+1−k. Â ÷àñòíîñòè, âûáðàâ r = 2k+[2 log log N ], ïîëó÷èì,
÷òî ordr(N) = 21+[2 log log N ] > log2 N è r 6 2k+2 log log N = 2k log2 N .
Íàïðèìåð, åñëè N ≡ ±3 (mod 8), èìååì k = 3 è r 6 8 log2 N . Òà-
êèì îáðàçîì, äëÿ ïîëîâèíû íå÷åòíûõ ÷èñåë N óêàçàííûì ñïîñîáîì
ïîëó÷àåòñÿ íóæíîå ÷èñëî r ñ îöåíêîé r 6 8 log2 N . Äëÿ íèõ àëãîðèòì
áóäåò èìåòü ñëîæíîñòü Õ(log6 N) áèòîâûõ îïåðàöèé.

Ïîäîáíîå ðàññóæäåíèå ìîæíî âûïîëíèòü çàìåíèâ 2 êàêèì-ëèáî
äðóãèì ïðîñòûì ÷èñëîì, íå äåëÿùèì N .

Ñóùåñòâåííûì íåäîñòàòêîì ýòîãî àëãîðèòìà, íå ïîçâîëÿþùèì èñ-
ïîëüçîâàòü åãî íà ïðàêòèêå, ÿâëÿåòñÿ ïîòðåáíîñòü î÷åíü áîëüøîé ïà-
ìÿòè. Êàê óæå óêàçûâàëîñü, êàæäûé ýëåìåíò êîëüöà Z[ζ] ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ âåêòîðîì äëèíû O(log5 N), êîìïîíåíòû êîòîðîãî åñòü öåëûå ÷èñ-
ëà, çàïèñûâàåìûå O(log N) äâîè÷íûìè öèôðàìè. Çíà÷èò, íåîáõîäè-
ìàÿ äëÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ïàìÿòü îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé O(log6 N)
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áèò, ÷òî ïðè áîëüøèõ N íàìíîãî ïðåâîñõîäèò ïàìÿòü, òðåáóþùóþñÿ
àëãîðèòìó Êîýíà�Ëåíñòðû.



Ãëàâà 5

Ðàçëîæåíèå öåëûõ ÷èñåë íà
ìíîæèòåëè

Â ýòîé ãëàâå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ìåòîäû ðàçëîæåíèÿ öåëûõ ÷èñåë
íà ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè, ò.å. ìåòîäû ïîèñêà äëÿ çàäàííîãî öåëîãî
N > 1 ïðîñòûõ ÷èñåë p1, . . . , pr òàêèõ, ÷òî

N = pk1

1 · · · pkr
r , kj > 1, kj ∈ Z.

Ïðè ýòîì áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ, ÷òî ðàçëàãàåìîå ÷èñëî N ñîñòàâíîå,
â ÷åì ìîæíî óáåäèòüñÿ ñ ïîìîùüþ òåñòîâ èç ïàðàãðàôà 2.6.

Äîñòàòî÷íî óìåòü ðåøàòü áîëåå ïðîñòóþ çàäà÷ó î ðàçëîæåíèè öå-
ëîãî ÷èñëà íà äâà ìåíüøèõ ìíîæèòåëÿ, ò.å. çàäà÷ó î ðåøåíèè â öåëûõ
÷èñëàõ a > 1, b > 1 óðàâíåíèÿ N = ab. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå
âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà a < N, b < N , ìîæíî ðàçëîæèòü íà äâà
ìåíüøèõ ìíîæèòåëÿ êàæäîå èç ÷èñåë a, b, è ïðîäîëæàòü äàëåå ýòó
ïðîöåäóðó, ïîêà òàêîå ðàçëîæåíèå áóäåò âîçìîæíûì, ò.å. äî òåõ ïîð,
ïîêà âñå ñîìíîæèòåëè íå ñòàíóò ïðîñòûìè.

Ñóùåñòâóþùèå àëãîðèòìû ðàçëîæåíèÿ ÷èñåë íà ìíîæèòåëè ìîãóò
áûòü ðàñïðåäåëåíû íà ãðóïïû â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà àðèôìå-
òè÷åñêèõ îïåðàöèé, êîòîðûå àëãîðèòì òðåáóåò äëÿ ñâîåé ðàáîòû.

1) Àëãîðèòìû ýêñïîíåíöèàëüíîé ñëîæíîñòè èñïîëüçóþò O(N c)
àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Çäåñü c � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

2) Àëãîðèòìû ñóáýêñïîíåíöèàëüíîé ñëîæíîñòè òðåáóþò äëÿ ñâî-
åé ðàáîòû O(ec(lnN)α(ln ln N)β

) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Çäåñü α, β, c

186
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� ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, α + β = 1. Çàìåòèì, ÷òî ïðè α = 1,
ò.å. β = 0, îöåíêà ñîâïàäàåò ñ îöåíêîé ñëîæíîñòè ýêñïîíåíöèàëüíûõ
àëãîðèòìîâ.

Äëÿ íàèáîëåå áûñòðîãî èç ñóáýêñïîíåíöèàëüíûõ àëãîðèòìîâ, òàê
íàçûâàåìîãî ìåòîäà ðåøåòà ÷èñëîâîãî ïîëÿ, èìååì α = 1

3 , β = 2
3 .

Àëãîðèòìû ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòè, α = 0, β = 1, äëÿ çàäà÷è
ôàêòîðèçàöèè íå èçâåñòíû, è âåñüìà âåðîÿòíî, ÷òî èõ íå ñóùåñòâóåò.

Äåÿòåëüíîñòü ïî ðàçëîæåíèþ ÷èñåë íà ìíîæèòåëè ñî÷åòàåò â ñåáå
÷åðòû èíæåíåðíîé íàóêè, ïîñêîëüêó âî ìíîãîì îïèðàåòñÿ íà äîïóùå-
íèÿ, îñíîâàííûå íà îïûòå è íå èìåþùèå òåîðåòè÷åñêèõ îáîñíîâàíèé,
à ñ äðóãîé ñòîðîíû îíà ñðîäíè èñêóññòâó, òàê êàê çà÷àñòóþ ïðîäîëæè-
òåëüíîñòü ðàáîòû àëãîðèòìà è ðåçóëüòàò çàâèñÿò îò óäà÷íîãî âûáîðà
ïàðàìåòðîâ.

5.1 Àëãîðèòìû ýêñïîíåíöèàëüíîé ñëîæíîñòè.
5.1.1 Àëãîðèòì ïðîáíûõ äåëåíèé.
Ïóñòü d1 < d2 < . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë, ñîäåðæàùàÿ
âñå ïðîñòûå ÷èñëà. Àëãîðèòì ïðîáíûõ äåëåíèé ñîñòîèò â ïîñëåäîâà-
òåëüíîì äåëåíèè N íà ÷èñëà d1, d2, . . ., íå ïðåâîñõîäÿùèå

√
N . Åñëè

N ñîñòàâíîå ÷èñëî, òî îíî èìååò ïðîñòîé äåëèòåëü p 6
√

N è ïîòîìó
áóäåò ðàçëîæåíî íà ìíîæèòåëè.

Ýòîò àëãîðèòì ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ âñåõ ïðîñòûõ
äåëèòåëåé ÷èñëà N , íå ïðåâîñõîäÿùèõ íåêîòîðîé çàäàííîé ãðàíèöû
B.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü di ìîæåò ñîâïàäàòü ñ ìíîæåñòâîì ïðîñòûõ ÷è-
ñåë. Íî â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèì àëãîðèòì, ñòðîÿùèé âñå ïðîñòûå
÷èñëà äî çàäàííîé ãðàíèöû. Èíîãäà áûâàåò ïðîùå èñïîëüçîâàòü ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè, ñîäåðæàùèå è ñîñòàâíûå ÷èñëà, íî ìåíåå ñëîæíûå
â ðåàëèçàöèè.

Ïðèìåð. Êàæäîå ïðîñòîå ÷èñëî p > 6 óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç
äâóõ ñðàâíåíèé p ≡ 1 (mod 6) èëè p ≡ 5 (mod 6). Ïîýòîìó ïîñëå-
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äîâàòåëüíîñòü 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 25, . . ., ñîäåðæàùàÿ âñå ÷èñëà
âèäà 6n ± 1, n ∈ N, âêëþ÷àåò â ñåáÿ è âñå ïðîñòûå ÷èñëà. Ïðàâèëî
ïîðîæäåíèÿ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìååò âèä

d1 = 2, d2 = 3, d3 = 5, d2k = d2k−1 + 2, d2k+1 = d2k + 4, k > 2.

Ïðè òàêîì âûáîðå di àëãîðèòì òðåáóåò O(N 1/2) àðèôìåòè÷åñêèõ îïå-
ðàöèé è O(1) ïàìÿòè.

Â êà÷åñòâå ìîäóëÿ â ñðàâíåíèÿõ âìåñòî 6 ìîæíî âçÿòü ÷èñëî
m = 2 · 3 · 5 = 30. Âñå ïðîñòûå ÷èñëà p > 5 áóäóò ñîäåðæàòü-
ñÿ â âîñüìè ïðîãðåññèÿõ ñ ðàçíîñòüþ 30, íà÷èíàþùèõñÿ ñ ÷èñåë
1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü di áó-
äåò ñîäåðæàòü ìåíüøóþ äîëþ ñîñòàâíûõ ÷èñåë. Åñëè m =

∏
p6r p, òî

êîëè÷åñòâî àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèé, ñîñòàâëÿþùèõ ýòó ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ðàâíî ϕ(m), à äîëÿ ÷èñåë èç {di} â íàòóðàëüíîì ðÿäå
åñòü ϕ(m)

m
=

∏
p6r

(
1− 1

p

)
. Ïðè m = 6 îíà ðàâíà 1

3
.

5.1.2 Àëãîðèòì Ôåðìà.
Åñëè N íå÷åòíî è N = ab, a > b, òî ïðè x = a+b

2 , y = a−b
2 èìååì

x2 − y2 =

(
a + b

2

)2

−
(

a− b

2

)2

= ab = N.

È íàîáîðîò, ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ x2 − y2 = N â ñèëó ðàâåíñòâà
N = (x + y)(x− y) äàåò ðàçëîæåíèå N íà ìíîæèòåëè. Ïîëó÷èâøååñÿ
ðàçëîæåíèå áóäåò òðèâèàëüíûì ëèøü â òîì ñëó÷àå, åñëè x−y = 1 èëè,
÷òî òî æå ñàìîå, x+y = N . Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ðàçëîæåíèÿ ÷èñåë
íà ìíîæèòåëè ýêâèâàëåíòíà ïîèñêó ðåøåíèé óðàâíåíèÿ x2− y2 = N .
Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî N íå åñòü êâàäðàò öåëîãî ÷èñëà.

Ïîëîæèì zk = k2 − N, k > [
√

N ] + 1. Åñëè ïðè êàêîì-òî k èìååì
zk = y2, y ∈ Z, òî k2 − N = y2 è N = k2 − y2 = (k − y)(k + y). Äëÿ
âû÷èñëåíèÿ zk çàìåòèì, ÷òî

zk+1 − zk = (k + 1)2 − k2 = 2k + 1,
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ò.å. zk+1 = zk + 2k + 1. Ñëåäóþùèé àëãîðèòì ïîñòðîåí íà ýòèõ ñîîò-
íîøåíèÿõ.

Àëãîðèòì 5.1. Äàíî íå÷åòíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N . Òðåáóåòñÿ
íàéòè öåëûå ÷èñëà a > b > 1 òàêèå, ÷òî N = ab.

1. Âû÷èñëèòü k = [
√

N ] è z = k2 −N .
2. Åñëè z = y2 ïðè y ∈ Z, y > 0, òî ïîëîæèòü a = k+y, b = k−y.

Àëãîðèòì îñòàíàâëèâàåòñÿ, íóæíîå ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè
íàéäåíî.

3. Ïîëîæèòü z = z + 2k + 1, k = k + 1 è ïåðåéòè â ïóíêò 2
àëãîðèòìà.

Ïóñòü N = ab, a > b. Àëãîðèòì çàêîí÷èò ðàáîòó, êîãäà ïàðàìåòð k

äîñòèãíåò âåëè÷èíû a + b

2
. Êîëè÷åñòâî øàãîâ àëãîðèòìà îöåíèâàåòñÿ

âåëè÷èíîé
a + b

2
−
√

N =
a + b− 2

√
ab

2
=

(
√

a−
√

b)2

2
,

ò.å. ÷åì áëèæå äðóã ê äðóãó äåëèòåëè ÷èñëà N , òåì áûñòðåå àëãîðèòì
çàêîí÷èò ðàáîòó.

Èíîãäà ïîýòîìó óäîáíåå ïðèìåíÿòü àëãîðèòì Ôåðìà ê ÷èñëó kN

âìåñòî N , âûáðàâ êàêèì-ëèáî ñïîñîáîì íå÷åòíîå ÷èñëî k. Òàê, åñëè
N = pq, ãäå p, q � ïðîñòûå ÷èñëà è q

p
∼ k > 1, òî ÷èñëî kN = q · (kp)

ðàçëàãàåòñÿ íà äâà ïðèìåðíî ðàâíûå ïî âåëè÷èíå ìíîæèòåëÿ.
Íàïðèìåð, äëÿ ðàçëîæåíèÿ íà äâà ìåíüøèõ ìíîæèòåëÿ ÷èñëà 7493

ïîòðåáóåòñÿ âîñåìü øàãîâ àëãîðèòìà Ôåðìà, ïîêà íå áóäåò íàéäåíî
÷èñëî z = 1156 = 342 è ñîîòâåòñòâóþùåå ðàçëîæåíèå 7493 = 59 · 127.
À åñëè ðàñêëàäûâàòü òàêèì ñïîñîáîì ÷èñëî 22479 = 3 · 7459, óæå
íà ÷åòâåðòîì øàãå áóäåò íàéäåíî ÷èñëî z = 625 = 252 è ïîëó÷åíî
ðàçëîæåíèå 22479 = 177 · 127 = 3 · 59 · 127.

5.1.3 Àëãîðèòì Ëåìàíà.
Â îñíîâå àëãîðèòìà ëåæèò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü N > 15 � ñîñòàâíîå ÷èñëî, âñå ïðîñòûå äåëè-
òåëè êîòîðîãî áîëüøå N 1/3. Òîãäà ñóùåñòâóþò öåëûå ÷èñëà k, a, b

òàêèå, ÷òî

4kN = a2 − b2 (5.1)

0 < k < N 1/3, 0 <a <
√

4kN +
N 1/6

4
√

k
, 0 6 b. (5.2)

Ñëåäñòâèå 5.1. Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû ÷èñëà k, a, b óäîâëåòâî-
ðÿþò óñëîâèÿì (5.1), (5.2), òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

a + b < N.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäñòâèÿ çàìåòèì, ÷òî èç (5.1) è (5.2) ñëåäóåò

b2 = a2 − 4kN <

(√
4kN +

N 1/6

4
√

k

)2

− 4kN = N 2/3 +
N 1/3

16k
<

<

(
N 1/3 +

1

32

)2

, òî åñòü b < N 1/3 +
1

32
.

Ïîýòîìó

a + b <
√

4kN +
N 1/6

4
√

k
+ N 1/3 +

1

32
< 2N 2/3 +

1

4
+ N 1/3 +

1

32
< N.

Çäåñü èñïîëüçîâàíî, ÷òî ìàêñèìóì âûðàæåíèÿ
√

4kN +
N 1/6

4
√

k
, ãäå

1 6 k 6 N 1/3, äîñòèãàåòñÿ ïðè k = N 1/3, à ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî
âûïîëíåíî ïðè N > 15.

Òåïåðü îïèøåì àëãîðèòì Ëåìàíà, òåîðåìà 5.1 áóäåò äîêàçàíà ïîç-
æå.
Àëãîðèòì 5.2. Äàíî: íå÷åòíîå ñîñòàâíîå N . Íàéòè: öåëûå ÷èñëà,
u > 1, v > 1 òàêèå, ÷òî N = uv

1. Ðàçäåëèòü N ïîñëåäîâàòåëüíî íà âñå öåëûå ÷èñëà d, 2 6 d 6
[N 1/3]. Åñëè ïðè ýòîì íàéäåòñÿ äåëèòåëü, òî N ðàçëîæèòñÿ íà äâà
ìíîæèòåëÿ.
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2. Äëÿ êàæäîãî k = 1, 2, . . . , [N 1/3] è êàæäîãî ` = 0, 1, 2, . . .,[
N 1/6

4
√

k

]
+ 1 ïðîâåðèòü, áóäåò ëè ÷èñëî

([√
4kN

]
+ `

)2
− 4kN = b2 (5.3)

êâàäðàòîì öåëîãî ÷èñëà.
3. Åñëè ðàâåíñòâî (5.3) âûïîëíÿåòñÿ ñ öåëûì b > 0, òî âû÷èñ-

ëèòü
u =

([√
4kN

]
+ ` + b, N

)
, v =

N

u
.

Àëãîðèòì çàâåðøàåò ñâîþ ðàáîòó. ×èñëà u, v íàéäåííûå â ï.3, äàþò
íåòðèâèàëüíîå ðàçëîæåíèå N íà ìíîæèòåëè.

Îáúÿñíèì ïî÷åìó àëãîðèòì 5.2 äåéñòâèòåëüíî ðàçëîæèò N íà
íåòðèâèàëüíûå ìíîæèòåëè. Åñëè ÷èñëî N ïðîøëî ïóíêò 1 àëãîðèò-
ìà è íå áûëî ðàçëîæåíî íà ìåíüøèå ìíîæèòåëè, òî âñå åãî ïðîñòûå
äåëèòåëè áîëüøå N 1/3.

Ïóñòü k, a, b � ÷èñëà, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðûõ ñëåäóåò èç òåîðåìû
5.1. Îïðåäåëèì

` = a− [
√

4kN ].

Òîãäà
0 6 ` <

√
4kN +

N 1/6

4
√

k
− [
√

4kN ] <
N 1/6

4
√

k
+ 1.

Ýòî äîêàçûâàåò ñóùåñòâîâàíèå ïàðû ÷èñåë k, `, ïðè êîòîðûõ â ïóíêòå
2 àëãîðèòìà áóäåò íàéäåíî ðàâåíñòâî (5.3) ñ öåëûì íåîòðèöàòåëüíûì
b.

Èç (5.3) ñëåäóåò, ÷òî

a2 − b2 ≡ 0 (mod N),

ò.å. N |(a− b)(a + b). Çäåñü a = [
√

4kN ] + `. Ïî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû

0 < a− b 6 a + b < N.
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Ïîýòîìó u = (a + b,N) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì 1 < u < N , è
àëãîðèòì íàéäåò íåòðèâèàëüíîå ðàçëîæåíèå N íà ìíîæèòåëè.

Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

[N1/3]∑

k=1

([
N 1/6

4
√

k

]
+ 2

)
= O


N 1/6

[N1/3]∑

k=1

1√
k

+ N 1/3


 =

= O
(
N 1/6 ·N 1/6 + N 1/3

)
= O

(
N 1/3

)
.

Èç íèõ ñëåäóåò, ÷òî ðàâåíñòâî (5.3) áóäåò ïðîâåðÿòüñÿ O
(
N 1/3

)
ðàç è,

çíà÷èò, àëãîðèòìó 5.2 òðåáóåòñÿ O
(
N 1/3 ln N

)
àðèôìåòè÷åñêèõ îïå-

ðàöèé äëÿ ðàçëîæåíèÿ ÷èñëà N íà ìíîæèòåëè.
Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 5.1 è óñòàíîâèì ñíà÷àëà âñïî-

ìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 5.1. Ïóñòü â óñëîâèÿõ òåîðåìû 5.1 èìååò ìåñòî ðàçëîæå-
íèå íà ìíîæèòåëè N = uv, ïðè÷åì N 1/3 < u 6 v < N 2/3. Òîãäà
ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíûå ÷èñëà r è s, òàêèå, ÷òî

rs < N 1/3, |ur − vs| < N 1/3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè u = v, ïîëîæèì r = s = 1. Íóæíûå íåðà-
âåíñòâà, î÷åâèäíî, âûïîëíÿþòñÿ. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî u < v.
Òàê êàê â óñëîâèÿõ ëåììû ÷èñëî N íå ìîæåò áûòü ïðîèçâåäåíèåì
áîëåå äâóõ ïðîñòûõ ñîìíîæèòåëåé, çàêëþ÷àåì, ÷òî u, v � ðàçëè÷íûå
ïðîñòûå ÷èñëà. Â ÷àñòíîñòè, äðîáü α = v

u > 1 íåñîêðàòèìà.
Äàëåå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà

öåïíûõ äðîáåé. Ïóñòü α = [a0; a1, a2, . . . , an] � ðàçëîæåíèå â öåïíóþ
äðîáü, aj > 1 ïðè j > 0. ×èñëèòåëè è çíàìåíàòåëè ïîäõîäÿùèõ äðîáåé
÷èñëà α ïîëîæèòåëüíû è îáðàçóþò âîçðàñòàþùèå ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè. Ïóñòü m � íàèáîëüøèé íîìåð ïîäõîäÿùåé äðîáè ÷èñëà α, äëÿ
êîòîðîé âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî PmQm < N 1/3. Çàìåòèì, ÷òî Pm

Qm
6= α,

òàê êàê äðîáü α = u
v íåñîêðàòèìà è Qm < N 1/3 < v. Â ÷àñòíîñòè, ýòî

âëå÷åò íåðàâåíñòâî m < n.
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Ïîëîæèì r = Pm, s = Qm. Òîãäà

rs = PmQm < N 1/3.

Çàìåòèì, ÷òî α−1 =
u

v
< 1, è öåïíàÿ äðîáü ýòîãî ÷èñëà ðàâíà

α−1 = [0; a0, a1, . . . , an].

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäõîäÿùèõ äðîáåé ÷èñëà
α−1 èìååò âèä 0,

Q0

P0
,
Q1

P1
, . . .. Ïðèìåíÿÿ òåïåðü íåðàâåíñòâî (1.28) ê

ïîäõîäÿùèì äðîáÿì ÷èñåë α è α−1, íàõîäèì
∣∣∣∣
v

u
− Pm

Qm

∣∣∣∣ <
1

QmQm+1
,

∣∣∣∣
u

v
− Qm

Pm

∣∣∣∣ <
1

PmPm+1
.

Ýòè íåðàâåíñòâà ìîãóò áûòü ïåðåïèñàíû â âèäå
∣∣∣v
u
− r

s

∣∣∣ <
1

sQm+1
,

∣∣∣u
v
− s

r

∣∣∣ <
1

rPm+1

èëè òàê:
|vs− ur| < u

Qm+1
, |vs− ur| < v

Pm+1

Ïåðåìíîæàÿ ïî÷ëåííî ïîëó÷èâøèåñÿ íåðàâåíñòâà è ïîëüçóÿñü òåì,
÷òî uv = N , à ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ íîìåðà m âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî Pm+1Qm+1 > N 1/3, íàõîäèì

|vs− ur|2 <
uv

Pm+1Qm+1
6 N

N 1/3 = N 2/3.

Èçâëåêàÿ êîðåíü èç îáåèõ ÷àñòåé ïîëó÷èâøåãîñÿ íåðàâåíñòâà, çàâåð-
øàåì äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.1. Ïîëîæèì k = rs, ãäå r è s � ÷èñëà
èç ëåììû 5.1. Òîãäà 1 6 k < N 1/3. Ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

4kN = (ur + vs)2 − (ur − vs)2.
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Ïîëîæèì a = ur + vs è b = |ur − vs|. Ñîãëàñíî ëåììå 5.1 èìååì

a2 = (ur+vs)2 = (ur−vs)2 +4kN < N 2/3 +4kN <

(√
4kN +

N 1/6

4
√

k

)2

è a <
√

4kN +
N 1/6

4
√

k
.

5.1.4 ρ�ìåòîä Ïîëëàðäà.
Ïóñòü f(x) � �äîñòàòî÷íî ñëó÷àéíûé� ìíîãî÷ëåí. Âûáåðåì �ñëó÷àé-
íî� x0 ∈ Z, 1 < x0 < N, è ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

xk+1 ≡ f(xk) (mod N), k > 0,

Òàê êàê êîëè÷åñòâî êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ N íå ïðåâîñõîäèò
N , òî ñóùåñòâóþò òàêèå èíäåêñû i, j, 0 6 i, j < N , ÷òî xi ≡ xj

(mod N) è çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk (mod N) çàöèêëèâàåòñÿ.
Ïåðèîä ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå âñåãäà íà÷èíàåòñÿ ñ ñàìîãî íà-
÷àëà, îíà ìîæåò èìåòü ïðåäïåðèîäè÷åñêóþ ÷àñòü. Ñèìâîëè÷åñêè òà-
êóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæíî èçîáðàçèòü â âèäå ãðå÷åñêîé áóêâû
ρ. Ïîäõîäÿùàÿ ñíèçó íîæêà ýòîé áóêâû ñîîòâåòñòâóåò ïðåäïåðèîäè-
÷åñêîé ÷àñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, îíà ïåðåõîäèò â çàìêíóòóþ ïåòëþ,
ñîîòâåòñòâóþùóþ ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòè. Ýòà àíàëîãèÿ è äàëà íàçâà-
íèå àëãîðèòìó.

Ïîëëàðä îáíàðóæèë, ÷òî äëÿ ïðîñòûõ p, êàê ïðàâèëî, äëèíà ïåðè-
îäà è ïðåäïåðèîäè÷åñêàÿ ÷àñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

xk+1 ≡ f(xk) (mod p), k > 0,

îãðàíè÷åíû ñâåðõó âåëè÷èíîé c
√

p, ãäå c � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.
Èäåÿ àëãîðèòìà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿòü

íàèáîëüøèå îáùèå äåëèòåëè (x2i − xi, N), i = 1, 2, 3, . . .. Åñëè p �
ïðîñòîé äåëèòåëü N , ` � äëèíà ïåðèîäà è a � äëèíà ïðåäïåðèîäè÷å-
ñêîé ÷àñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xk+1 ≡ f(xk) (mod p), òî äëÿ íîìåðà
i, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì

i > a, `|i, (5.4)
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èìååì x2i ≡ xi (mod p), òàê ÷òî (x2i − xi, N) > 1. ßñíî, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò ÷èñëî i, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (5.4) è íåðàâåíñòâó i 6
a + ` = O(

√
p). Êîíå÷íî, ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî N |x2i − xi. Òîãäà

íóæíî âûáèðàòü èíîå íà÷àëüíîå çíà÷åíèå x0.
Åñëè p � íàèìåíüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü N , òî p 6 N 1/2, òàê ÷òî

i = O(N 1/4).
Â ñëåäóþùåì íèæå àëãîðèòìå âû÷èñëÿþòñÿ ïàðû {xi, x2i}, i > 1.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñëåäóþùåé ïàðû {xi+1, x2i+2} íóæíî âû÷èñëèòü

xi+1 ≡ f(xi)(mod N), x2i+1 ≡ f(x2i)(mod N),

x2i+2 ≡ f(x2i+1)(mod N),

ò.å. âûïîëíèòü O(1) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.

Àëãîðèòì 5.3. Äàíî: ñîñòàâíîå ÷èñëî N .
Íàéòè: íåòðèâèàëüíûé äåëèòåëü N .

1. Âûáðàòü ñëó÷àéíî x0 ∈ Z, 1 < x0 < N , è ïîëîæèòü

x = f(x0) (mod N), y = f(x) (mod N).

2. Âû÷èñëèòü d = (y−x,N). Åñëè 1 < d < N àëãîðèòì îñòàíàâ-
ëèâàåòñÿ, íåòðèâèàëüíûé äåëèòåëü d ÷èñëà N íàéäåí.

3. Åñëè d = N , ïåðåéòè â ï. 1.
4. Ïîëîæèòü

x = f(x) (mod N), z = f(y) (mod N), y = f(z) (mod N)

è ïåðåéòè â ïóíêò 2 àëãîðèòìà.

Åñëè âñå óäà÷íî ñëîæèòñÿ, òî íåòðèâèàëüíûé äåëèòåëü ÷èñëà N

áóäåò íàéäåí çà O(p1/2) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, ãäå p � íàèìåíü-
øèé ïðîñòîé äåëèòåëü N , ò.å. çà O(N 1/4) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.

Â ñèëó îöåíêè ñëîæíîñòè O(p1/2) àëãîðèòì óäîáåí äëÿ íàõîæäåíèÿ
íå î÷åíü áîëüøèõ äåëèòåëåé p ÷èñëà N , åñëè îíè åñòü.

Â êà÷åñòâå f(x) îáû÷íî âûáèðàþòñÿ ìíîãî÷ëåíû âèäà x2 + a. Íà-
ïðèìåð, ìîæíî âçÿòü f(x) = x2 + 1 èëè f(x) = x2− 1. Â òî æå âðåìÿ
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âûáîð f(x) = x2 − 2 è x0 = 2 íå î÷åíü óäà÷åí, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk èìååò ïåðèîä 1.

Ïðèâåäåì òåïåðü íåêîòîðûå ýâðèñòè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ â ïîëüçó
òîãî, ÷òî äëèíà ïåðèîäà è ïðåäïåðèîäè÷åñêàÿ ÷àñòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè xk+1 ≡ f(xk) (mod p) îöåíèâàþòñÿ ñâåðõó âåëè÷èíîé O(p1/2).

Ïóñòü M � äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî, íî ïðè ýòîì M = o(p2/3).
Áóäåì äåëàòü ñëó÷àéíûå âûáîðêè íàáîðîâ z = {z1, . . . , zM}, 0 6 zi <

p. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè âûáðàííûõ ÷èñåë zi íàéäóòñÿ
äâà îäèíàêîâûõ ýëåìåíòà?

Êîëè÷åñòâî âñåõ âîçìîæíûõ íàáîðîâ z ðàâíî pM . Ñðåäè íèõ èìå-
åòñÿ p(p − 1) · · · (p −M + 1) íàáîðîâ ñ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè êîîðäè-
íàòàìè. Ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü ñëó÷àéíîìó íàáîðó z èìåòü ðàçëè÷íûå
êîîðäèíàòû ðàâíà

µ =
p(p− 1) · · · (p−M + 1)

pM
=

p!

pM(p−M)!
.

Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé Ñòèðëèíãà N ! ∼ NNe−N
√

2πN , íàõîäèì

µ ∼ ppe−p
√

2πp

pM(p−M)p−Me−p+M
√

2π(p−M)
.

Òàê êàê
(p−M) ln

(
1− M

p

)
= −M +

M 2

2p
+ o(1),

òî µ ∼ e−M2/(2p) ïðè p →∞. Åñëè M =
√

2p ln 2 + O(1) = O(p1/2), òî
M 2

2p
= ln 2 + o(1) è µ =

1

2
+ o(1).

Ýòî çíà÷èò, ÷òî åñëè ìíîãî÷ëåí f(x) ïîðîæäàåò �ñëó÷àéíóþ� ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü x0, x1, x2, . . ., òî íàáîð xk+1, xk+2, . . . , xk+M äëèíû
O(p1/2) ñ âåðîÿòíîñòüþ áëèçêîé ê 1

2
áóäåò èìåòü äâà îäèíàêîâûõ ÷ëå-

íà.
Êîíå÷íî, ýòî ðàññóæäåíèå íå ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâîì, íî îíî äà-

åò ïðàâäîïîäîáíîå îáúÿñíåíèå, ïî÷åìó ρ�ìåòîä Ïîëëàðäà äîñòàòî÷íî
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áûñòðî íà ïðàêòèêå íàõîäèò íåáîëüøèå ïðîñòûå äåëèòåëè ñîñòàâíûõ
÷èñåë.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ñêîðîñòü ðàáîòû ýòîãî àëãîðèòìà ìîæåò áûòü
óâåëè÷åíà, åñëè íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü (x2i − xi, N) âû÷èñ-
ëÿòü íå íà êàæäîì øàãå. Íàïðèìåð, ìîæíî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
i = 0, d, 2d, . . . âû÷èñëÿòü (

∏i+d
k=i+1(x2k − xk), N), âûáðàâ d íå î÷åíü

áîëüøèì.

5.1.5 (p-1)�ìåòîä Ïîëëàðäà.
Ïóñòü N � ñîñòàâíîå ÷èñëî è ïóñòü p � íåêîòîðûé åãî ïðîñòîé äå-
ëèòåëü. Ïî òåîðåìå Ýéëåðà, ïðè ëþáîì a, âçàèìíî ïðîñòîì ñ N , è
ëþáîì íàòóðàëüíîì t ñïðàâåäëèâî ñðàâíåíèå

at(p−1) ≡ 1 (mod p).

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî d = (at(p−1)−1, N) äåëèòñÿ íà p, òî åñòü ÿâëÿåò-
ñÿ äåëèòåëåì N , îòëè÷íûì îò 1. Êîíå÷íî, åñëè t ñëèøêîì âåëèêî èëè
ïîðÿäîê a ïî ìîäóëþ N ñëèøêîì ìàë, ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî d = N .
Íî, åñëè a âûáèðàòü ñëó÷àéíûì îáðàçîì, òî ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ
ïîðÿäîê a ïî ìîäóëþ N áóäåò áîëüøèì, è òîãäà äëÿ ðàçëîæåíèÿ N

íà ìíîæèòåëè äîñòàòî÷íî íàéòè êàê ìîæíî ìåíüøóþ ñòåïåíü, â êî-
òîðîé a áóäåò ñðàâíèìî ñ 1 ïî ìîäóëþ p. Â ñëó÷àå, êîãäà p−1 ÿâëÿåò-
ñÿ ïðîèçâåäåíèåì ìàëåíüêèõ ïðîñòûõ, ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ äîâîëüíî
áûñòðî.
Àëãîðèòì 5.4. Äàíî: Ñîñòàâíîå ÷èñëî N , öåëîå ÷èñëî a, âçàèìíî
ïðîñòîå ñ N , ãðàíèöà ãëàäêîñòè B.
Íàéòè: Íåòðèâèàëüíûé äåëèòåëü N .

1. Ïîëîæèòü b = a.
2. Äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî ÷èñëà q 6 B íàéòè ìàêñèìàëüíîå íàòó-

ðàëüíîå c, òàêîå ÷òî qc 6 N , è çàìåíèòü b íà îñòàòîê îò äåëåíèÿ
bqc íà N .

3. Âû÷èñëèòü d = (b− 1, N).
4. Åñëè 1 < d < N , òî d � íåòðèâèàëüíûé äåëèòåëü N . ÑÒÎÏ.
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5. Åñëè d = 1, òî ëþáîå ÷èñëî p − 1, ãäå p � ïðîñòîé äåëèòåëü
N , äåëèòñÿ íà êàêîå-òî ïðîñòîå ÷èñëî, áîëüøåå B. ÑÒÎÏ.

6. Åñëè d = N , òî ëèáî B ñëèøêîì âåëèêî, ëèáî ïîðÿäîê a ïî
ìîäóëþ N ñëèøêîì ìàë. ÑÒÎÏ.

Ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ïóíêòà 2 èìååì b ≡ aM (mod N), ãäå M =∏
q6B

qc(q) è c(q) � íàèáîëüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ñ óñëîâèåì qc(q) 6 N .

Òàêèì îáðàçîì, â ïóíêòå 2 ÷èñëî a âîçâîäèòñÿ ïî ìîäóëþ N â ñòåïåíü,
êîòîðàÿ äåëèòñÿ íà ëþáîå B�ãëàäêîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå N , â
÷àñòíîñòè, íà âñå B�ãëàäêèå ÷èñëà p − 1, ãäå p � êàêîé-òî ïðîñòîé
äåëèòåëü N . Ïóíêò 2 òðåáóåò O

(
B

ln B ln N
)
àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ B àëãîðèòì ñïîñîáåí äîâîëüíî
áûñòðî íàõîäèòü òå ïðîñòûå äåëèòåëè p ÷èñëà N , äëÿ êîòîðûõ ÷èñëî
p− 1 ÿâëÿåòñÿ B�ãëàäêèì. Â õóäøåì æå ñëó÷àå, äëÿ òîãî, ÷òîáû âû-
äåëèòü èç N íåòðèâèàëüíûé ïðîñòîé äåëèòåëü, ìîæåò ïîíàäîáèòüñÿ
âçÿòü B ïîðÿäêà N 1/2, è òîãäà êîëè÷åñòâî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé
â àëãîðèòìå áóäåò îöåíèâàòüñÿ âåëè÷èíîé O(N 1/2).

5.2 Ñóáýêñïîíåíöèàëüíûå àëãîðèòìû.
Ìíîãèå àëãîðèòìû äëÿ ðàçëîæåíèÿ ñîñòàâíûõ ÷èñåë N íà ìíîæèòåëè
èñïîëüçóþò ñëåäóþùóþ èäåþ:

1. Íàéòè òàêèå öåëûå ÷èñëà x, y, ÷òî

x2 ≡ y2 (mod N). (5.5)

2. Âû÷èñëèòü d = (x− y, N). Åñëè 1 < d < N , òî d � ñîáñòâåí-
íûé äåëèòåëü N .

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ïàð (x, y) ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ åùå îäíî ñîîá-
ðàæåíèå. Êàêèì-ëèáî îáðàçîì ñòðîèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàð öå-
ëûõ ÷èñåë (Ri, zi), i = 1, 2, . . ., òàêèõ, ÷òî

z2
i ≡ Ri (mod N), i = 1, 2, . . . . (5.6)
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Äîïóñòèì, ÷òî ïðè ýòîì åñòü âîçìîæíîñòü íàõîäèòü ñîâîêóïíîñòè L
èíäåêñîâ {i1, . . . , i`} òàêèõ, ÷òî

Ri1 · · ·Ri` = y2 , y ∈ Z. (5.7)

Òîãäà äëÿ x ≡ zi1 · · · zi` (mod N) èìååì

x2 ≡ z2
i1
· · · z2

i`
≡ Ri1 · · ·Ri` = y2 (mod N),

÷òî äàåò ïàðó ÷èñåë (x, y) ñ óñëîâèåì (5.5).
Â ýòîé ñâÿçè âîçíèêàþò äâà âîïðîñà:
1. êàê ñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèå (5.6), è
2. êàê âûáèðàòü íàáîðû (i1, . . . , i`), óäîâëåòâîðÿþùèå (5.7)?
Äëÿ îòâåòà íà âòîðîé âîïðîñ îáû÷íî ïîñòóïàþò òàê. Âûáèðàþò

íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî

B = {p0 = −1, p1, p2, . . . , p`},
ãäå p1, . . . , p` � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà. Ýòî ìíîæåñòâî íàçûâàåò-
ñÿ áàçîé ðàçëîæåíèÿ (ôàêòîðíîé áàçîé). Çàòåì ñ ïîìîùüþ ìåòîäà
ïðîáíûõ äåëåíèé íà ýëåìåíòû B ïûòàþòñÿ ðàçëîæèòü ÷èñëà Ri íà
ïðîñòûå ìíîæèòåëè. Åñëè

Ri =
∏̀

j=0

p
αi,j

j ,

òî èíäåêñ i ïîìåùàþò â L. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòîò èíäåêñ îòáðàñû-
âàåòñÿ. Ïîëîæèì

ai,j ≡ αi,j (mod 2), ai,j ∈ {0, 1}, j = 0, 1, . . . , `.

è îïðåäåëèì âåêòîð ei = (ai,0, . . . , ai,`) ∈ F`+1
2 .

Åñëè |L| > ` + 1, òî âåêòîðû ei, i ∈ L, ëèíåéíî çàâèñèìû íàä
F2. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóþò íå ðàâíûå îäíîâðåìåííî íóëþ ÷èñëà
bi ∈ {0, 1}, i ∈ L, òàêèå, ÷òî

∑

i∈L
biei = 0 (5.8)
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â ïîëå F2.
Òîãäà

∏

i∈L
Rbi

i =
∏̀
j=0

∏

i∈L
p

biαi,j

j =
∏̀
j=0

p
∑

i∈L biαi,j

j .

Ïîñêîëüêó ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ai,j è (5.8)
∑

i∈L
biαi,j ≡

∑

i∈L
biai,j ≡ 0 (mod 2),

òî ïîëîæèâ

cj =
1

2

∑

i∈L
biαi,j ∈ Z , y =

∏̀
j=0

p
cj

j ,

áóäåì èìåòü ∏

i∈L
Rbi

i = y2.

Çàâèñèìîñòåé âèäà (5.8) ïðè |L| ñóùåñòâåííî ïðåâûøàþùåì ` + 1
ìîæåò áûòü íåñêîëüêî, è ýòî äàåò íåñêîëüêî ïàð (x, y), óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ (5.5), ÷òî âàæíî, åñëè äëÿ ïåðâîé èç ýòèõ ïàð âûïîëíÿåòñÿ
(x− y, N) ∈ {1, N}.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê êîíñòðóêöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

5.2.1 Àëãîðèòì öåïíûõ äðîáåé.
Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà Äæ.Ìîððèñîí è Ì.Áðèëëõàðò âïåðâûå â
1975ã. ðàçëîæèëè íà ìíîæèòåëè ÷èñëî

F7 = 227

+ 1 = 340282366920938463463374607431768211457 =

= 59649589127497217 · 5704689200685129054721.

Äëÿ îïèñàíèÿ àëãîðèòìà ïîíàäîáÿòñÿ ñâîéñòâà ðàçëîæåíèé â öåïíûå
äðîáè ÷èñåë âèäà

√
N , ãäå N � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íå ÿâëÿþùåå-

ñÿ êâàäðàòîì. Òàê êàê
√

N åñòü êîðåíü ìíîãî÷ëåíà x2 − N âòîðîé
ñòåïåíè ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, òî ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà, îòíî-
ñÿùåéñÿ ê ïðîèçâîëüíûì êâàäðàòè÷íûì èððàöèîíàëüíîñòÿì, öåïíàÿ
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äðîáü
√

N = [a0; a1, a2, . . .] ïåðèîäè÷íà, ò.å. äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî k

ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî an+k = an.
Ýòî ñâîéñòâî îáîçíà÷àåòñÿ çàïèñüþ

[ a0; a1, . . . , ah, ah+1, . . . , ah+k ],

ãäå ah+1, . . . , ah+k � ïåðèîä. Íàïðèìåð,
√

69 = [8; 3, 3, 1, 4, 1, 3, 3, 16]

È â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè N � íàòóðàëüíîå
÷èñëî, íå ÿâëÿþùååñÿ êâàäðàòîì íèêàêîãî öåëîãî ÷èñëà, òî

√
N = [a0; a1, . . . , ak, 2a0],

ãäå a0 = [
√

N ], ïðè÷åì óïîðÿäî÷åííûé íàáîð ÷èñåë a1, . . . , ak ñèììåò-
ðè÷åí, ò.å. a1 = ak, a2 = ak−1 è ò.ä. Ðàçëîæåíèÿ òàêèõ ñïåöèàëüíûõ
÷èñåë îáëàäàþò è ðÿäîì äðóãèõ îñîáåííîñòåé. Òàê, åñëè Pk

Qk
� ïîäõî-

äÿùèå äðîáè ê ÷èñëó
√

N , òî

αk+1 =
Ak+1 +

√
N

Bk+1
, k > 0,

ãäå

Bk+1 = (−1)k+1(P 2
k −NQ2

k), (5.9)
Ak+1 = (−1)k+1(NQkQk−1 − PkPk−1)

ñóòü öåëûå ÷èñëà, ïðè÷åì Bk+1 > 0. Èç ðàâåíñòâà (5.9) ñëåäóåò, ÷òî

P 2
k ≡ (−1)k+1Bk+1 (mod N).

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëà Rk = (−1)k+1Bk+1, zk = Pk óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ (5.6). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Ak, Bk) óäîáíî âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïî-
ìîùüþ ñîîòíîøåíèé

Ak+1 = akBk − Ak, Bk+1 =
N − A2

k+1

Bk
, ak =


Ak +

[√
N

]

Bk


 .
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Èç íèõ, ïîñêîëüêó Bk > 0, k > 0, ñëåäóåò |Ak+1| <
√

N è

Bk =
Ak + Ak+1

ak
< 2

√
N.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Bk îãðàíè÷åíà, è ïî âåëè÷èíå åå
÷ëåíû ñóùåñòâåííî ìåíüøå N .

Åñëè p � ïðîñòîå ÷èñëî, âõîäÿùåå â ðàçëîæåíèå Bk+1 íà ïðîñòûå
ñîìíîæèòåëè, òî èç ðàâåíñòâà (5.9) ñëåäóåò, ÷òî P 2

k ≡ NQ2
k (mod p),

è p - Qk, âåäü ÷èñëà Pk, Qk âçàèìíî ïðîñòû. Ïîýòîìó N � êâàäðà-
òè÷íûé âû÷åò ïî ìîäóëþ p è â áàçó ìíîæèòåëåé B ïîìèìî p0 = −1

ñëåäóåò âêëþ÷àòü òîëüêî ïðîñòûå ÷èñëà ñ óñëîâèåì
(

N

p

)
= 1.

Åñëè â ìíîæåñòâî B îòíåñòè âñå ïðîñòûå ÷èñëà p ñ óñëîâèÿìè(
N
p

)
= 1, p 6 La, ãäå L = e(lnN ln ln N)1/2 è a =

1√
2
, òî, êàê ìîæíî

ïðîâåðèòü, äëÿ ðàçëîæåíèÿ ÷èñëà N íà ìíîæèòåëè àëãîðèòìó íåïðå-
ðûâíûõ äðîáåé ïîòðåáóåòñÿ

O(L
√

2+o(1)) = O(e
√

(2+o(1)) ln N ln ln N)

àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.

5.2.2 Àëãîðèòì Äèêñîíà.
Îïèñûâàåìûé íèæå âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì ðàçëîæåíèÿ ÷èñåë íà
ìíîæèòåëè íå èìååò ïðàêòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ. Ê åãî äîñòîèíñòâàì
ìîæíî îòíåñòè òî, ÷òî âåðîÿòíîñòü ñðàáàòûâàíèÿ è ñðåäíåå êîëè÷å-
ñòâî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, íåîáõîäèìûõ ýòîìó àëãîðèòìó äëÿ
ðàçëîæåíèÿ ÷èñëà íà ìíîæèòåëè, îöåíèâàþòñÿ áåç èñïîëüçîâàíèÿ
êàêèõ-ëèáî íå äîêàçàííûõ ãèïîòåç è íîñÿò ñóáýêñïîíåíöèàëüíûé õà-
ðàêòåð.

Àëãîðèòì 5.5. Äàíî: ñîñòàâíîå ÷èñëî N , à òàêæå v, n � ôèêñèðî-
âàííûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà; N íå èìååò ïðîñòûõ äåëèòåëåé, ìåíü-
øèõ v.



ÃËÀÂÀ 5. ÐÀÇËÎÆÅÍÈÅ ×ÈÑÅË ÍÀ ÌÍÎÆÈÒÅËÈ 203

Íàéòè: ðàçëîæåíèå N íà ìåíüøèå ìíîæèòåëè.
Îïðåäåëèòü

B = {p 6 v} = {p1, . . . , p`}
� ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ v; âûáðàòü
êàêèì-ëèáî ñïîñîáîì

L = {z1, . . . , zn}
� ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë, 1 < zj < N ; ïîëîæèòü

L = ∅ , i = 0.

1. Åñëè i > n, àëãîðèòì îñòàíàâëèâàåòñÿ, íå âûäàâàÿ ðàçëîæå-
íèÿ. Îí îêàçàëñÿ áåçóñïåøíûì. Èíà÷å, ïîëîæèòü i = i + 1.

2. Ïóñòü Ri ≡ z2
i (mod N), 1 6 Ri 6 N . Ñ ïîìîùüþ ïðîáíûõ

äåëåíèé íà ÷èñëà èç B ïðåäñòàâèòü Ri â âèäå

Ri = S ·
∏̀

k=1

p
αi,k

k ,

ãäå S íå èìååò ïðîñòûõ äåëèòåëåé èç B. Åñëè S = 1, ïåðåéòè â
ïóíêò 3 àëãîðèòìà, èíà÷å ïåðåéòè â ïóíêò 1.

3. Ïîìåñòèòü èíäåêñ i â ìíîæåñòâî L è çàïîìíèòü âåêòîð αi =
(αi,1, . . . , αi,n). Åñëè |L| 6 `, ïåðåéòè â ïóíêò 1, èíà÷å ïåðåéòè â
ïóíêò 4.

4. Íàéòè íàèìåíüøèé èíäåêñ j ∈ L òàêîé, ÷òî

αj ≡
∑

i∈L
i<j

biαi (mod 2) , bi ∈ {0; 1}.

Èñêëþ÷èòü j èç L. Ïîëîæèòü

c = (c1, . . . , c`) =
1

2
· (αj +

∑

i∈L
i<j

biαi)

è ïåðåéòè â ïóíêò 5.
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5. Ïîëîæèòü

x ≡ zj

∏

i∈L
i<j

zbi

i (mod N), y ≡
∏̀

k=1

pck

k (mod N).

Åñëè x ≡ y (mod N) èëè x ≡ −y (mod N), ïåðåéòè â ïóíêò 1.
Èíà÷å, âû÷èñëèòü d = (x + y, N) � íåòðèâèàëüíûé äåëèòåëü N .

Çàìåòèì, ÷òî

x2 ≡ Rj

∏

i∈L
i<j

Rbi

i ≡
∏̀

k=1

p2ck

k ≡ y2 (mod N).

Óñïåõ àëãîðèòìà çàâèñèò îò âûáîðà ìíîæåñòâà L = (z1, . . . , zn).
Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü N � öåëîå ÷èñëî, èìåþùåå ïî êðàéíåé ìåðå
äâà ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ äåëèòåëÿ, ïóñòü òàêæå

v = e(2 ln N ln ln N)1/2

, n = [v2 + 1]. (5.10)
Òîãäà äëÿ ðàçëîæåíèÿ ÷èñëà N íà ìíîæèòåëè àëãîðèòì Äèêñîíà
â ñðåäíåì òðåáóåò O

(
e3(2 ln N ln ln N)1/2

)
àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, è

äîëÿ òåõ ìíîæåñòâ L, äëÿ êîòîðûõ ÷èñëî N íå áóäåò ðàçëîæåíî
ñîñòàâëÿåò O(v−1).

Îñòàòîê ïàðàãðàôà áóäåò ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó ýòîé òåîðåìû.
Äëÿ åãî îïèñàíèÿ óäîáíî ââåñòè íîâîå ïîíÿòèå, êîòîðîå áóäåò èñïîëü-
çîâàòüñÿ è â äðóãèõ ðàçäåëàõ êíèãè.
Îïðåäåëåíèå 5.1. Ïóñòü y � ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Öåëîå ÷èñëî
n íàçûâàåòñÿ y-ãëàäêèì, åñëè âñå åãî ïðîñòûå äåëèòåëè íå ïðåâîñ-
õîäÿò y.
Ïðåäëîæåíèå 5.1. Ïóñòü v � ÷èñëî, îïðåäåëåííîå â (5.10). Êîëè-
÷åñòâî öåëûõ ÷èñåë z, 1 6 z 6 N, ñ óñëîâèåì, ÷òî w, îïðåäåëåííîå
óñëîâèÿìè w ≡ z2 (mod N), 1 6 w 6 N, åñòü v-ãëàäêîå ÷èñëî, íå
ìåíüøå

N · v−1/2+o(1), ïðè N →∞.
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Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ èñïîëüçóåò íåêîòîðûå ôàêòû
î ðàñïðåäåëåíèè ïðîñòûõ ÷èñåë è íîñèò òåõíè÷åñêèé õàðàêòåð. Ìû
åãî çäåñü íå ïðèâîäèì.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà îòíîñèòñÿ ê ñâîéñòâàì àëãîðèòìà 5.5.

Ëåììà 5.2. Äîëÿ òåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé L = (z1, . . . , zn), ïðè
êîòîðûõ ïóíêò 5 àëãîðèòìà ïðîõîäèòñÿ áîëåå ` ðàç, íå ïðåâîñõîäèò
2−`.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàçîâåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �ïëîõîé�, åñëè àëãî-
ðèòì íà ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áîëåå ` ðàç ïðîõîäèò ïóíêò 5.

Äëÿ êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè L = (z1, . . . , zn) ïîëîæèì w(L) =
(w1, . . . , wn), ãäå wj ≡ z2

j (mod N), 1 6 wj 6 N . Ðàçîáüåì ìíîæåñòâî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé L íà êëàññû, îòíåñÿ â îäèí êëàññ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ñ îäèíàêîâûì çíà÷åíèåì w(L).

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äîëÿ �ïëîõèõ� ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â
êàæäîì èç êëàññîâ íå ïðåâîñõîäèò 2−`.

Ïóñòü K � íåêîòîðûé êëàññ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è (w1, . . . , wn) �
ñîîòâåòñòâóþùèé åìó âåêòîð. Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè L =
(z1, . . . , zn) ∈ K âûïîëíÿþòñÿ ñðàâíåíèÿ z2

k ≡ wk (mod N), k =
1, . . . , n. Ïðè êàæäîì k ñðàâíåíèå x2 ≡ wk (mod N) èìååò 2m ðåøå-
íèé, ãäå m � êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ äåëèòåëåé N . Ïîýòîìó |K| = 2mn.

Ïóñòü L0 = (z̃1, . . . , z̃n) ∈ K � �ïëîõàÿ� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç j1, . . . , j` ïåðâûå ` çíà÷åíèé ïàðàìåòðà j, ïðè êîòîðûõ
àëãîðèòì ïðîõîäèò ÷åðåç øàã 5. Åñëè L ∈ K � ïëîõàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, òî ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ zj, j 6= j1, . . . , j`, êàæäàÿ èç
ïåðåìåííûõ zj1, . . . , zj`

ïðèíèìàåò íå áîëåå äâóõ çíà÷åíèé. Âåäü òîãäà
äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñðàâíåíèÿ

zjk
·
∏

i∈L
i<jk

zbi

i ≡ ±y (mod N),

à âåëè÷èíà y çàâèñèò òîëüêî îò w(L) è èíäåêñà jk. Ñëåäîâàòåëüíî,
êîëè÷åñòâî ïëîõèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íå ïðåâîñõîäèò 2m(n−`) · 2`.
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî |K| = 2mn, çàêëþ÷àåì, ÷òî äîëÿ ïëîõèõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé â K íå ïðåâîñõîäèò

2m(n−`)+`

2mn
= 2−`(m−1) 6 2−`.

Ïåðåéäåì òåïåðü íåïîñðåäñòâåííî ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 5.2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé L =
(z1, . . . , zn) ∈ Zn, 1 6 zj 6 N , è îïðåäåëèì íà íåì ñëó÷àéíóþ âåëè÷è-
íó XL ðàâíîé êîëè÷åñòâó v-ãëàäêèõ ÷èñåë â íàáîðå w(L).

Îáîçíà÷èì áóêâîé λ � âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ v-ãëàäêîãî ÷èñëà
w ≡ z2 (mod N), 1 6 w 6 N ïðè ñëó÷àéíîì âûáîðå öåëîãî z íà
îòðåçêå 1 6 z 6 N . Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 5.1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-
ñòâî

λ > v−1/2+o(1).

Îöåíèì òåïåðü âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ k v-ãëàäêèõ ÷èñåë â ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè w(L) ïðè ñëó÷àéíîì âûáîðå L. Çäåñü ïðèìåíèìà òàê
íàçûâàåìàÿ ñõåìà Áåðíóëëè äëÿ ïîäñ÷åòà âåðîÿòíîñòè k óñïåõîâ ïðè
n èñïûòàíèÿõ. Èìååì äëÿ ýòîé âåðîÿòíîñòè çíà÷åíèå

P (XL = k) =

(
n

k

)
λk(1− λ)n−k.

Òåïåðü íàõîäèì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ýòîé âåëè÷èíû

M(XL) =
n∑

k=0

k

(
n

k

)
λk(1− λ)n−k = nλ

è åå äèñïåðñèþ

D(XL) =
n∑

k=0

(k − nλ)2
(

n

k

)
λk(1− λ)n−k = nλ(1− λ).
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Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó ×åáûøåâà èìååì

P

(
|XL − λn| > λn

2

)
6 nλ(1− λ)(1

2λn
)2 =

4(1− λ)

nλ
<

4

nλ
.

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî

P

(
XL 6 λn

2

)
= P

(
XL − λn 6 −λn

2

)
6

6 P

(
|XL − λn| > λn

2

)
<

4

λn
.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîäàâëÿþùåãî êîëè÷åñòâà ìíîæåñòâ L ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü w(L) áóäåò ñîäåðæàòü áîëåå λn

2
÷èñåë, ÿâëÿþùèõñÿ v-

ãëàäêèìè.
Ïî àñèìïòîòè÷åñêîìó çàêîíó ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë ïðè

âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ x êîëè÷åñòâî π(x) ïðîñòûõ ÷èñåë p 6 x

îãðàíè÷åíî ñâåðõó âåëè÷èíîé 2
x

ln x
. Ïîýòîìó ` = π(v) < 2

v

ln v
è,

çíà÷èò,
λn > nv−1/2+o(1) > v > 8

v

ln v
> 4`.

Ïóñòü òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü L òàêîâà, ÷òî XL > λn
2 > 2` è

àëãîðèòì íå ðàçëîæèë N íà ìíîæèòåëè.
Â ïðîöåññå ñâîåé ðàáîòû àëãîðèòì n ðàç ïðîéäåò ÷åðåç ïóíêò 1.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé |L|, âû÷èñëåííûõ ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ
àëãîðèòìà ÷åðåç ïóíêò 1, íå óáûâàåò, à åñëè àëãîðèòì ïðèøåë â ïóíêò
1 èç ïóíêòà 3, òî îíà âîçðàñòàåò. Çíà÷èò, åñëè â êàêîé-òî ìîìåíò âû-
ïîëíèëîñü íåðàâåíñòâî |L| > `, â äàëüíåéøåì àëãîðèòì èç ïóíêòà 3
áóäåò âñåãäà ñëåäîâàòü â ïóíêò 4. Òàê êàê âåëè÷èíà |L| ìîæåò âîçðàñ-
òàòü íå áîëåå ` ðàç, òî àëãîðèòì íå ìåíåå XL − ` > ` ðàç ïðîéäåò èç
ïóíêòà 3 â ïóíêò 4 è äàëåå â ïóíêò 5. Ñîãëàñíî ëåììå 5.2 äîëÿ òàêèõ
ìíîæåñòâ L ñîñòàâëÿåò íå áîëåå 2−`.

×èñëî N íå áóäåò ðàçëîæåíî àëãîðèòìîì ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè L, åñëè XL 6 λn

2 , ò.å. êîëè÷åñòâî v-ãëàäêèõ ÷èñåë â ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè Ri ìàëî, èëè, åñëè XL > λn

2 è L � ïëîõîå ìíîæåñòâî.
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Ïîýòîìó äîëÿ òåõ L, äëÿ êîòîðûõ àëãîðèòì íå ðàçëîæèò N , íå ïðå-
âîñõîäèò

4

nλ
+ 2−` 6 4

v2 · (v1/2+o(1)) + 2−
v

2 ln v = O
(
v−3/2+o(1)

)
.

Çäåñü èñïîëüçîâàëèñü íåðàâåíñòâà n > v2, λ > v−
1
2+o(1), ` > v

2 ln v . Âòî-
ðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçàíî.

Îöåíêà ñðåäíåãî êîëè÷åñòâà àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â àëãîðèò-
ìå äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ íåïîñðåäñòâåííûõ âû÷èñëåíèé, è ìû åå
îïóñêàåì.

Âîçìîæíû óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ àëãîðèòìà, íåçíà÷èòåëüíî óìåíü-
øàþùèå åãî ñëîæíîñòü. Îíè ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ è â ñâÿçè ñ äðóãèìè
àëãîðèòìàìè.

1. Èñïîëüçîâàíèå áîëåå ñîâåðøåííûõ ìåòîäîâ ðàçëîæåíèÿ íà ìíî-
æèòåëè â ïóíêòå 2 àëãîðèòìà.

2. Èñïîëüçîâàíèå áîëüøèõ ïðîñòûõ ÷èñåë. Åñëè â øàãå 2

Ri = S ·
∏̀
j=1

p
αi,j

j ,

ïðè÷åì S 6 v2, òî S � ïðîñòîå ÷èñëî. Èíà÷å îíî èìåëî áû ïðîñòîé
äåëèòåëü, îöåíèâàåìûé âåëè÷èíîé

√
S 6 v, ÷òî íåâåðíî. Òàêèå èíäåê-

ñû i ìîæíî íå îòáðàñûâàòü, à çàïîìèíàòü â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ S.
Ïðîéäåì çàòåì ïî âñåé ñîõðàíåííîé òàáëèöå è ñðàâíèì ðàçëîæåíèÿ ñ
îäèíàêîâûìè S. Èç äâóõ òàêèõ ðàçëîæåíèé, ïåðåìíîæèâ èõ, ìîæíî
èñêëþ÷èòü S. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè

z2
i ≡ S ·

∏̀
j=1

p
αi,j

j (mod N), z2
k ≡ S ·

∏̀
j=1

p
αk,j

j (mod N),

è öåëîå ÷èñëî T îïðåäåëåíî ñðàâíåíèåì ST ≡ zizk (mod N), òî

T 2 ≡
∏̀
j=1

p
αi,j+αk,j

j (mod N).
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È ýòî ñðàâíåíèå ìîæíî èñïîëüçîâàòü â ðàáîòå àëãîðèòìà. Íåñìîòðÿ
íà òî, ÷òî ñðàâíåíèé ñ áîëüøèì ïðîñòûì S äîâîëüíî ìíîãî, àñèìïòî-
òè÷åñêè èõ èñïîëüçîâàíèå íå óëó÷øàåò îöåíêó ñëîæíîñòè. Íà ïðàê-
òèêå óñïåøíî ïðèìåíÿëèñü òàêæå àëãîðèòìû, èñïîëüçóþùèå ÷èñëà
S, ðàñêëàäûâàþùèåñÿ â ïðîèçâåäåíèå äâóõ áîëüøèõ ïðîñòûõ ñîìíî-
æèòåëåé.

3. Ñòðàòåãèÿ ðàííåãî îáðûâà. Ïðè ðàçëîæåíèè ÷èñåë Ri íà ìíî-
æèòåëè ìîæíî îòáðàñûâàòü èíäåêñ i äî òîãî, êàê Ri áûëî ðàçäåëåíî
íà âñå ïðîñòûå ÷èñëà èç B. Íàïðèìåð, çàäàâøèñü ïàðàìåòðàìè θ, γ,
ìîæíî ðàçäåëèòü Ri íà âñå ïðîñòûå ÷èñëà p ∈ B, p 6 vθ è, åñëè íåðàç-
ëîæèâøàÿñÿ ÷àñòü Ri ïðåâûøàåò Nγ, òàêîå i ìîæíî îòáðîñèòü.

Ýòîò ïîäõîä ïðè ïðàâèëüíîì âûáîðå ïàðàìåòðîâ v, θ, γ ïîçâîëÿåò
ñíèçèòü êîëè÷åñòâî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â àëãîðèòìå.

4. Àëãîðèòì Äèêñîíà äîïóñêàåò ðàñïàðàëëåëèâàíèå âû÷èñëåíèé
ïàð Ri, zi.

5.2.3 Àëãîðèòì ïðîñåèâàíèÿ.
Â àëãîðèòìàõ ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè è ïðè ðåøåíèè äðóãèõ òåîðå-
òèêî-÷èñëîâûõ çàäà÷ âàæíóþ ðîëü èãðàåò òàê íàçûâàåìûé àëãîðèòì
ïðîñåèâàíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàí íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí f(x) ∈
Z[x] è òðåáóåòñÿ íàéòè âñå öåëûå ÷èñëà k, ðàñïîëîæåííûå íà íåêîòî-
ðîì îòðåçêå A 6 k 6 B è òàêèå, ÷òî çíà÷åíèÿ f(k) ðàñêëàäûâàþòñÿ
â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ÷èñåë èç çàäàííîãî ìíîæåñòâà B. Èäåÿ àëãî-
ðèòìà ïðîñåèâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî åñëè f(a) ≡ 0 (mod pt),
òî ïðè ëþáîì öåëîì ` âûïîëíÿåòñÿ òàêæå ñðàâíåíèå f(a + `pt) ≡ 0
(mod pt). Ýòî ïîçâîëÿåò ôèêñèðîâàòü ñðàçó íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ÷è-
ñåë k, äëÿ êîòîðûõ â ðàçëîæåíèå f(k) íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè âõîäèò
ïðîñòîå ÷èñëî p â ñòåïåíè íå ìåíüøåé t. Â ðåçóëüòàòå ïðîöåññ ïîèñêà
íóæíûõ ÷èñåë k óñêîðÿåòñÿ. Ìû ðàññìîòðèì ýòîò àëãîðèòì ñðàçó äëÿ
íåñêîëüêèõ ìíîãî÷ëåíîâ f(x), ÷òî òðåáóåòñÿ â ïðèëîæåíèÿõ.

Ïóñòü f1(x), . . . , fr(x) � ìíîãî÷ëåíû ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè
è B � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë. Òðåáóåòñÿ íàéòè öåëûå
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÷èñëà k ∈ [A,B] òàêèå, ÷òî âñå çíà÷åíèÿ fj(k), 1 6 j 6 r, ðàñêëàäûâà-
þòñÿ òîëüêî íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè èç B. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî äëèíà îòðåçêà [A,B] è ìíîæåñòâî B âåëèêè, à ÷èñëî r ìàëî, ñêà-
æåì r = 1 èëè r = 2. Â îïèñûâàåìîì íèæå àëãîðèòìå ïðèñóòñòâóåò
íåêîòîðûé öåëûé ïàðàìåòð D è êðàòíîñòè vp, p ∈ B, âû÷èñëÿåìûå â
çàâèñèìîñòè îò ðåàëüíîé çàäà÷è.

Àëãîðèòì 5.6. Âõîä: ìíîãî÷ëåíû f1(x), . . . , fr(x) ñ öåëûìè êîýôôè-
öèåíòàìè è öåëûå ÷èñëà A < B.

Âûõîä: Ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ ÷èñåë k, A 6 k 6 B, äëÿ êîòîðûõ
êàæäîå èç ÷èñåë f1(k), . . . , fr(k) ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ïðîñòûå ìíî-
æèòåëè èç B.

1. Äëÿ êàæäîãî p ∈ B è âñåõ j = 1, . . . , r, i = 1, . . . , vp âû÷èñëèòü
ìíîæåñòâà

Sj(p, i) = {c ∈ Z | 0 6 c < pi, fj(c) ≡ 0 (mod pi)}.
2. Âû÷èñëèòü ln p, p ∈ B, è äëÿ âñåõ j = 1, . . . , r, k ∈ [A,B]

âû÷èñëèòü
ak,j = ln |fj(k)|.

3. (Ïðîñåèâàíèå) Äëÿ êàæäîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ (p, i, j, c) ñ óñëî-
âèÿìè

p ∈ B, 1 6 i 6 vp, 1 6 j 6 r, c ∈ Sj(p, i)

è êàæäîãî öåëîãî `, äëÿ êîòîðîãî

k = c + `pi ∈ [A,B]

ïåðåñ÷èòàòü çíà÷åíèå ak,j, à èìåííî

ak,j = ak,j − ln p.

Çíà÷åíèÿ ` ïåðåáèðàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî. Ïðè ýòîì k ïðîáåãàåò
àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñ øàãîì pi.

4. Äëÿ âñåõ ÷èñåë k ñ óñëîâèåì

ak,j < D (5.11)



ÃËÀÂÀ 5. ÐÀÇËÎÆÅÍÈÅ ×ÈÑÅË ÍÀ ÌÍÎÆÈÒÅËÈ 211

ïðîèçâåñòè ðàçëîæåíèå âñåõ fj(k), 1 6 j 6 r, íà ìíîæèòåëè ïðîá-
íûìè äåëåíèÿìè íà ýëåìåíòû èç ìíîæåñòâà B.

Îãðàíè÷èìñÿ ëèøü íåêîòîðûìè çàìå÷àíèÿìè â ñâÿçè ñ ðàáîòîé
ýòîãî àëãîðèòìà.

1. Â ïóíêòå 1 àëãîðèòìà ñëåäóåò íàéòè ðåøåíèÿ ñðàâíåíèé fj(x) ≡
(mod p), à çàòåì âûïîëíèòü ïîäúåì ýòèõ ðåøåíèé ïî ìîäóëþ pi.

2. Ïðè ôèêñèðîâàííûõ p, j, k ñ óñëîâèÿìè p ∈ B, 1 6 j 6 r, k ∈
[A,B] ïåðåñ÷åò çíà÷åíèé ak,j â ïóíêòå 3 áóäåò ïðîèçâîäèòüñÿ νp(fj(k))
ðàç. Êîëè÷åñòâî âû÷èòàíèé áóäåò ðàâíî êîëè÷åñòâó èíäåêñîâ i òà-
êèõ, ÷òî ÷èñëî c èç èíòåðâàëà [0, pi), îïðåäåëåííîå ñðàâíåíèåì k ≡ c

(mod pi), ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Sj(p, i), ò.å. óäîâëåòâîðÿåò ñðàâíå-
íèþ fj(c) ≡ 0 (mod pi). Ïîñëåäíåå âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà fj(k) ≡ 0 (mod pi).

3. Åñëè ÷èñëî k ∈ [A,B] óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (5.11) ïðè
j = 1, . . . , r, òî ñïðàâåäëèâû ðàçëîæåíèÿ

fj(k) = qj

∏

p∈B
pαj(p),

ãäå αj(p) � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà è qj ∈ Z, 1 6 qj 6 eD. Åñëè
νp(fj(k)) 6 vp, òî αj(p) = νp(fj(k)). Ðåàëüíûå âû÷èñëåíèÿ ëîãàðèô-
ìîâ ïðîèçâîäÿòñÿ ñ íåêîòîðîé îøèáêîé, ïîýòîìó ðåàëüíûå çíà÷åíèÿ
qj ìîãóò íåñêîëüêî ïðåâûøàòü ãðàíèöó eD.

5.2.4 Êâàäðàòè÷íîå ðåøåòî.
Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí

R(x) = (x + [
√

N ])2 −N.

Òîãäà ïàðà ÷èñåë

zi = i + [
√

N ], Ri = R(i)

óäîâëåòâîðÿåò ñðàâíåíèþ

z2
i ≡ Ri (mod N).
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Êðîìå òîãî,

Ri = (i + [
√

N ])2 −N 6 (i +
√

N)2 −N = i2 + 2i
√

N.

Åñëè i = O(N ε), ãäå ε > 0, òî Ri = O(N 1/2+ε).
Âàæíîå ïðåèìóùåñòâî ýòîãî ïîäõîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìîæíî

îðãàíèçîâàòü ðàçëîæåíèå ÷èñåë Ri íå ïîîäèíî÷êå, à âñåõ ñðàçó, èñ-
ïîëüçóÿ àëãîðèòì ïðîñåèâàíèÿ.

Äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî p|Ri èìååì

z2
i ≡ N (mod p).

Ïîýòîìó â áàçó ìíîæèòåëåé èìååò ñìûñë âêëþ÷èòü òîëüêî òå ïðîñòûå
÷èñëà p, äëÿ êîòîðûõ ñèìâîë Ëåæàíäðà ðàâåí

(
N
p

)
= 1.

Îïðåäåëèì ïðè íåêîòîðîì v ìíîæåñòâî B ðàâåíñòâîì

B = {p1, . . . , p`} =
{

p 6 v,
(

N
p

)
= 1

}
.

Äàëåå, äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñåë i, 1 6 i 6 B = O(N ε) ñ óñëîâèåì, ÷òî
Ri = R(i) ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè p ∈ B èñïîëüçóåòñÿ
àëãîðèòì ïðîñåèâàíèÿ ñ ìíîãî÷ëåíîì f1(x) = R(x). Åñëè ïàðàìåòð
D â àëãîðèòìå ïðîñåèâàíèÿ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó D < ln v, òî
ðàñêëàäûâàåìûå ñ ïîìîùüþ ïðîáíûõ äåëåíèé ÷èñëà Ri áóäóò ðàç-
ëîæåíû ïîëíîñòüþ. Âåäü ÷èñëà qj áóäóò óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâó
ln qj 6 ln v.

Äàëåå àëãîðèòì ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè ñ ïîìîùüþ êâàäðàòè÷-
íîãî ðåøåòà âûïîëíÿåòñÿ òàê æå, êàê è àëãîðèòì Äèêñîíà.

Ïðèíÿâ íà âåðó ðÿä íåäîêàçàííûõ ãèïîòåç î ðàñïðåäåëåíèè ïðî-
ñòûõ ÷èñåë, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè íåêîòîðîì âûáîðå ÷èñåë v è B

â çàâèñèìîñòè îò N àëãîðèòì òðåáóåò O(e
√

(1+o(1)) ln N ln ln N) àðèôìå-
òè÷åñêèõ îïåðàöèé.

Ýòîò àëãîðèòì äîïóñêàåò ðàçëè÷íûå óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ.
1. Âìåñòî N åãî ìîæíî ïðèìåíÿòü ê ÷èñëó kN , ãäå k âûáðàíî

òàê, ÷òî äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ïðîñòûõ p âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå(
kN
p

)
= 1. Ýòî óâåëè÷èò áàçó ìíîæèòåëåé B.
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2. Ìîæíî âûáðàòü ïàðàìåòð D = 2 ln v è èñïîëüçîâàòü áîëüøèå
ïðîñòûå ÷èñëà, íå âõîäÿùèå â B, êàê ýòî îáúÿñíÿëîñü â êîíöå ðàçäåëà
5.2.2, ïóíêò 2.

3. Âìåñòî ìíîãî÷ëåíà f(x) = (x+[
√

N ])2−N ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
ìíîãî÷ëåíû f(x) = ax2+2bx+c òàêèå, ÷òî a > 0 è N = b2−ac. Òîãäà

af(x) = (ax + b)2 − (b2 − ac) ≡ (ax + b)2 (mod N)

è äëÿ öåëûõ x ∈ [− b
a −M, − b

a + M
]
, ãäå M � íàòóðàëüíîå ÷èñëî,

M = N ε, èìååì
−N 6 af(x) 6 a2M 2 −N.

Âûáåðåì a òàê, ÷òî a2M 2 6 2N è a2M 2 ∼ 2N . Òîãäà |f(x)| 6 N
a ∼

M
√

N
2 = O(N 1/2+ε). Ìîæíî âûáèðàòü a ïðîñòûì ÷èñëîì, áëèçêèì ê

√
2N
M , è òàê, ÷òî

(
N
a

)
= 1. Ðåøàÿ ñðàâíåíèå b2 ≡ N (mod a), íàõîäèì

b è c = b2−N
a .

Äëÿ êàæäîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) ìîæíî ïðîèçâîäèòü ñâîå ïðîñåèâà-
íèå. Èçëîæåííàÿ ñõåìà íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íîå ðåøåòî ñ íåñêîëüêè-
ìè ïîëèíîìàìè. Ýòîò àëãîðèòì ìîæåò ðàñêëàäûâàòü íà ìíîæèòåëè
÷èñëà, äîõîäÿùèå äî 10130.

Â 1977 ã. Ðàéâåñò, Øàìèð è Àäëåìàí ïðåäëîæèëè ñõåìó øèôðîâà-
íèÿ (RSA), îñíîâàííóþ íà òîì, ÷òî çàäà÷à ðàçëîæåíèÿ öåëûõ ÷èñåë
íà ìíîæèòåëè ñëîæíà â âû÷èñëèòåëüíîì îòíîøåíèè, ñì. ðàçäåë 8.2.
Äëÿ èëëþñòðàöèè ñòîéêîñòè ñâîåãî ìåòîäà îíè çàøèôðîâàëè íåêî-
òîðóþ àíãëèéñêóþ ôðàçó, âûáðàâ â êà÷åñòâå êëþ÷à ÷èñëî N = pq,
ãäå p è q � ïðîñòûå ÷èñëà, çàïèñûâàåìûå, ñîîòâåòñòâåííî, 64 è 65
äåñÿòè÷íûìè çíàêàìè. Äëÿ ðàñøèôðîâêè íåîáõîäèìî áûëî íàéòè p
è q, ò.å. ðàçëîæèòü èçâåñòíîå âñåì ÷èñëî N íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè.
Ýòî ÷èñëî áûëî ðàçëîæåíî íà ìíîæèòåëè ëèøü â 1994 ã. Èñïîëüçî-
âàëñÿ ìåòîä êâàäðàòè÷íîãî ðåøåòà, è äàëåå ìû ïðèâåäåì íåêîòîðûå
êîììåíòàðèè.

1. Âìåñòî N ðàñêëàäûâàëîñü ÷èñëî 5N .
2. Â áàçó ìíîæèòåëåé âõîäèëè ïðîñòûå ÷èñëà p, äëÿ êîòîðûõ(

5N
p

)
= 1 ïðè p 6 16333609 = v, à òàêæå −1, âñåãî 524339 ýëåìåíòîâ.
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3. Èñïîëüçîâàëèñü ðàçëîæåíèÿ

z2 ≡ Q ≡ q1q2 ·
∏̀
j=0

p
αj

j , (5.12)

ãäå q1, q2 ïðîñòûå, v < qi 6 v ′ = 230.
4. Áûëî íàéäåíî áîëåå 8, 25 · 106 ñîîòíîøåíèé (5.12), èç êîòîðûõ

112001 ñîîòíîøåíèé èìåëè q1 = q2 = 1, åùå 1431337 ñîîòíîøåíèé
èìåëè q2 = 1 è, íàêîíåö, â 6881138 ñîîòíîøåíèÿõ q1 6= 1, q2 6= 1.
Íà ýòî áûëî ïîòðà÷åíî 220 äíåé ïðîñåèâàíèÿ. Èñïîëüçîâàëèñü áîëåå
1600 êîìïüþòåðîâ. Â ðåçóëüòàòå èñêëþ÷åíèÿ qi áûëè ïîëó÷åíû 569466
âåêòîðîâ ðàçìåðíîñòè 524339.

5. Äëÿ îáðàáîòêè ïîëó÷åííîé ðàçðåæåííîé ìàòðèöû ïðèìåíÿëèñü
ñïåöèàëüíûå ïðîöåäóðû èñêëþ÷åíèÿ. Ïåðâûå òðè çàâèñèìîñòè x2 ≡
y2 (mod N) íå ðàçëîæèëè N . Íà ÷åòâåðòîé ÷èñëî N áûëî ðàçëîæåíî.

5.2.5 Ðåøåòî ÷èñëîâîãî ïîëÿ
Îïèñûâàåìûé â ýòîì ðàçäåëå àëãîðèòì ïðè íåêîòîðûõ ïðàâäîïîäîá-
íûõ äîïóùåíèÿõ èìååò îöåíêó O

(
e(lnN)1/3(ln ln N)2/3(c+o(1))

)
äëÿ êîëè-

÷åñòâà àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, ãäå ìîæíî âçÿòü c = 3

√
64
9 . Ýòî

àñèìïòîòè÷åñêè íàèáîëåå áûñòðûé â íàñòîÿùåå âðåìÿ àëãîðèòì. Ñ
åãî ïîìîùüþ, íàïðèìåð, â 2005 ãîäó áûëî ðàçëîæåíî íà ìíîæèòåëè
÷èñëî, çàïèñûâàåìîå 200 äåñÿòè÷íûìè çíàêàìè è íå èìåþùåå êàêèõ-
ëèáî îñîáåííîñòåé.

Ïóñòü K = Q(θ) � àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëîâîå ïîëå, d = [K : Q],
θ ∈ ZK è T (x) � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí θ. Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ
ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ZK = Z[θ] è, ÷òî Z[θ] åñòü êîëüöî ãëàâíûõ
èäåàëîâ.

Ïóñòü m ∈ Z óäîâëåòâîðÿåò ñðàâíåíèþ T (m) ≡ 0 (mod N). Îïðå-
äåëèì îòîáðàæåíèå

ϕ : Z[θ] → Z/NZ, (5.13)
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ïîëîæèâ ϕ(α) äëÿ êàæäîãî α = f(θ) ∈ ZK ðàâíûì f(m) (mod N).
Òàêèì îáðàçîì

ϕ(α) = f(m) (mod N).

Ýòî îòîáðàæåíèå íå çàâèñèò îò ïðåäñòàâëåíèÿ α = f(θ). Äåéñòâèòåëü-
íî, åñëè α = g(θ), g(x) ∈ Z[x], òî f(θ)− g(θ) = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,

f(x)− g(x) = T (x)u(x), u(x) ∈ Z[x].

Ïîäñòàâëÿÿ â ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî x = m, íàõîäèì

f(m)− g(m) = T (m)u(m) ≡ 0 (mod N).

Çíà÷èò, f(m) (mod N) = g(m) (mod N) è îòîáðàæåíèå (5.13) íå çà-
âèñèò îò âûáîðà ïðåäñòàâëåíèÿ α = f(θ). Òàê êàê äëÿ êàæäîãî a = a
(mod N), a ∈ Z, èìååì ϕ(a) = a, òî ϕ åñòü îòîáðàæåíèå �íà�. Êðîìå
òîãî, èç îïðåäåëåíèÿ è äîêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ϕ åñòü ãîìîìîðôèçì.

Îòîáðàæåíèå ϕ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ ðàçëîæåíèÿ N íà
ìíîæèòåëè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäåíû òàêèå
öåëûå ÷èñëà a, b, ÷òî

α = a + bθ = β2, β ∈ Z[θ], a + bm = x2, x ∈ Z.

Îáîçíà÷èâ ϕ(β) = y (mod N), ãäå y ∈ Z, íàõîäèì
x2 = a + bm ≡ ϕ(a + bθ) = ϕ(β)2 ≡ y2 (mod N).

Òîãäà íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü (x − y, N) ìîæåò áûòü íåòðèâè-
àëüíûì äåëèòåëåì N .

Íà ïðàêòèêå äëÿ íàõîæäåíèÿ òàêèõ ÷èñåë a, b èñïîëüçóþòñÿ áàçû
ìíîæèòåëåé è ðåøåòî.

Ïåðâàÿ áàçà ìíîæèòåëåé B1 ñîñòîèò èç ïðîñòûõ ÷èñåë p, íå ïðå-
âîñõîäÿùèõ íåêîòîðîé ãðàíèöû B, ò.å. p 6 B. Îíà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ
ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè öåëûõ ÷èñåë a + bm.

Òåïåðü îïèøåì âòîðóþ áàçó ìíîæèòåëåé, êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ
äëÿ ðàçëîæåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë.
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Íàïîìíèì, ÷òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ ZK åñòü êîëüöî ãëàâíûõ èäåà-
ëîâ. Ïîýòîìó êàæäûé ïðîñòîé èäåàë ñîñòîèò èç ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà
íåêîòîðîå ÷èñëî g ∈ ZK , òî åñòü p = (g). Îáîçíà÷èì áóêâîé G ìíî-
æåñòâî âñåõ îáðàçóþùèõ g ïðîñòûõ èäåàëîâ p âèäà (p, θ − c), c ∈ Z,
ãäå p 6 B. Ñîâîêóïíîñòü òàêèõ èäåàëîâ ìîæíî ïîñòðîèòü ñ ïîìîùüþ
òåîðåìû 1.33, îòîáðàâ â ðàçëîæåíèè (1.45) ïðîñòûå èäåàëû pj ñ óñëî-
âèåì fj = 1. À îáðàçóþùóþ g ïðîñòîãî èäåàëà p = (p, θ − c) ìîæíî
íàéòè â âèäå g = h(θ), h(x) ∈ Z[x], ãäå ìíîãî÷ëåí h(x) âûáèðàåòñÿ
òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ

deg h(x) < deg T (x), h(c) ≡ 0 (mod p), |N(g)| = p. (5.14)

Òîãäà èç íåðàâåíñòâ p = N(p) 6 N((g)) = |N(g)| = p ñëåäóåò, ÷òî
(g) = p. Ìíîãî÷ëåí h(x) ìîæíî íàéòè ïåðåáèðàÿ åãî öåëûå êîýôôè-
öèåíòû â íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè è ïðîâåðÿÿ óñëîâèÿ (5.14).

Âòîðàÿ áàçà ìíîæèòåëåé B2 ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà G

è òàê íàçûâàåìûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ åäèíèö ïîëÿ K. Íàïîìíèì, ÷òî
åäèíèöàìè íàçûâàþòñÿ îáðàòèìûå ýëåìåíòû êîëüöà öåëûõ ÷èñåë ZK .
Ñîãëàñíî òåîðåìå Äèðèõëå î åäèíèöàõ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà
åäèíèö ïîëÿ K êîíå÷íî ïîðîæäåíà. Ýëåìåíòû åå áàçèñà ε0, ε1, . . . , εr

íàçûâàþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûìè åäèíèöàìè ïîëÿ K.
Ïóñòü α ∈ Z[θ]. Òîãäà ãëàâíûé èäåàë (α) åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì

ðàñêëàäûâàåòñÿ â êîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ èäåàëîâ

(α) = pv1

1 · · · pvs
s , vj > 1. (5.15)

Åñëè α = a + bθ, (a, b) = 1, è p � ïðîñòîé èäåàë, âõîäÿùèé â ðàçëî-
æåíèå (5.15), òî α ∈ p è, çíà÷èò, a + bθ ≡ 0 (mod p). Êàê èçâåñòíî,
p ∩ Z = pZ, ãäå p � íåêîòîðîå ïðîñòîå ÷èñëî. Åñëè p|b, òî b ∈ p.
Íî òîãäà a ∈ p è, ñëåäîâàòåëüíî p|a. Íî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê
(a, b) = 1. Çíà÷èò, p - b, è ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëî c, óäîâëåòâîðÿþùåå
ñðàâíåíèþ

0 ≡ a + bθ (mod p) ≡ b(θ − c) (mod p).

Ïîñêîëüêó b 6∈ p, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî θ−c ∈ p è, çíà÷èò, p = (p, θ−c).
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Åñëè íîðìà N(a + bθ) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ
÷èñåë p 6 B, òî èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî â ïðîèçâåäåíèè (5.15)
ïðèñóòñòâóþò òîëüêî ïðîñòûå èäåàëû, îáðàçóþùèå êîòîðûõ ëåæàò â
ìíîæåñòâå G. Ðàâåíñòâî (5.15) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

(α) =


∏

g∈G

gvg


 , vg ∈ Z, vg > 0.

Òàê êàê ëþáûå äâå îáðàçóþùèå îäíîãî è òîãî æå èäåàëà îòëè÷àþòñÿ
îáðàòèìûì ìíîæèòåëåì, òî åñòü åäèíèöåé, òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî
èäåàëîâ ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

α = εk0

0 εk1

1 · · · εkr
r

∏

g∈G

gvg .

Ïðèìåíÿÿ ê ýòîìó ðàâåíñòâó ãîìîìîðôèçì (5.13), íàõîäèì

a + mb ≡ ϕ(α) ≡ ϕ(ε0)
k0ϕ(ε1)

k1 · · ·ϕ(εr)
kr

∏

g∈G

ϕ(g)vg (mod N).

Åñëè ÷èñëà a, b òàêîâû, ÷òî a + mb åñòü B-ãëàäêîå ÷èñëî, òî

a + mb =
∏

p6B

pwp, wp ∈ Z, wp > 0.

Èìååò ìåñòî ñðàâíåíèå
∏

p∈B1

pwp ≡ ϕ(ε0)
k0ϕ(ε1)

k1 · · ·ϕ(εr)
kr

∏

g∈G

ϕ(g)vg (mod N). (5.16)

Ïîäîáíîå ñðàâíåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü äëÿ êàæäîé ïàðû ÷èñåë a, b ñ
óñëîâèåì, ÷òî ÷èñëà a + bm è N(a + bθ) ðàñêëàäûâàþòñÿ â ïðîèçâå-
äåíèå ïðîñòûõ p 6 B. Íàéòè èõ ìîæíî ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ïðîñå-
èâàíèÿ, ïðèìåíåííîãî ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì öåëîì b èç íåêî-
òîðîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè, è ìíîãî÷ëåíàì f1(x) = x + bm, f2(x) =
N(x + bθ).
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Åñëè â ðåçóëüòàòå ïðîñåèâàíèÿ áóäåò íàéäåíî áîëåå, ÷åì |B1|+|B2|
ñðàâíåíèé (5.16), òî ðàáîòàÿ ñ âåêòîðàìè (wp, kj, vg)p∈B1, g∈G ïîäîá-
íî òîìó, êàê ýòî îáúÿñíÿëîñü â ñâÿçè ñ àëãîðèòìîì Äèêñîíà, ìîæ-
íî ñêîìáèíèðîâàòü ñîîòíîøåíèÿ (5.16) òàê, ÷òî ïîëó÷èòñÿ ñðàâíåíèå
x2 ≡ y2 (mod N). Ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî ïûòàòüñÿ ðàçëîæèòü N íà
ìíîæèòåëè.

Ïðèìåð. Ïîêàæåì, êàê îïèñàííûé âûøå àëãîðèòì èñïîëüçîâàëñÿ
äëÿ ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè ÷èñëà Ôåðìà N = F9 = 2512+
1. Ïîëîæèì m = 2205, òîãäà

m5− 2 = 21025− 2 = 2(21024− 1) = 2(2512− 1)(2512 +1) ≡ 0 (mod N).

Ïîëîæèì K = Q( 5
√

2). Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî êîëüöî öåëûõ ÷èñåë ýòî-
ãî ïîëÿ èìååò âèä Z[θ], θ = 5

√
2, è ÷òî ýòî êîëüöî ñ îäíîçíà÷íûì

ðàçëîæåíèåì ýëåìåíòîâ íà ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè. Ôóíäàìåíòàëüíûå
åäèíèöû ïîëÿ K èìåþò âèä ε1 = θ − 1, ε2 = 1 + θ + θ3 è, êðîìå òîãî,
ε0 = −1.

Â àëãîðèòìå äëÿ ðàçëîæåíèÿ èñïîëüçîâàëèñü ïðèìåðíî 99500 ïðî-
ñòûõ èäåàëîâ p = (p, θ − c) ñ p 6 1294973.

Åñëè äëÿ ðàçëîæåíèÿ ÷èñëà íà ìíîæèòåëè èñïîëüçóåòñÿ ñðàâíè-
òåëüíî íåáîëüøîå ÷èñëîâîå ïîëå, îáû÷íî ýòî ñëó÷àåòñÿ äëÿ ÷èñåë
èìåþùèõ ñïåöèàëüíóþ ñòðóêòóðó, êàê F9, òî ñîîòâåòñòâóþùèé àëãî-
ðèòì íàçûâàþò ñïåöèàëüíûì ðåøåòîì ÷èñëîâîãî ïîëÿ (SNFS). Åñëè
æå ðàñêëàäûâàåìîå ÷èñëî íå èìååò êàêèõ-ëèáî îñîáåííîñòåé, ïîçâî-
ëÿþùèõ âûáðàòü ïðîñòîå ïîëå K, òî âîçíèêàþò òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå
ñ âû÷èñëåíèåì êîëüöà öåëûõ ÷èñåë, ôóíäàìåíòàëüíûõ åäèíèö, îáðà-
çóþùèõ èäåàëîâ è ò.ï.. Òåì íå ìåíåå ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé
ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí è â ýòîé áîëåå ñëîæíîé ñèòóàöèè. Åãî íàçû-
âàþò îáùèì àëãîðèòìîì ðåøåòà ÷èñëîâîãî ïîëÿ (GNFS).



Ãëàâà 6

Äèñêðåòíîå ëîãàðèôìèðîâàíèå

Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà, a, b ∈ G. Çàäà÷à äèñêðåòíîãî
ëîãàðèôìèðîâàíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âûÿñíèòü, áóäåò ëè ñïðàâåä-
ëèâî âêëþ÷åíèå b ∈ 〈a〉 ⊆ G è, â ñëó÷àå ñïðàâåäëèâîñòè, íàéòè öåëîå
÷èñëî k ∈ Z, 0 6 k < d = ord a, óäîâëåòâîðÿþùåå ðàâåíñòâó

ak = b.

Â ïðîñòåéøåì è íàèáîëåå âàæíîì ñëó÷àå G = (Z/pZ)∗, ãäå p � áîëü-
øîå ïðîñòîå ÷èñëî, ðå÷ü èäåò î ðàçðåøèìîñòè ñðàâíåíèÿ

ax ≡ b (mod p). (6.1)
Åñëè a � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p, òî ñðàâíåíèå (6.1) äëÿ
b, íå äåëÿùèõñÿ íà p, âñåãäà ðàçðåøèìî. Ïðè ýòîì íàéäåòñÿ ðåøå-
íèå, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó 0 6 x < p− 1. Íàèìåíüøåå öåëîå
íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî x, óäîâëåòâîðÿþùåå ñîîòíîøåíèþ (6.1), íàçû-
âàåòñÿ èíäåêñîì èëè äèñêðåòíûì ëîãàðèôìîì ÷èñëà b ïî îñíîâàíèþ
a è îáîçíà÷àåòñÿ Loga b èëè ïðîñòî Log b, åñëè èç êîíòåêñòà ÿñíî, ïî
êàêîìó îñíîâàíèþ áåðåòñÿ ëîãàðèôì.

Çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ ax mod p (òàê ìû áóäåì îáîçíà÷àòü îñòàòîê îò
äåëåíèÿ ÷èñëà ax íà p) ïî çàäàííîìó x ðåøàåòñÿ çà O(log p) àðèô-
ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Îáðàòíàÿ çàäà÷à � ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ (6.1) �
ñëîæíà è ëó÷øèå èç èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ åå ðåøåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ
ðåøåòîì ÷èñëîâîãî ïîëÿ òðåáóþò O(exp(c(ln p)1/3(ln ln p)2/3)) àðèô-
ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.

219
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6.1 Ìåòîä Ãåëüôîíäà.
Èçëàãàåìûé çäåñü ìåòîä ðåøåíèÿ ñðàâíåíèÿ (6.1) òðåáóåò O(p1/2 ln p)
àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Â çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå îí íàçûâàåòñÿ
"ìåòîäîì áîëüøèõ è ìàëûõ øàãîâ".
Ëåììà 6.1. Ïóñòü p � ïðîñòîå íå÷åòíîå ÷èñëî è ïóñòü H = [

√
p]+

1. Òîãäà äëÿ êàæäîãî öåëîãî ÷èñëà d, 1 6 d < p, íàéäóòñÿ öåëûå
÷èñëà u, v, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

1 6 u, v 6 H, Hu− v = d.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

u =

[
d

H

]
+ 1, v = Hu− d.

Òîãäà
d

H
< u 6 d

H
+ 1,

îòêóäà âèäèì, ÷òî, âî�ïåðâûõ,

0 < u <
p√
p

+ 1 =
√

p + 1,

à âî�âòîðûõ, 0 < Hu − d 6 H. Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî
÷èñëà u è v öåëûå.
Àëãîðèòì 6.1. Äàííûå: Ïðîñòîå ÷èñëî p > 3, ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü
a ïî ìîäóëþ p, ÷èñëî b ∈ Z, p - b.
Íàéòè: Ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ (6.1).
1. Âû÷èñëèòü H = [

√
p] + 1.

2. Ïîëîæèòü c = aH mod p.
3. Ñîñòàâèòü äâà íàáîðà ÷èñåë

S1 = {cu mod p : 1 6 u 6 H}, S2 = {bav mod p : 1 6 v 6 H}.
4. Óïîðÿäî÷èòü ïî âîçðàñòàíèþ îáà íàáîðà S1 è S2. Íàéòè ñîâïàâ-
øèå ýëåìåíòû ýòèõ íàáîðîâ, òî åñòü òàêèå ÷èñëà u, v, äëÿ êîòîðûõ

cu ≡ bav (mod p). (6.2)
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5. Ïîëîæèòü
Log b = Hu− v. (6.3)

Ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ S1 è S2 íå ïóñòî, òàê êàê ñðàâíåíèå (6.2)
ðàâíîñèëüíî ïðåäñòàâëåíèþ (6.3), à ïîñëåäíåå, ñîãëàñíî ëåììå 6.1,
ñóùåñòâóåò âñåãäà.

Âû÷èñëåíèÿ â ïóíêòàõ 1 è 2 òðåáóþò O(ln p) àðèôìåòè÷åñêèõ îïå-
ðàöèé. Âû÷èñëåíèÿ â ïóíêòå 3 òðåáóþò O(H ln p) = O(

√
p ln p) àðèô-

ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Äëÿ óïîðÿäî÷åíèÿ êàæäîãî èç ìíîæåñòâ S1,
S2 íóæíî O(H ln H) = O(

√
p ln p) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Äëÿ

íàõîæäåíèÿ îäèíàêîâûõ ýëåìåíòîâ â óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâàõ S1,
S2 íóæíî O(H) = O(

√
p) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Îáùåå æå êî-

ëè÷åñòâî îïåðàöèé â àëãîðèòìå Ãåëüôîíäà ðàâíî O(
√

p ln p).

6.2 Ìåòîä Ïîëèãà�Õåëëìàíà.
Ïóñòü ïîìèìî òîãî, ÷òî a � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p, èç-
âåñòíî åùå ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè ÷èñëà p− 1:

p− 1 =
r∏

i=1

qki

i .

Èçëàãàåìûé â äàííîì ïóíêòå àëãîðèòì Ïîëèãà�Õåëëìàíà 1 íàõîäèò
x mod qki

i , i = 1, . . . , r, äëÿ x, óäîâëåòâîðÿþùåãî ñðàâíåíèþ (6.1). Çà-
òåì ïî êèòàéñêîé òåîðåìå îá îñòàòêàõ âîññòàíàâëèâàåòñÿ x.
Ëåììà 6.2. Ïóñòü q � ïðîñòîå ÷èñëî, q | p−1. Òîãäà ëþáîå ðåøåíèå
ñðàâíåíèÿ

xq ≡ 1 (mod p) (6.4)
ñðàâíèìî ïî ìîäóëþ p ñ îäíèì èç ÷èñåë 1, c, c2, . . . , cq−1, ãäå

c ≡ a
p−1

q (mod p).

Ïðè ýòîì óêàçàííûå âûøå ÷èñëà ðàçëè÷íû ïî ìîäóëþ p.
1Ýòîò àëãîðèòì íåçàâèñèìî áûë îòêðûò Â.È. Íå÷àåâûì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäîå èç ÷èñåë 1, c, c2, . . . , cq−1 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíè-
åì ñðàâíåíèÿ (6.4), òàê êàê äëÿ ëþáîãî öåëîãî k

(ck)q ≡ a
p−1

q kq ≡ (ap−1)k ≡ 1 (mod p).

Ïðè ýòîì ñðàâíåíèå (6.4) íå ìîæåò èìåòü áîëüøå, ÷åì q êîðíåé ïî
ìîäóëþ p, ïîñêîëüêó Z/pZ � ïîëå. Ñòàëî áûòü, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü,
÷òî âû÷åòû ck mod p, 0 6 k 6 q − 1, ïîïàðíî ðàçëè÷íû.

Ïóñòü d � ïîðÿäîê c ïî ìîäóëþ p. Òîãäà

1 ≡ cd ≡ a
p−1

q d (mod p),

ïðè÷åì p−1
q d � öåëîå ÷èñëî. Íî ïîðÿäîê a ïî ìîäóëþ p ðàâåí p − 1,

òî åñòü äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî v 6= 0 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî p−1
q d =

(p − 1)v. Ñëåäîâàòåëüíî, d = qv > q, îòêóäà âèäèì, ÷òî âû÷åòû
ck mod p, 0 6 k 6 q − 1, äåéñòâèòåëüíî ïîïàðíî ðàçëè÷íû.

Åñëè q íåâåëèêî, òî ëåììà 6.2 äàåò áûñòðûé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ
âñåõ ðåøåíèé ñðàâíåíèÿ (6.4). ×èñëî c íàõîäèòñÿ çà O(ln p) àðèôìå-
òè÷åñêèõ îïåðàöèé, óïîðÿäî÷åííûé íàáîð ðåøåíèé ïðè èçâåñòíîì c

� çà O(q ln q) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.
Ïóñòü äàëåå p− 1 = qkh, q - h. Àëãîðèòì Ïîëèãà�Õåëëìàíà ïîñëå-

äîâàòåëüíî ñòðîèò ÷èñëà uj, 1 6 j 6 k, òàêèå ÷òî

(bha−huj)qk−j ≡ 1 (mod p). (6.5)

Ïîêàæåì, ÷òî òàêèå ÷èñëà uj äåéñòâèòåëüíî ñóùåñòâóþò. Ïðè j = 0
ìîæíî ïîëîæèòü u0 = 0, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ñîîòíîøåíèå (6.5)
èìååò âèä

bhqk ≡ 1 (mod p).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ïðè íåêîòîðîì j > 0 ÷èñëî uj óäîâëåòâîðÿ-
åò ñîîòíîøåíèþ (6.5). Òîãäà ïî ëåììå 6.2 íàéäåòñÿ òàêîå t, 0 6 t < q,
÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå

(bha−huj)qk−j−1 ≡ ct (mod p).
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Åñëè òåïåðü ïîëîæèòü uj+1 = uj + tqj, òî ïîëó÷èì, ÷òî

(bha−huj+1)qk−j−1 ≡ (bha−huj)qk−j−1

a−thqk−1 ≡ 1 (mod p).

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëà uj ñóùåñòâóþò è èõ ìîæíî íàõîäèòü ïðè ïî-
ìîùè ëåììû 6.2.

Ïðè j = k ñðàâíåíèå (6.5) ïðèíèìàåò âèä

bha−huk ≡ 1 (mod p)

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

ah(Log b−uk) ≡ 1 (mod p).

Ýòî çíà÷èò, ÷òî p− 1 = qkh | h(Log b− uk), òî åñòü

Log b ≡ uk (mod qk).

Òåì ñàìûì ìû îáîñíîâàëè ñëåäóþùèé àëãîðèòì:

Àëãîðèòì 6.2. Äàííûå: Ïðîñòîå ÷èñëî p > 3 è ïðîñòîå ÷èñëî q,
òàêîå ÷òî p− 1 = qkh, k > 1, q - h.
Íàéòè: Öåëîå ÷èñëî u, òàêîå ÷òî x ≡ u (mod qk), ãäå x � ðåøåíèå
ñðàâíåíèÿ (6.1).
1. Âû÷èñëèòü c = ahqk−1

mod p. Ïîëîæèòü u0 = 0, j = 0.
2. Ïðè ïîìîùè ëåììû 6.2 íàéòè ÷èñëî t, 0 6 t 6 q − 1, óäîâëåòâî-
ðÿþùåå ñðàâíåíèþ

(bha−huj)qk−j−1 ≡ ct (mod p). (6.6)

3. Ïîëîæèòü uj+1 = uj + tqj è óâåëè÷èòü j íà åäèíèöó.
4. Åñëè j < k, ïåðåéòè â ïóíêò 2. Åñëè j = k, ïîëîæèòü u = uj.
ÑÒÎÏ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëî p− 1 ÿâëÿåòñÿ B�ãëàäêèì, òî åñòü

p− 1 =
r∏

i=1

qki

i , qi 6 B.
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Òîãäà êîëè÷åñòâî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, òðåáóåìîå äëÿ ðåøåíèÿ
ñðàâíåíèÿ (6.1) ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà 6.2 ìîæíî îöåíèòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ x mod qki

i ïðè ôèêñèðîâàííîì i òðåáóåòñÿ
O(ln p+kiqi ln qi) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé (îäèí ðàç íàõîäèòñÿ ÷èñ-
ëî c â ïóíêòå 1 àëãîðèòìà 6.2 è ki ðàç ðåøàåòñÿ ñðàâíåíèå (6.6) â
ïóíêòå 2 àëãîðèòìà 6.2). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íàõîæäåíèÿ âñåõ âû÷å-
òîâ x mod qki

i , i = 1, . . . , r, òðåáóåòñÿ

O

(
r ln p +

r∑
i=1

kiqi ln qi

)

àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, ÷òî, â ñèëó íåðàâåíñòâ

r 6 max
16i6r

qi 6 B

è
r∑

i=1

kiqi ln qi 6 B

r∑
i=1

ki ln qi = B ln(p− 1),

îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé O(B ln p). Ïðèìåíåíèå êèòàéñêîé òåîðåìû îá
îñòàòêàõ òðåáóåò O(ln p) îïåðàöèé, ñòàëî áûòü, ñðàâíåíèå (6.1) îïè-
ñàííûì ñïîñîáîì ðåøàåòñÿ çà O(B ln p) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.

Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì Ïîëèãà�Õåëëìàíà ýôôåêòèâåí, åñëè p−
1 ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ñòåïåíåé ìàëåíüêèõ ïðîñòûõ ÷èñåë.

6.3 Ëèíåéíîå ðåøåòî.
Ïîëîæèì

L = exp((ln p ln ln p)1/2).

Â äàííîì ïóíêòå ìû îïèøåì àëãîðèòì Êîïïåðñìèòà�Îäëûæêî �
Øðåïïåëÿ ðåøåíèÿ ñðàâíåíèÿ (6.1), èñïîëüçóþùèé ëèíåéíîå ðåøåòî.
Ýâðèñòè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äàííûé
àëãîðèòì òðåáóåò O(L) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.
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Åñëè a1 è a2 � äâà ïåðâîîáðàçíûõ êîðíÿ ïî ìîäóëþ p, òî ëîãàðèô-
ìû ÷èñëà b ïî îñíîâàíèÿì a1 è a2 ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

Loga1
b ≡ Loga2

a1 Loga1
b (mod p− 1). (6.7)

Åñëè åñòü àëãîðèòì, âû÷èñëÿþùèé äèñêðåòíûå ëîãàðèôìû ïî îñ-
íîâàíèþ a2, òî ôîðìóëà (6.7) ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ëîãàðèôìû ïî
îñíîâàíèþ a1. Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷ó ëîãàðèôìèðîâàíèÿ äîñòàòî÷íî
ðåøèòü ïî êàêîìó�íèáóäü îñíîâàíèþ. Èç ðàñøèðåííîé ãèïîòåçû Ðè-
ìàíà ñëåäóåò, ÷òî ìèíèìàëüíûé ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p

èìååò ïîðÿäîê O(ln2 p). Ïîýòîìó äàëåå â ýòîì ïóíêòå ìû áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî â ñðàâíåíèè (6.1) ÷èñëî a äîñòàòî÷íî ìàëî, à èìåííî,

a < L1/2. (6.8)

Âûáåðåì ε > 0 è ïîëîæèì

H = [
√

p] + 1, J = H2 − p.

Îïðåäåëèì áàçó ìíîæèòåëåé B = B1 ∪ B2:

B1 =
{
q ∈ Z

∣∣ q � ïðîñòîå, q < L1/2},

B2 =
{
H + c ∈ Z

∣∣ 0 < c < L1/2+ε
}
.

Àëãîðèòì ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ýòàïîâ.
Ýòàï I. Ïîñòðîåíèå ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ñîîòíîøåíèé ïî ìîäóëþ

p ìåæäó ýëåìåíòàìè áàçû.
Åñëè H + c1, H + c2 ∈ B2, òî

(H + c1)(H + c2) ≡ J + (c1 + c2)H + c1c2 (mod p). (6.9)

Âåëè÷èíà ñïðàâà åñòü O(p1/2+ε/2), òàê êàê L1/2+ε < pε/2. Íà äàííîì
ýòàïå àëãîðèòìà ñ ïîìîùüþ ïðîñåèâàíèÿ ïî c2 ïðè êàæäîì ôèêñèðî-
âàííîì c1 íàõîäÿòñÿ òàêèå ïàðû (c1, c2), ÷òî ÷èñëî f(c2) = J + (c1 +
c2)H + c1c2 áóäåò L1/2�ãëàäêèì.

Òàêèõ ïàð áóäåò äîâîëüíî ìíîãî. Èç ðåçóëüòàòîâ î ðàñïðåäåëåíèè
÷èñåë çàäàííîé ãëàäêîñòè ñëåäóåò, ÷òî äîëÿ L1/2�ãëàäêèõ ÷èñåë íà èí-
òåðâàëå (0, p1/2+ε/2), íå ìåíüøå, ÷åì L−1/2−ε/2. Êîëè÷åñòâî ïàð (c1, c2),



ÃËÀÂÀ 6. ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÅ ËÎÃÀÐÈÔÌÈÐÎÂÀÍÈÅ 226

òàêèõ ÷òî H+c1, H+c2 ∈ B2, ðàâíî O(L1+2ε). Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî êîëè÷åñòâî ïàð (c1, c2), äëÿ êîòîðûõ âåëè÷èíà ñïðàâà â (6.9) ÿâ-
ëÿåòñÿ L1/2�ãëàäêèì ÷èñëîì, ðàâíî O(L−1/2−ε/2L1+2ε) = O(L1/2+3ε/2).

Äëÿ êàæäîé òàêîé ïàðû ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

(H + c1)(H + c2) ≡
∏

q∈B1

qrq (mod p)

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

Loga(H + c1) + Loga(H + c2) ≡
∑

q∈B1

rq Loga q (mod p− 1).

Ýòî îäíîðîäíîå ëèíåéíîå ñîîòíîøåíèå ïî ìîäóëþ p− 1 ìåæäó ëîãà-
ðèôìàìè ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà B.

Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó ìû ïðåäïîëîæèëè â íà÷àëå, ÷òî a < L1/2,
òî åñòü a ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî áàçå B1, ðàâåíñòâî

Loga a = 1 (6.10)

äàåò íåîäíîðîäíîå ëèíåéíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ëîãàðèôìàìè ýëå-
ìåíòîâ ìíîæåñòâà B1.

Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷àåìûå â ðåçóëüòàòå ïðîñåèâà-
íèÿ, âìåñòå ñ íåîäíîðîäíûì ñîîòíîøåíèåì (6.10) îáðàçóþò íåîäíî-
ðîäíóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ëîãàðèôìîâ ýëå-
ìåíòîâ ìíîæåñòâà B, â êîòîðîé êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé áîëüøå êîëè-
÷åñòâà ïåðåìåííûõ (òàê êàê L1/2+3ε/2 > L1/2+ε). Ýòà ñèñòåìà çàâåäî-
ìî èìååò ðåøåíèå è ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî, êàê ïðàâèëî, åäèíñòâåííîå. Ïðè
ýòîì êîëè÷åñòâî íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ â êàæäîì óðàâíåíèè åñòü
O(ln p), ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî äåëèòåëåé ó ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñ-
ëà, íå ïðåâîñõîäÿùåãî p, åñòü O(ln p). Òî åñòü ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà
áóäåò ñèëüíî ðàçðåæåííîé, ÷òî ïîçâîëÿåò äëÿ åå ðåøåíèÿ ïðèìåíÿòü
ñïåöèàëüíûå ìåòîäû, íàìíîãî áîëåå ýôôåêòèâíûå, ÷åì îáû÷íûé ìå-
òîä èñêëþ÷åíèÿ Ãàóññà. Òàê íàõîäÿòñÿ ëîãàðèôìû âñåõ ýëåìåíòîâ
áàçû ìíîæèòåëåé.

Ýòàï II. Ïîñòðîåíèå ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ñîîòíîøåíèÿ ïî ìîäó-
ëþ p ìåæäó a, b è ýëåìåíòàìè ðàñøèðåííîé áàçû.
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Íà ýòîì ýòàïå, âûáèðàÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì öåëîå ÷èñëî w, íóæ-
íî íàéòè òàêîå, ÷òî îñòàòîê îò äåëåíèÿ awb íà p áóäåò L2�ãëàäêèì
÷èñëîì, òî åñòü áóäåò ñïðàâåäëèâî ñðàâíåíèå

awb ≡
∏

q∈B1

qlq
∏

u∈B3

uku (mod p), (6.11)

ãäå
B3 =

{
q ∈ Z

∣∣ q � ïðîñòîå, L1/2 6 q < L2}.

Èç âåðîÿòíîñòíûõ ñîîáðàæåíèé è ðåçóëüòàòîâ î ðàñïðåäåëåíèè ÷èñåë
çàäàííîé ãëàäêîñòè ñëåäóåò, ÷òî òàêîå w ìîæíî íàéòè â ñðåäíåì íå
áîëåå, ÷åì çà L1/4 ïîïûòîê.

Ýòàï III. Âû÷èñëåíèå ëîãàðèôìîâ ýëåìåíòîâ ðàñøèðåííîé áàçû.
Ïóñòü u � ïðîñòîå ÷èñëî, L1/2 6 u < L2. Äëÿ ýòîãî u íóæíî

âûáðàòü ñëó÷àéíûì îáðàçîì òàêîå ÷èñëî y, ÷òî




∣∣∣∣y −
√

p

u

∣∣∣∣ 6 L1/2

y ÿâëÿåòñÿ L1/2�ãëàäêèì ÷èñëîì.

Çàòåì ñëó÷àéíûì îáðàçîì íóæíî âûáðàòü òàêîå ÷èñëî v ∈ B2, ÷òî
{
|v −√p| 6 L1/2

vyu− p ÿâëÿåòñÿ L1/2�ãëàäêèì ÷èñëîì.

Òîãäà
vyu− p = vu

∣∣∣∣y −
√

p

u

∣∣∣∣ +
√

p
(
v −√p

)

è
|vyu− p| 6 |v|L2L1/2 + p1/2L1/2 = O(p1/2L5/2).

Âåðîÿòíîñòè âûáðàòü ïîäõîäÿùèå y è v òàêæå îöåíèâàþòñÿ ïðè ïî-
ìîùè ðåçóëüòàòîâ î ðàñïðåäåëåíèè ÷èñåë çàäàííîé ãëàäêîñòè.

Äëÿ âûáðàííûõ y è v ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

vyu− p =
∏

q∈B1

qsq
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èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

Loga v + Loga y + Loga u ≡
∑

q∈B1

sq Loga q (mod p− 1).

Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî íàéòè Loga u, òàê êàê âñå îñòàëüíûå
ëîãàðèôìû èçâåñòíû.

Ýòàï IV. Íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå Loga b.
Èç ñðàâíåíèÿ (6.11) ïîëó÷àåì

w + Loga b ≡
∑

q∈B1

lq Loga q +
∑

u∈B3

ku Loga u (mod p− 1).

Äàííîå ñîîòíîøåíèå ïîçâîëÿåò íàéòè Loga b.



Ãëàâà 7

LLL-àëãîðèòì è åãî ïðèìåíåíèÿ

7.1 Ðåøåòêè.
7.1.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ.
Â äàííîé ãëàâå ïîíÿòèå ðåøåòêè, îñíîâíîãî îáúåêòà ãåîìåòðèè ÷èñåë,
çàíèìàåò êëþ÷åâîå ìåñòî.

Îïðåäåëåíèå 7.1. Ïîäìíîæåñòâî Λ ïðîñòðàíñòâà Rn íàçûâàåòñÿ
k�ìåðíîé ðåøåòêîé, åñëè

(à) Λ � ãðóïïà ïî ñëîæåíèþ;
(á) Λ � äèñêðåòíîå ïîäìíîæåñòâî Rn, òî åñòü ñóùåñòâóåò òà-

êîå ε > 0, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè ìíîæå-
ñòâà Λ áîëüøå, ÷åì ε.

(â) ìèíèìàëüíîå (ïî âêëþ÷åíèþ) ïîäïðîñòðàíñòâî Rn, ñîäåðæà-
ùåå Λ, èìååò ðàçìåðíîñòü k.

Ïðèìåðû:
1. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Zn òî÷åê ïðîñòðàíñòâà Rn ñ öåëûìè êî-

îðäèíàòàìè:

Zn = {x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn | xi ∈ Z, i = 1, . . . , n}.
Ýòî áóäåò ðåøåòêà, íàçûâàþùàÿñÿ ñòàíäàðòíîé n�ìåðíîé öåëî÷èñ-
ëåííîé ðåøåòêîé.

229
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2. Ïóñòü b1, . . . ,bn ∈ Rn � ïðîèçâîëüíûå n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
âåêòîðîâ. Òîãäà ìíîæåñòâî âñåõ èõ öåëî÷èñëåííûõ ëèíåéíûõ êîìáè-
íàöèé

spanZ(b1, . . . ,bn) =
{ n∑

i=1

λibi

∣∣∣ λi ∈ Z, i = 1, . . . , n
}

îáðàçóåò n�ìåðíóþ ðåøåòêó. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî åñòü îïðåäåëåíèå
ìíîæåñòâà spanZ(b1, . . . ,bn).

3. Ïóñòü L1(x), . . . , Ln(x) � ïðîèçâîëüíûå n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
ëèíåéíûõ ôîðì íà ïðîñòðàíñòâå Rn. Òîãäà ìíîæåñòâî

{(
L1(x), . . . , Ln(x)

) ∈ Rn
∣∣ x ∈ Zn

}

ÿâëÿåòñÿ n�ìåðíîé ðåøåòêîé.
4. Ïóñòü n � íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñ-

ëî. Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ìíîãî÷ëåíó a0+a1x+ . . .+anx
n

ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè òî÷êó (a0, a1, . . . , an) ïðîñòðàí-
ñòâà Rn+1. Òîãäà ïðîîáðàçîì ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâèè ðåøåòêè Zn+1

áóäåò ìíîæåñòâî
Z+ Zx + . . . + Zxn

ìíîãî÷ëåíîâ íàä Z ñòåïåíè, íå ïðåâîñõîäÿùåé n, êîòîðîå, òàêèì îá-
ðàçîì, òîæå ìîæíî ñ÷èòàòü (n + 1)�ìåðíîé ðåøåòêîé.

Â äàëüíåéøåì, äëÿ îïðåäåëåííîñòè âñå ðàññìàòðèâàåìûå íàìè âåê-
òîðû áóäóò íåêîòîðûìè âåêòîð-ñòîëáöàìè.
Îïðåäåëåíèå 7.2. Íàáîð {b1, . . . ,bn} ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåê-
òîðîâ ðåøåòêè Λ íàçûâàåòñÿ áàçèñîì ýòîé ðåøåòêè, åñëè Λ =
spanZ(b1, . . . ,bn).
Òåîðåìà 7.1. Ëþáàÿ n�ìåðíàÿ ðåøåòêà Λ ⊂ Rn îáëàäàåò áàçèñîì,
ñîñòîÿùèì èç n âåêòîðîâ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì äîêàçûâàòü òåîðåìó èíäóêöèåé ïî n. Äëÿ
n = 1 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî: â êà÷åñòâå b1 íóæíî âçÿòü ñàìûé êî-
ðîòêèé âåêòîð ðåøåòêè Λ, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî ñëåäóåò èç ãðóï-
ïîâîãî ñâîéñòâà è äèñêðåòíîñòè ðåøåòêè.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n > 2 è ëþáàÿ (n−1)�ìåðíàÿ ðåøåòêà îáëàäàåò
áàçèñîì. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ
b′1, . . . ,b

′
n ðåøåòêè Λ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè

(n−1), íàòÿíóòîå íà âåêòîðà b′1, . . . ,b
′
n−1. Ìíîæåñòâî Λ∩L ÿâëÿåòñÿ

(n−1)�ìåðíîé ïîäðåøåòêîé ðåøåòêè Λ. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè
îíà îáëàäàåò áàçèñîì b1, . . . ,bn−1.

Ðàññìîòðèì ïîäðåøåòêó

Λ′ = spanZ(b1, . . . ,bn−1,b
′
n)

ðåøåòêè Λ è ïîëóîòêðûòûé ïàðàëëåëåïèïåä

P =
{ n−1∑

i=1

λibi + λnb
′
n

∣∣∣ 0 6 λi < 1, i = 1, . . . , n
}

.

Ðåøåòêà Λ′ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ðåøåòêè Λ, ïîýòîìó Λ ðàñïàäàåò-
ñÿ â îáúåäèíåíèå ñìåæíûõ êëàññîâ ïî Λ′. Âåêòîðû b1, . . . ,bn−1,b

′
n

îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Rn, ñëåäîâàòåëüíî, êàæäàÿ òî÷êà ýòî-
ãî ïðîñòðàíñòâà ïðèíàäëåæèò ðîâíî îäíîìó ïàðàëëåëåïèïåäó âèäà
P + v, ãäå v ∈ Λ′. Òî åñòü

Rn =
⊔

v∈Λ′
(P + v). (7.1)

Ñòàëî áûòü, ïàðàëëåëåïèïåä P ñîäåðæèò ðîâíî ïî îäíîìó ïðåäñòà-
âèòåëþ êàæäîãî èç ñìåæíûõ êëàññîâ Λ ïî Λ′.

Åñëè êðîìå òî÷êè 0 â ïàðàëëåëåïèïåäå P òî÷åê ðåøåòêè Λ íåò, òî
êîëè÷åñòâî ñìåæíûõ êëàññîâ ðåøåòêè Λ ïî ïîäðåøåòêå Λ′ ðàâíî 1 è,
ñòàëî áûòü, Λ′ = Λ. Â ýòîì ñëó÷àå øàã èíäóêöèè äîêàçàí.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî â ïàðàëëåëåïèïåäå P åñòü îòëè÷íûå îò
0 òî÷êè ðåøåòêè Λ. Ïðè ýòîì

P ∩ Λ ∩ L = {0}, (7.2)

ïîñêîëüêó âåêòîðû b1, . . . ,bn−1 ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè îáðà-
çóþò áàçèñ ðåøåòêè Λ ∩ L. Ïàðàëëåëåïèïåä P îãðàíè÷åí, ïîýòîìó
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ñîäåðæèò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ðåøåòêè Λ. Âûáåðåì èç íèõ
áëèæàéøóþ ê ïðîñòðàíñòâó L òî÷êó bn, îòëè÷íóþ îò 0. Òîãäà ðàñ-
ñòîÿíèå îò ëþáîé òî÷êè a ∈ Λ\L äî ïðîñòðàíñòâà L íå ìåíüøå, ÷åì
ðàññòîÿíèå îò bn äî L, òàê êàê èíà÷å â ñèëó (7.1) â ìíîæåñòâå a + Λ′

íàéäåòñÿ òî÷êà, ëåæàùàÿ â P è íàõîäÿùàÿñÿ áëèæå ê ïðîñòðàíñòâó
L, ÷åì bn. Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ (7.2), ïîëó÷àåì, ÷òî

Λ ∩
{ n∑

i=1

λibi

∣∣∣ 0 6 λi < 1, i = 1, . . . , n
}

= {0}.

Ñëåäîâàòåëüíî, èíäåêñ ïîäðåøåòêè spanZ(b1, . . . ,bn) ðåøåòêè Λ ðà-
âåí 1, òî åñòü ýòè ðåøåòêè ñîâïàäàþò.

Áàçèñ ðåøåòêè îïðåäåëåí íåîäíîçíà÷íî. Áîëåå òîãî, èìååò ìåñòî
ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå, êîòîðîå ëåãêî âûâåñòè èç îïðåäåëåíèÿ 7.2:
Ïðåäëîæåíèå 7.1. Ïóñòü Λ ⊂ Rn � ðåøåòêà ñ áàçèñîì {b1, . . . ,
bn}. Òîãäà íàáîð âåêòîðîâ {b′1, . . . ,b′n} ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ðåøåòêè
Λ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì íàáîðà
{b1, . . . ,bn} ïðè äåéñòâèè íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, ìàòðè-
öà êîòîðîãî â áàçèñå {b1, . . . ,bn} öåëî÷èñëåííà è èìååò îïðåäåëè-
òåëü ±1.
Îïðåäåëåíèå 7.3. Åñëè Λ ⊂ Rn � ðåøåòêà ñ áàçèñîì {b1, . . . ,bn},
òî âåëè÷èíà

det Λ = | det(b1, . . . ,bn)|
íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëåì ðåøåòêè Λ.

Çäåñü ïðèñóòñòâóåò îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ñîñòàâëåííîé èç êîîð-
äèíàò âåêòîðîâ bi, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê âåêòîð-ñòîëáöû.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 7.1 âèäíî, ÷òî âåëè÷èíà | det(b1, . . . ,bn)| íå çà-
âèñèò îò áàçèñà ðåøåòêè, òî åñòü îïðåäåëåíèå 7.3 êîððåêòíî. Îïðå-
äåëèòåëü ðåøåòêè èìååò òàêæå î÷åâèäíûé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë: îí
ðàâåí îáúåìó ïàðàëëåëåïèïåäà

{ n∑
i=1

λibi

∣∣∣ 0 6 λi 6 1, i = 1, . . . , n
}

,
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íàòÿíóòîãî íà áàçèñíûå âåêòîðû. Âñå òàêèå ïàðàëëåëåïèïåäû íàçû-
âàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûìè ïàðàëëåëåïèïåäàìè ðåøåòêè. Ïîëó÷àåì

Ïðåäëîæåíèå 7.2. Îáúåì ëþáîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî ïàðàëëåëåïè-
ïåäà ðåøåòêè ðàâåí åå îïðåäåëèòåëþ.

Îòìåòèì åùå îäíî ñâîéñòâî îïðåäåëèòåëÿ ðåøåòêè, êîòîðîå íàì
ïîíàäîáèòñÿ â äàëüíåéøåì. Ïóñòü, êàê è ïðåæäå, Λ ⊂ Rn � n�ìåðíàÿ
ðåøåòêà ñ áàçèñîì {b1, . . . ,bn}. Ðàññìîòðèì òàê íàçûâàåìóþ ìàòðè-
öó Ãðàìà âåêòîðîâ b1, . . . ,bn:

Γ(b1, . . . ,bn) =




〈b1,b1〉 〈b1,b2〉 · · · 〈b1,bn〉
〈b2,b1〉 〈b2,b2〉 · · · 〈b2,bn〉
· · · · · · · · · · · ·

〈bn,b1〉 〈bn,b2〉 · · · 〈bn,bn〉


 ,

ãäå ÷åðåç 〈bi,bj〉 îáîçíà÷åíî åâêëèäîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåê-
òîðîâ bi,bj.

Òåîðåìà 7.2. det Γ(b1, . . . ,bn) = (det Λ)2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B ìàòðèöó áàçèñà {b1, . . . ,bn}
(òî åñòü äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , n ñòîëáåö ìàòðèöû ñ íîìåðîì i

ñîñòîèò èç êîîðäèíàò âåêòîðà bi). Òîãäà, êàê ëåãêî âèäåòü, Γ =
Γ(b1, . . . ,bn) = B>B. Ñëåäîâàòåëüíî,

det Γ = (det B)2 = (det Λ)2.

Ðàññìîòðèì òåïåðü êàêóþ�íèáóäü k�ìåðíóþ ðåøåòêó ïðè k < n,
ê ïðèìåðó, ðåøåòêó Λk, íàòÿíóòóþ íà âåêòîðû b1, . . . ,bk:

Λk = spanZ(b1, . . . ,bk).

Ãîâîðèòü îá îïðåäåëèòåëå ìàòðèöû, ñîñòàâëåííîé èç êîîðäèíàò ýòèõ
âåêòîðîâ íåëüçÿ, ïîñêîëüêó îíà íå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíîé, îäíàêî ýòî
íå ìåøàåò íàì ãîâîðèòü îá îïðåäåëèòåëå ðåøåòêè Λk. Äåéñòâèòåëüíî,
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ìîæíî èçîìåòðè÷íî îòîáðàçèòü k�ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàí-
ñòâà Rn, ñîäåðæàùåå Λk, íà Rk. Òîãäà îáðàçû âåêòîðîâ b1, . . . ,bk ïðè
ýòîì îòîáðàæåíèè áóäóò k�ìåðíûìè âåêòîðàìè, ìîäóëü îïðåäåëèòåëÿ
êîòîðûõ ìû è áóäåì ñ÷èòàòü îïðåäåëèòåëåì ðåøåòêè Λk. Åñëè æå òå-
ïåðü âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåäëîæåíèåì 7.2 è òåì ôàêòîì, ÷òî èçîìåòðèÿ
ñîõðàíÿåò îáúåì, òî ìîæíî ïîä îïðåäåëèòåëåì ðåøåòêè Λk ïîíèìàòü
îáúåì k�ìåðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà, íàòÿíóòîãî íà âåêòîðû b1, . . . ,bk.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ âåêòîðîâ b1, . . . ,bk ìîæíî òàêæå ðàññìîò-
ðåòü ìàòðèöó Ãðàìà:

Γ(b1, . . . ,bk) =




〈b1,b1〉 〈b1,b2〉 · · · 〈b1,bk〉
〈b2,b1〉 〈b2,b2〉 · · · 〈b2,bk〉
· · · · · · · · · · · ·

〈bk,b1〉 〈bk,b2〉 · · · 〈bk,bk〉


 .

Ïîñêîëüêó èçîìåòðè÷íîå îòîáðàæåíèå ïëîñêîñòè ðåøåòêè Λk íà Rk,
ðàññìîòðåííîå âûøå, ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, èç òåîðåìû
7.2, ïðèìåíåííîé ê îáðàçó ðåøåòêè Λk ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè, ñëåäóåò
Òåîðåìà 7.3. Äëÿ ëþáîé k�ìåðíîé ðåøåòêè

Λk = spanZ(b1, . . . ,bk) ⊂ Rn

âûïîëíÿåòñÿ det Γ(b1, . . . ,bk) = (det Λk)
2.

Åñëè ðàññìîòðåòü âñå k�ìåðíûå ïîäðåøåòêè n�ìåðíîé ðåøåòêè Λ,
òî îêàæåòñÿ, ÷òî èõ îïðåäåëèòåëè îãðàíè÷åíû ñíèçó íåêîòîðîé ïîëî-
æèòåëüíîé êîíñòàíòîé, çàâèñÿùåé òîëüêî îò ðåøåòêè Λ:
Òåîðåìà 7.4. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà c > 0, çàâèñÿùàÿ
òîëüêî îò Λ, ÷òî äëÿ ëþáîé k�ìåðíîé ïîäðåøåòêè Λ′ n�ìåðíîé
ðåøåòêè Λ âûïîëíÿåòñÿ

det Λ′ > c.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Λ′ � ïðîèçâîëüíàÿ k�ìåðíàÿ ïîäðåøåòêà ðå-
øåòêè Λ. Ïîñêîëüêó Λ � n�ìåðíàÿ ðåøåòêà â ïðîñòðàíñòâå Rn, ñó-
ùåñòâóåò òàêîé îïåðàòîð A ∈ GLn(R), ÷òî A(Λ) = Zn. Ïóñòü λ �
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ìàêñèìàëüíîå ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà A. Òîãäà,
åñëè P � ïðîèçâîëüíûé ôóíäàìåíòàëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä ðåøåòêè
Λ′, òî äëÿ îáúåìîâ k�ìåðíûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ P è A(P ) èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî

volk(P ) > |λ|−k volk(A(P )),

êîòîðîå ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî îïåðàòîð A ðàñòÿãèâàåò ëþáîé
îòðåçîê íå áîëåå, ÷åì â λ ðàç.

Îáðàç ðåøåòêè Λ′ ïðè äåéñòâèè îïåðàòîðà A � ýòî k�ìåðíàÿ ïîä-
ðåøåòêà ðåøåòêè Zn. Â ñèëó òåîðåìû 7.3 îïðåäåëèòåëü ðåøåòêè A(Λ′)
ðàâåí êîðíþ èç íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, ïîñêîëüêó âñå ýëå-
ìåíòû ìàòðèöû Ãðàìà, ñîîòâåòñòâóþùåé ëþáîìó áàçèñó ðåøåòêè
A(Λ′), ñóòü öåëûå ÷èñëà. Ñòàëî áûòü,

det Λ′ = volk(P ) > |λ|−k volk(A(P )) = |λ|−k det(A(Λ′)) > |λ|−k.

Îñòàåòñÿ ïîëîæèòü c = |λ|−k.

Â ñëó÷àå, êîãäà n�ìåðíàÿ ðåøåòêà Λ ðàñïàäàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó
äâóõ ñâîèõ ïîäðåøåòîê, îðòîãîíàëüíûõ äðóã äðóãó, åå îïðåäåëèòåëü
ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ îïðåäåëèòåëåé ýòèõ ïîäðåøåòîê:

Òåîðåìà 7.5. Ïóñòü Λ′ è Λ′′ � ïîäðåøåòêè ðåøåòêè Λ, ñîäåðæà-
ùèåñÿ â îðòîãîíàëüíûõ äðóã äðóãó ïîäïðîñòðàíñòâàõ Rn, è ïóñòü
Λ = Λ′ ⊕ Λ′′. Òîãäà det Λ = det Λ′ det Λ′′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {b1, . . . ,bk} � áàçèñ Λ′, à {bk+1, . . . ,bn} �
áàçèñ Λ′′. Òîãäà {b1, . . . ,bn} áóäåò áàçèñîì ðåøåòêè Λ, â òî âðåìÿ êàê
det Γ(b1, . . . ,bn) = det Γ(b1, . . . ,bk) det Γ(bk+1, . . . ,bn), â ñèëó îðòî-
ãîíàëüíîñòè âåêòîðîâ bi è bj ïðè 1 6 i 6 k < j 6 n. Îñòàåòñÿ
âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 7.3.

7.1.2 Ïðèâåäåííûå áàçèñû.
Ïóñòü çàäàíà n�ìåðíàÿ ðåøåòêà Λ â ïðîñòðàíñòâå Rn. Íà ïðàêòèêå
ðàáîòà ñ ðåøåòêîé â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ñâîäèòñÿ ê ðàáîòå ñ íåêî-
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òîðûì åå áàçèñîì. Ïðè ýòîì ÿñíî, ÷òî ÷åì ìåíüøå ïî ìîäóëþ êîîðäè-
íàòû âåêòîðîâ áàçèñà, òåì óäîáíåå ñ íèì ðàáîòàòü. Ñàìîå åñòåñòâåí-
íîå, ÷òî ìîæíî ñäåëàòü â ýòîé ñèòóàöèè � ýòî ââåñòè êàêîé�íèáóäü
(÷àñòè÷íûé) ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå áàçèñîâ ðåøåòêè Λ è ðàññìàòðè-
âàòü áàçèñû, ìèíèìàëüíûå îòíîñèòåëüíî ýòîãî ïîðÿäêà. Òàêèå áàçè-
ñû íàçûâàþò ïðèâåäåííûìè. Íàïðèìåð, ìîæíî óïîðÿäî÷èòü áàçèñû
{b1, . . . ,bn} ðåøåòêè Λ ïî âîçðàñòàíèþ âåëè÷èíû |b1|2 + . . . + |bn|2.
Áàçèñû, ìèíèìàëüíûå îòíîñèòåëüíî òàêîãî ïîðÿäêà íàçûâàþòñÿ ïðè-
âåäåííûìè ïî Âåíêîâó. Åñëè óïîðÿäî÷èâàòü ïî âîçðàñòàíèþ âåëè÷è-
íû |b1|2+ . . .+ |bn|2+ |b1+ . . .+bn|2, ïîëó÷èì áàçèñû, ïðèâåäåííûå ïî
Çåëëèíãó. Îäíàêî íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûìè ÿâëÿþòñÿ áàçèñû,
ïðèâåäåííûå ïî Ìèíêîâñêîìó è ïî Ýðìèòó. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äàòü ñî-
îòâåòñòâóþùèå îïðåäåëåíèÿ, íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå ïðèìèòèâíîãî
íàáîðà âåêòîðîâ.

Îïðåäåëåíèå 7.4. Íàáîð {b1, . . . ,bk} âåêòîðîâ ðåøåòêè Λ, k 6
n, íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíûì, åñëè åãî ìîæíî äîïîëíèòü äî áàçèñà
ðåøåòêè Λ.

Íå ñëîæíî ïðîâåðèòü (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7.1), ÷òî íàáîð
{b1, . . . ,bk} ⊂ Λ ìîæíî äîïîëíèòü äî áàçèñà ðåøåòêè òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà â ïîëóîòêðûòîì k�ìåðíîì ïàðàëëåëåïèïåäå

{ k∑

i=1

λibi

∣∣∣ 0 6 λi < 1, i = 1, . . . , k
}

íåò òî÷åê ðåøåòêè Λ, êðîìå 0. Â ÷àñòíîñòè, ïðèìèòèâíûìè âåêòîðà-
ìè ðåøåòêè Λ íàçûâàþòñÿ òå âåêòîðû, êîîðäèíàòû êîòîðûõ â êàêîì�
íèáóäü áàçèñå ýòîé ðåøåòêè âçàèìíî ïðîñòû.

Îïðåäåëåíèå 7.5. Áàçèñ {b1, . . . ,bn} ðåøåòêè Λ íàçûâàåòñÿ ïðè-
âåäåííûì ïî Ìèíêîâñêîìó, åñëè äëÿ êàæäîãî k = 1, . . . , n è êàæäîãî
âåêòîðà b ∈ Λ, òàêîãî ÷òî íàáîð {b1, . . . ,bk−1,b} ïðèìèòèâåí, âû-
ïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |b| > |bk|.
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ßñíî, ÷òî åñëè áàçèñ {b1, . . . ,bn} ðåøåòêè Λ ïðèâåäåí ïî Ìèíêîâ-
ñêîìó, òî è áàçèñ Λ âèäà {±b1, . . . ,±bn} òàêæå ïðèâåäåí ïî Ìèíêîâ-
ñêîìó. Îäíàêî ðåøåòêà ìîæåò èìåòü ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûå ïðèâå-
äåííûå ïî Ìèíêîâñêîìó áàçèñû. Áîëåå òîãî, íà÷èíàÿ ñ ðàçìåðíîñòè
n = 7, ìîæåò äàæå îêàçàòüñÿ, ÷òî íàáîðû àáñîëþòíûõ âåëè÷èí âåê-
òîðîâ â ýòèõ áàçèñàõ ðàçëè÷íû (ñì. [12], [23]).

Ïîíÿòèå ïðèâåäåííîãî ïî Ýðìèòó áàçèñà ââîäèòñÿ ïðè ïîìîùè ñëå-
äóþùåãî èíäóêòèâíîãî îïðåäåëåíèÿ:

Îïðåäåëåíèå 7.6. 1) Ëþáîé íàáîð, ñîñòîÿùèé èç îäíîãî âåêòîðà
ðåøåòêè Λ, áóäåì íàçûâàòü ïðèâåäåííûì ïî Ýðìèòó, åñëè ýòîò
âåêòîð ìèíèìàëåí îòíîñèòåëüíî åâêëèäîâîé íîðìû ñðåäè âñåõ âåê-
òîðîâ Λ.

2) Åñëè 2 6 k 6 n, òî áóäåì íàçûâàòü ïðèìèòèâíûé íàáîð
{b1, . . . ,bk} âåêòîðîâ ðåøåòêè Λ ïðèâåäåííûì ïî Ýðìèòó, åñëè íà-
áîð {b1, . . . ,bk−1} ïðèâåäåí ïî Ýðìèòó è äëÿ ëþáîãî ïðèìèòèâíî-
ãî íàáîðà âåêòîðîâ {b1, . . . ,bk−1,b} ⊂ Λ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
|bk| 6 |b|.

Ïðè k = n ïîëó÷àåì ïðèâåäåííûé ïî Ýðìèòó áàçèñ ðåøåòêè Λ.

Êàê ëåãêî âèäåòü, áàçèñ ðåøåòêè Λ, ïðèâåäåííûé ïî Ýðìèòó, ÿâëÿ-
åòñÿ òàêæå ïðèâåäåííûì ïî Ìèíêîâñêîìó. Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ,
íå âåðíî (ñì. [12]).

Àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ áàçèñîâ, ïðèâåäåííûõ ïî Ýðìèòó èëè ïî
Ìèíêîâñêîìó, ñëîæíîñòü êîòîðûõ ïîëèíîìèàëüíî çàâèñèò îò ðàçìåð-
íîñòè, íà äàííûé ìîìåíò íå ñóùåñòâóåò. Áîëåå òîãî, åñëè P 6= NP ,
òî ñêîðåå âñåãî èõ âîîáùå íå ñóùåñòâóåò, èáî åñëè â îïðåäåëåíèÿõ 7.5
è 7.6 ðàññìàòðèâàòü íå åâêëèäîâó íîðìó, à íîðìó `1 èëè `∞, òî çàäà÷à
ïîñòðîåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ áàçèñîâ NP�ïîëíà (ñì. ïóíêò 7.3.1).

Îäíàêî, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå (â òîì æå ïóíêòå 7.3.1), åñëè ðàç-
ìåðíîñòü n ôèêñèðîâàíà, òî ìîæíî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ íàéòè
âñå áàçèñû Λ, ïðèâåäåííûå ïî Ìèíêîâñêîìó (à, ñòàëî áûòü, è âñå áà-
çèñû, ïðèâåäåííûå ïî Ýðìèòó).
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7.1.3 Ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà�Øìèäòà.
Ïóñòü Λ � n�ìåðíàÿ ðåøåòêà â Rn ñ áàçèñîì {b1, . . . ,bn}. Ðàññìîòðèì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâ {0} = L0 ⊂ L1 ⊂ . . . ⊂ Ln = Rn,
îïðåäåëÿåìûõ ðàâåíñòâàìè

L0 = {0},
Li = spanR(b1, . . . ,bi), i = 1, . . . , n,

ãäå spanR(b1, . . . ,bi) îçíà÷àåò ïîäïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà âåêòî-
ðû b1, . . . ,bi. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç L⊥i îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê
Li, à ÷åðåç b∗i � îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ âåêòîðà bi íà L⊥i−1. Èíûìè
ñëîâàìè,

b∗i = bi −
i−1∑
j=1

µi,jb
∗
j (1 6 i 6 n), (7.3)

ãäå
µi,j = 〈bi,b

∗
j〉/〈b∗j ,b∗j〉 (1 6 j < i 6 n). (7.4)

Ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ òàêèì îáðàçîì âåêòîðîâ b∗1, . . . ,b
∗
n íàçûâàåò-

ñÿ ïðîöåññîì îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà�Øìèäòà áàçèñà {b1, . . . ,bn}.
Íàáîð {b∗1, . . . ,b∗n} ÿâëÿåòñÿ, êàê ëåãêî âèäåòü, îðòîãîíàëüíûì áàçè-
ñîì ïðîñòðàíñòâà Rn ñ îïðåäåëèòåëåì, ðàâíûì det(b1, . . . ,bn). Ñòàëî
áûòü, èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 7.6. Ïóñòü Λ � n�ìåðíàÿ ðåøåòêà â Rn ñ áàçèñîì {b1, . . . ,

bn} è b∗1, . . . ,b
∗
n � âåêòîðû, ïîñòðîåííûå èç âåêòîðîâ b1, . . . ,bn ïðè

ïîìîùè ïðîöåññà îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà�Øìèäòà. Òîãäà

det Λ =
n∏

i=1

|b∗i |.

Èç ýòîé òåîðåìû, ó÷èòûâàÿ, ÷òî |b∗i | 6 |bi| äëÿ âñåõ i (ïîñêîëüêó
b∗i � ýòî ïðîåêöèÿ bi), ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî Àäàìàðà:
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Òåîðåìà 7.7 (Íåðàâåíñòâî Àäàìàðà). Ïóñòü Λ � n�ìåðíàÿ ðåøåò-
êà â Rn ñ áàçèñîì {b1, . . . ,bn}. Òîãäà

det Λ 6
n∏

i=1

|bi|.

ßñíî, ÷òî â íåðàâåíñòâå Àäàìàðà çíàê ðàâåíñòâà ìîæíî ïîñòàâèòü
â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè âåêòîðû b1, . . . ,bn ïîïàðíî îðòî-
ãîíàëüíû. Ïðè ýòîì âåëè÷èíó (

∏n
i=1 |bi|)/ det Λ ìîæíî âîñïðèíèìàòü

êàê õàðàêòåðèñòèêó îòêëîíåíèÿ áàçèñà {b1, . . . ,bn} ðåøåòêè Λ îò îð-
òîãîíàëüíîãî. ×åì áëèæå ýòà âåëè÷èíà ê åäèíèöå, òî åñòü ÷åì êîðî÷å
âåêòîðû áàçèñà, òåì áîëüøå áàçèñ �ïîõîæ� íà îðòîãîíàëüíûé. Èç-
âåñòíî (ñì. [6], [23]), ÷òî äëÿ ëþáîãî n ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà c,
çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò n, ÷òî ó ëþáîé n�ìåðíîé ðåøåòêè Λ íàéäåòñÿ
òàêîé áàçèñ {b1, . . . ,bn}, ÷òî

n∏
i=1

|bi| 6 c · det Λ. (7.5)

Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ìû ïðèâåäåì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ áàçèñà,
óäîâëåòâîðÿþùåãî ïîäîáíîìó ñîîòíîøåíèþ. À ïîêà ñôîðìóëèðóåì
åùå íåñêîëüêî ñâîéñòâ áàçèñîâ ïðîñòðàíñòâà Rn, ñòðîÿùèõñÿ ïðè ïî-
ìîùè ïðîöåññà îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà�Øìèäòà.

Ðàññìîòðèì îäíî èç ïîäïðîñòðàíñòâ Lk, îïðåäåëåííûõ âûøå. Âåê-
òîðû b1, . . . ,bk îáðàçóþò áàçèñ k�ìåðíîé ðåøåòêè Λk â ïðîñòðàíñòâå
Lk, à âåêòîðû b∗1, . . . ,b

∗
k ïîëó÷àþòñÿ èç b1, . . . ,bk ïðè ïîìîùè ïðî-

öåññà îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà�Øìèäòà. Ñòàëî áûòü, ïðèìåíÿÿ ê ýòîé
ðåøåòêå òåîðåìû 7.3 è 7.6, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:
Òåîðåìà 7.8. Ïóñòü b∗1, . . . ,b

∗
n � âåêòîðû, ïîñòðîåííûå èç âåêòî-

ðîâ b1, . . . ,bn ïðîñòðàíñòâà Rn ïðè ïîìîùè ïðîöåññà îðòîãîíàëè-
çàöèè Ãðàìà�Øìèäòà. Òîãäà äëÿ ëþáîãî k 6 n

det Γ(b1, . . . ,bk) =
k∏

i=1

|b∗i |2,

ãäå Γ(b1, . . . ,bk) � ìàòðèöà Ãðàìà âåêòîðîâ b1, . . . ,bk.
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Ðåøåòêà Λk � ýòî ïîäãðóïïà ãðóïïû Λ, ïîýòîìó Λ ðàñïàäàåò-
ñÿ â îáúåäèíåíèå ñìåæíûõ êëàññîâ ïî ýòîé ïîäãðóïïå. Ïðè ýòîì
Λk = Λ ∩ Lk, îòêóäà âèäèì, ÷òî êàæäûé èç ýòèõ ñìåæíûõ êëàññîâ
ñîäåðæèòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðàëëåëüíîé êîïèè ïîäïðîñòðàíñòâà
Lk. Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ñìåæíûìè êëàññàìè îöåíèâàåòñÿ â ñëå-
äóþùåì óòâåðæäåíèè:
Òåîðåìà 7.9. Åñëè x ∈ Λ\Lk, òî ðàññòîÿíèå îò x äî Lk íå ìåíüøå,
÷åì

min
k<j6n

|b∗j |.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ, íàéäóòñÿ òàêèå öåëûå r1, . . . , ri, ÷òî
ri 6= 0, k < i 6 n è

x = r1b1 + . . . + ribi.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç x(k) è x(i−1) îðòîãîíàëüíûå ïðîåêöèè âåêòîðà x íà
ïîäïðîñòðàíñòâà L⊥k è L⊥i−1, ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññòîÿíèå îò x äî Lk â
òî÷íîñòè ðàâíî |x(k)|, òîãäà êàê

|x(k)| > |x(i−1)|, (7.6)
ïîñêîëüêó L⊥i−1 ⊂ L⊥k . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó âåêòîð b∗i � ýòî
îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ âåêòîðà bi íà L⊥i−1, âåêòîðû b1, . . . ,bi−1 ñî-
äåðæàòñÿ â ïðîñòðàíñòâå Li−1 è x− ribi ∈ Li−1, âèäèì, ÷òî

x(i−1) = rib
∗
i .

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó (7.6),
|x(k)| > |rib

∗
i | > |b∗i | > min

k<j6n
|b∗j |.

7.2 LLL�àëãîðèòì.
7.2.1 LLL�ïðèâåäåííûå áàçèñû.
Êàê áûëî ñêàçàíî ðàíåå, íà äàííûé ìîìåíò íå èçâåñòíî íè îäíîãî
àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ áàçèñà ðåøåòêè, ïðèâåäåííîãî ïî Ìèíêîâñêî-
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ìó, ñëîæíîñòü êîòîðîãî ïîëèíîìèàëüíî çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè. Îä-
íàêî, åñëè îñëàáèòü òðåáîâàíèå ìèíèìàëüíîñòè áàçèñà îòíîñèòåëü-
íî êàêîãî�òî çàäàííîãî ïîðÿäêà è èñêàòü �ïî÷òè ïðèâåäåííûå� áà-
çèñû, òî åñòü �ïî÷òè ìèíèìàëüíûå�, òî êàê ïîêàçàëè â 1982�îì ãî-
äó À.Ê.Ëåíñòðà, Õ.Â.Ëåíñòðà è Ë.Ëîâàñ, òàêîãî ðîäà áàçèñû ìîæ-
íî ñòðîèòü äîâîëüíî áûñòðî. Ñîîòâåòñòâóþùèå áàçèñû íîñÿò íàçâà-
íèå LLL�ïðèâåäåííûõ áàçèñîâ, à àëãîðèòì èõ ïîñòðîåíèÿ íàçûâàåòñÿ
LLL�àëãîðèòìîì.

Âñïîìíèì, ÷òî ÷åì êîðî÷å âåêòîðû êàêîãî�òî áàçèñà, òåì áîëüøå
îí �ïîõîæ� íà îðòîãîíàëüíûé áàçèñ (ñì. ðàññóæäåíèå íåïîñðåäñòâåí-
íî ïîñëå òåîðåìû 7.7). Ïîýòîìó äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîíÿòü, íàñêîëü-
êî �áëèçîê ê ìèíèìàëüíîñòè� áàçèñ {b1, . . . ,bn} ðåøåòêè Λ, ìîæíî
�ñðàâíèâàòü� åãî ñ êàêèì�íèáóäü îðòîãîíàëüíûì áàçèñîì ïðîñòðàí-
ñòâà Rn, íàïðèìåð, ñ áàçèñîì {b∗1, . . . ,b∗n}, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç
íåãî ìåòîäîì îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà�Øìèäòà.

Îïðåäåëåíèå 7.7. Áàçèñ b1, . . . ,bn ðåøåòêè Λ íàçûâàåòñÿ LLL�
ïðèâåäåííûì, åñëè

|µi,j| 6 1

2
ïðè 1 6 j < i 6 n (7.7)

è
|b∗i + µi,i−1b

∗
i−1|2 > 3

4
|b∗i−1|2 ïðè 1 < i 6 n, (7.8)

ãäå b∗i è µi,j îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè (7.3) è (7.4).

Çàìå÷àíèå 1. Ñîâîêóïíîñòü íåðàâåíñòâ (7.8) â îïðåäåëåíèè 7.7 íà-
çûâàåòñÿ óñëîâèåì Ëîâàñà. Êàê ëåãêî âèäåòü, ýòî óñëîâèå, â ñèëó
ïîïàðíîé îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðîâ b∗1, . . . ,b

∗
n, ðàâíîñèëüíî òîìó,

÷òî
|b∗i |2 >

(
3

4
− µ2

i,i−1

)
|b∗i−1|2 ïðè 1 < i 6 n. (7.9)

Âîîáùå ãîâîðÿ, â ýòèõ íåðàâåíñòâàõ ÷èñëî 3/4 äîâîëüíî óñëîâíî è
âìåñòî íåãî ìîæíî ïîñòàâèòü ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî γ, òàêîå, ÷òî
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1/4 < γ < 1. Íî òîãäà îöåíêè, êîòîðûå ìû ïîëó÷èì íèæå, áó-
äóò âûãëÿäåòü ãðîìîçäêî, ïîñêîëüêó íåêîòîðûå äâîéêè íóæíî áó-
äåò çàìåíèòü íà 4/(4γ − 1). Ïðè ýòîì ñêîðîñòü LLL�àëãîðèòìà è
�êà÷åñòâî� èòîãîâîãî áàçèñà íå ñëèøêîì ÷óâñòâèòåëüíû ê âûáîðó
çíà÷åíèÿ êîíñòàíòû γ. Ïîýòîìó ìû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì γ = 3/4,
è îòìåòèì ëèøü, ÷òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ LLL�ïðèâåäåííîãî áàçè-
ñà äëÿ ëþáîãî γ : 1/4 < γ < 1 (êîòîðîå ñëåäóåò èç êîððåêòíîñòè
LLL�àëãîðèòìà) ìîæíî âûâåñòè ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî áàçèñà ðå-
øåòêè, ÷òî óãîë ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ âåêòîðàìè ýòîãî áàçèñà íå
ìåíüøå 60◦ (è íå áîëüøå 120◦).

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå äîêàçûâàåòñÿ, ïîìèìî âñåãî ïðî÷åãî, ÷òî
LLL�ïðèâåäåííûé áàçèñ ðåøåòêè Λ óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (7.5)
ñ êîíñòàíòîé c = 2n(n−1)/4, òî åñòü îí íå î÷åíü ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò
îðòîãîíàëüíîãî.

Òåîðåìà 7.10. Ïóñòü b1, . . . ,bn � LLL�ïðèâåäåííûé áàçèñ ðåøåòêè
Λ. Òîãäà
(i)

det Λ 6
n∏

i=1

|bi| 6 2n(n−1)/4 det Λ,

(ii)
|bj| 6 2(i−1)/2|b∗i | ïðè 1 6 j 6 i 6 n,

(iii)
|b1| 6 2(n−1)/4(det Λ)1/n,

(iv) äëÿ êàæäîãî x ∈ Λ, îòëè÷íîãî îò 0,

|b1| 6 2(n−1)/2|x|,
(v) èëè, áîëåå îáùî, äëÿ ëþáûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ
x1, . . . ,xk ðåøåòêè Λ

|bj| 6 2(n−1)/2 max(|x1|, . . . , |xk|) ïðè 1 6 j 6 k.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà ïóíêò (ii). Èç îïðåäåëåíèÿ 7.7
ñëåäóåò, ÷òî

|b∗i |2 > (3/4− µ2
i,i−1)|b∗i−1|2 > |b∗i−1|2

2
ïðè 1 < i 6 n,

îòêóäà ïðè ïîìîùè èíäóêöèè ïîëó÷àåì, ÷òî

|b∗j |2 6 2i−j|b∗i |2 ïðè 1 6 j 6 i 6 n.

Ñòàëî áûòü, ïðè 1 6 j 6 i 6 n

|bj|2 = |b∗j |2 +

j−1∑

k=1

µ2
j,k|b∗k|2 6 2j−1 + 1

2
|b∗j |2 6 2j−1|b∗j |2 6 2i−1|b∗i |2.

Ïóíêò (ii) äîêàçàí.
Ïåðâîå íåðàâåíñòâî ïóíêòà (i) â òî÷íîñòè ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì

Àäàìàðà (ñì. òåîðåìó 7.7). Âòîðîå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ïóíêòà (ii)
è òåîðåìû 7.6:

n∏
i=1

|bi| 6
n∏

i=1

2(i−1)/2|b∗i | = 2n(n−1)/4 det Λ.

Ïîäñòàâëÿÿ æå â ïóíêò (ii) j = 1, ïîëó÷àåì:

|b1| 6
( n∏

i=1

2(i−1)/2|b∗i |
)1/n

= 2(n−1)/4(det Λ)1/n,

÷òî äîêàçûâàåò ïóíêò (iii).
Ïóíêò (iv) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïóíêòà (v).
Ïóíêò (v) ñëåäóåò èç òåîðåìû 7.9 è ïóíêòà (ii). Äåéñòâèòåëüíî, ñðå-

äè k ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ x1, . . . ,xk ðåøåòêè Λ êàê ìèíè-
ìóì îäèí íå ëåæèò â ïîäïðîñòðàíñòâå Lk−1 (ïîðîæäåííîì âåêòîðàìè
b1, . . . ,bk−1). Ñòàëî áûòü, â ñèëó òåîðåìû 7.9,

min
k6i6n

|b∗i | 6 max(|x1|, . . . , |xk|).

Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü ïóíêò (ii).
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7.2.2 Îïèñàíèå LLL�àëãîðèòìà.
Íå ñîñòàâëÿåò òðóäà ïî ïðîèçâîëüíîìó çàäàííîìó áàçèñó {b1, . . . ,bn}
ðåøåòêè Λ ïîñòðîèòü áàçèñ, äëÿ êîòîðîãî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå
(7.7) (èç îïðåäåëåíèÿ 7.7). Äåéñòâèòåëüíî, íóæíî ïðîñòî, ïåðåáèðàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíî k = 2, . . . , n, çàìåíÿòü bk íà

bk −
k−1∑
i=1

bµk,iebi,

ãäå bµk,ie îçíà÷àåò öåëîå ÷èñëî, áëèæàéøåå ê µk,i, âû÷èñëÿÿ íà êàæ-
äîì øàãå çàíîâî çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ µi,j. Áàçèñ ðåøåòêè Λ óäî-
âëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (7.7) èç îïðåäåëåíèÿ 7.7, áóäåì íàçûâàòü µ�
ïðèâåäåííûì.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ LLL�ïðèâåäåííîãî áàçèñà ìîæíî âîñïîëüçîâàòü-
ñÿ ñëåäóþùåé ïðîöåäóðîé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî áàçèñ {b1, . . . ,bn} µ�
ïðèâåäåí, íî íå LLL�ïðèâåäåí. Ðàññìîòðèì ìèíèìàëüíûé èíäåêñ κ,
äëÿ êîòîðîãî íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Ëîâàñà:

κ = min
{

k ∈ {2, . . . , n}
∣∣∣ |b∗k + µk,k−1b

∗
k−1|2 >

3

4
|b∗k−1|2

}
,

è ïîìåíÿåì âåêòîðû bκ è bκ−1 ìåñòàìè. Ïî ïîëó÷èâøåìóñÿ áàçèñó ïî-
ñòðîèì µ�ïðèâåäåííûé, íàéäåì îïÿòü ìèíèìàëüíûé èíäåêñ, äëÿ êî-
òîðîãî íàðóøàåòñÿ óñëîâèå Ëîâàñà, ïîìåíÿåì ñîîòâåòñòâóþùèå âåê-
òîðû ìåñòàìè è áóäåì ïîâòîðÿòü ýòîò ïðîöåññ, ïîêà íå ïîñòðîèì LLL�
ïðèâåäåííûé áàçèñ.

Ïîêà ÷òî íå âïîëíå ïîíÿòíî, ïî÷åìó äàííûé àëãîðèòì êîãäà�
íèáóäü çàâåðøèòñÿ, âåäü èíäåêñ κ áóäåò òî óâåëè÷èâàòüñÿ, òî óìåíü-
øàòüñÿ. Îäíàêî î÷åâèäíî, ÷òî åãî ìîæíî íåñêîëüêî ðàöèîíàëèçèðî-
âàòü. À èìåííî, µ�ïðèâîäèòü áàçèñ íà êàæäîì ýòàïå ïîëíîñòüþ íå
îáÿçàòåëüíî, èáî ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà-
÷åíèè κ ðàáîòàåò ëèøü ñ òåìè µk,j, ó êîòîðûõ k > κ. Ïîýòîìó ìû
ââåäåì ïàðàìåòð kmax , êîòîðûé â êàæäûé ìîìåíò áóäåò ðàâåí ìàê-
ñèìàëüíîìó èç ïðåäûäóùèõ çíà÷åíèé κ, è áóäåì íà êàæäîì øàãå
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îáíîâëÿòü ëèøü òå µk,j, ó êîòîðûõ k 6 kmax . Êðîìå òîãî, â ïðîöåñ-
ñå µ�ïðèâåäåíèÿ áàçèñà {b1, . . . ,bn} êàæäûé âåêòîð bk çàìåíÿåòñÿ
íà âåêòîð, îòëè÷àþùèéñÿ îò íåãî íà âåêòîð, îðòîãîíàëüíûé âåêòî-
ðó b∗k. Ñòàëî áûòü, âåêòîðû b∗1, . . . ,b

∗
n â ïðîöåññå µ�ïðèâåäåíèÿ íå

ìåíÿþòñÿ, òî åñòü äëÿ ïðîâåðêè óñëîâèÿ Ëîâàñà èç êîýôôèöèåíòîâ
µk,j íåîáõîäèìû òîëüêî êîýôôèöèåíòû µk,k−1. Ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî
íîâîãî çíà÷åíèÿ èíäåêñà k íóæíî ïåðâûì äåëîì äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî-
áû àáñîëþòíîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà µk,k−1 ñòàëî íå áîëüøå, ÷åì
1/2, çàòåì ïðîâåðèòü äëÿ ýòîãî èíäåêñà óñëîâèÿ Ëîâàñà, è òîëüêî â
ñëó÷àå åãî âûïîëíåíèÿ óìåíüøàòü âñå îñòàëüíûå µk,j. Íàêîíåö, êàê
óæå îòìå÷àëîñü â çàìå÷àíèè 1, íåðàâåíñòâî

|b∗k + µk,k−1b
∗
k−1|2 > 3

4
|b∗k−1|2

ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

|b∗k|2 >
(

3

4
− µ2

k,k−1

)
|b∗k−1|2.

Ïîýòîìó äëÿ ïðîâåðêè óñëîâèÿ Ëîâàñà, êðîìå êîýôôèöèåíòîâ µk,k−1,
äîñòàòî÷íî çíàòü âåëè÷èíû |b∗k|2, êîòîðûå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ñèì-
âîëàìè Bk.

Ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé àëãîðèòì:

LLL�àëãîðèòì. Äàííûå: Áàçèñ {b1, . . . ,bn} ðåøåòêè Λ.
Íàéòè: LLL�ïðèâåäåííûé áàçèñ ðåøåòêè Λ.
1. Ïîëîæèòü k = 2, kmax = 1, b∗1 = b1, B1 = 〈b1,b1〉.
2. Åñëè k 6 kmax , ïåðåéòè â ïóíêò 3. Èíà÷å, ïîëîæèòü kmax = k

è âû÷èñëèòü b∗k è µk,i äëÿ i = 1, . . . , k − 1 ïî ñîîòâåòñòâóþùèì
ôîðìóëàì èç (7.3) è (7.4). Ïîëîæèòü Bk = |b∗k|2.
3. Åñëè |µk,k−1| > 1/2, ïîëîæèòü q = bµk,k−1e è çàìåíèòü

bk íà bk − qbk−1,

µk,k−1 íà µk,k−1 − q,

µk,i íà µk,i − qµk−1,i (äëÿ âñåõ i = 1, . . . , k − 2).
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4. Åñëè óñëîâèå Ëîâàñà äëÿ èíäåêñà k íå âûïîëíÿåòñÿ, òî åñòü åñëè

Bk <

(
3

4
− µ2

k,k−1

)
Bk−1,

ïåðåéòè â ïóíêò 7.
5. Äëÿ âñåõ i = 1, . . . , k − 2 (ïåðåáèðàÿ èõ â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ, îò
k − 2 äî 1) ïðîäåëàòü ñëåäóþùåå:
åñëè |µk,i| > 1/2, ïîëîæèòü q = bµk,ie è çàìåíèòü

bk íà bk − qbi,

µk,i íà µk,i − q,

µk,j íà µk,j − qµi,j (äëÿ âñåõ j = 1, . . . , i− 1).

6. Åñëè k < n, óâåëè÷èòü k íà åäèíèöó è ïåðåéòè â ïóíêò 2. Åñëè
æå k = n, ÑÒÎÏ. Áàçèñ {b1, . . . ,bn} LLL�ïðèâåäåí.
7. Ïîìåíÿòü ìåñòàìè âåêòîðû bk è bk−1. Çàòåì ïîìåíÿòü ìåñòà-
ìè (åñëè k > 2) êîýôôèöèåíòû µk,i è µk−1,i äëÿ âñåõ i = 1, . . . , k− 2.
Ïîëîæèòü

b = b∗k−1,

µ = µk,k−1,

B = Bk + µ2Bk−1

è çàìåíèòü (â çàäàííîì ïîðÿäêå)
b∗k−1 íà b∗k + µb,
µk,k−1 íà µBk−1/B,

b∗k íà b− µk,k−1b
∗
k−1,

Bk íà Bk−1Bk/B,

Bk−1 íà B.

Äëÿ êàæäîãî i = k+1, k+2, . . . , kmax ïîëîæèòü ν = µi,k è çàìåíèòü
(â çàäàííîì ïîðÿäêå)

µi,k íà µi,k−1 − µν,
µi,k−1 íà ν + µk,k−1µi,k.

Ïîëîæèòü k = max(2, k − 1) è ïåðåéòè â ïóíêò 3.
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Òåîðåìà 7.11. Ïóñòü Λ � n�ìåðíàÿ ðåøåòêà è {b1, . . . ,bn} � åå
áàçèñ. Òîãäà LLL�àëãîðèòì, ïðèìåíåííûé ê âåêòîðàì b1, . . . ,bn,
ñòðîèò LLL�ïðèâåäåííûé áàçèñ ðåøåòêè Λ.
Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ êàæäîãî èç
ïóíêòîâ çíà÷åíèÿ bi, b∗i , µi,j, Bi ïðè 1 6 j < i 6 kmax ñîãëàñîâàíû,
òî åñòü ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

b∗i = bi −
∑i−1

j=1 µi,jb
∗
j ,

Bi = |b∗i |2

µi,j = 〈bi,b
∗
j〉/Bj.

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñëåäóþùèå òðè óòâåðæäåíèÿ:
(à) Ïîñëå âûõîäà èç ïóíêòà 3 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâî |µk,k−1| 6

1/2 è ðàâåíñòâà µk,i = 〈bk,b
∗
i 〉/Bi äëÿ âñåõ i : 1 6 i 6 k − 1, ïðè

óñëîâèè, ÷òî ïåðåä âõîäîì â ýòîò ïóíêò çíà÷åíèÿ bi, b∗i , µi,j, Bi ïðè
1 6 j < i 6 kmax áûëè ñîãëàñîâàíû.

(á) Ïîñëå âûõîäà èç ïóíêòà 5 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà |µk,i| 6
1/2 è ðàâåíñòâà µk,i = 〈bk,b

∗
i 〉/Bi äëÿ âñåõ i : 1 6 i 6 k − 1, ïðè

óñëîâèè, ÷òî ïåðåä âõîäîì â ýòîò ïóíêò çíà÷åíèÿ bi, b∗i , µi,j, Bi ïðè
1 6 j < i 6 kmax áûëè ñîãëàñîâàíû.

(â) Ïîñëå âûõîäà èç ïóíêòà 7 âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà
b∗k−1 = bk−1 −

∑k−2
j=1 µk−1,jb

∗
j ,

b∗k = bk −
∑k−1

j=1 µk,jb
∗
j ,

Bk−1 = |b∗k−1|2

Bk = |b∗k|2

µi,j = 〈bi,b
∗
j〉/Bj äëÿ âñåõ i, j : k − 1 6 i 6 kmax , 1 6 j < i,

ïðè óñëîâèè, ÷òî ïåðåä âõîäîì â ýòîò ïóíêò çíà÷åíèÿ bi, b∗i , µi,j, Bi

ïðè 1 6 j < i 6 kmax áûëè ñîãëàñîâàíû.
Óòâåðæäåíèå (à) ëåãêî ñëåäóåò èç ëèíåéíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèç-

âåäåíèÿ è òîãî ôàêòà, ÷òî ïåðåä âõîäîì â ïóíêò 3 âûïîëíÿëîñü ðà-
âåíñòâî 〈bk−1,b

∗
k−1〉 = 〈b∗k−1,b

∗
k−1〉.
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Ïåðåä âõîäîì â ïóíêò 5 òàêæå âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà 〈bi,b
∗
i 〉 =

〈b∗i ,b∗i 〉 äëÿ âñåõ i = 1, . . . , k − 2. Âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ïóíêòà 5 èí-
äåêñ i ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îò k − 2 äî 1. Ïðè ýòîì,
â ñèëó ëèíåéíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ïåðåä êàæäûì óìåíü-
øåíèåì i íà åäèíèöó áóäóò âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèÿ |µk,i| 6 1/2 è
µk,j = 〈bk,b

∗
j〉/Bj äëÿ âñåõ j 6 i. Êîýôôèöèåíòû æå µk,j ïðè j > i íå

ìåíÿþòñÿ, ïîñêîëüêó 〈bi,b
∗
j〉 = 0. Óòâåðæäåíèå (á) äîêàçàíî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ (â) îáîçíà÷èì ÷åðåç
←
bi,

←
b
∗
i ,
←
µi,j,

←
Bi çíà÷åíèÿ bi,b

∗
i , µi,j, Bi ïåðåä âõîäîì â ïóíêò 7 è ÷åðåç

→
bi,

→
b
∗
i ,
→
µi,j,→

Bi � èõ çíà÷åíèÿ ïîñëå âûõîäà èç ïóíêòà 7. Òîãäà
→
bk−1 =

←
bk,

→
bk =

←
bk−1,

→
b
∗
k−1 =

←
b
∗
k +

←
µk,k−1

←
b
∗
k−1,

→
Bk−1 =

←
Bk +

←
µ

2
k,k−1

←
Bk−1,

à òàêæå
→
µk,k−1 =

←
µk,k−1

←
Bk−1

/→
Bk−1 =

←
µk,k−1〈

←
bk−1,

←
b
∗
k−1〉

/→
Bk−1 =

= 〈
→
bk,

←
µk,k−1

←
b
∗
k−1〉

/→
Bk−1 = 〈

→
bk,

→
b
∗
k−1 −

←
b
∗
k〉

/→
Bk−1 =

= 〈
→
bk,

→
bk−1〉

/→
Bk−1,

→
b
∗
k =

←
b
∗
k−1 −

→
µk,k−1

→
b
∗
k−1

è
→
Bk =

←
Bk−1

←
Bk

/→
Bk−1 =

←
Bk−1(

→
Bk−1 − ←

µ
2
k,k−1

←
Bk−1)

/→
Bk−1 =

=
←
Bk−1 − ←

µ
2
k,k−1

←
B

2

k−1

/→
Bk−1 =

←
Bk−1 − →

µ
2
k,k−1

→
Bk−1 =

= |
→
b
∗
k +

→
µk,k−1

→
b
∗
k−1|2 −

→
µ

2
k,k−1

→
Bk−1 = |

→
b
∗
k|2.
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Êðîìå òîãî,
→
µk,i =

←
µk−1,i äëÿ âñåõ i = 1, . . . , k − 2,

→
µk−1,i =

←
µk,i äëÿ âñåõ i = 1, . . . , k − 2.

Ñòàëî áûòü, ïåðåä çàìåíîé â ïóíêòå 7 èíäåêñà k íà max(2, k−1) çíà÷å-
íèÿ bi, b∗i , µi,j, Bi ïðè 1 6 j < i 6 k ñîãëàñîâàíû. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü,
÷òî äëÿ âñåõ i = k + 1, k + 2, . . . , kmax ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

→
µi,k =

←
µi,k−1 −

←
µk,k−1

←
µi,k =

= 〈
←
bi,

←
b
∗
k−1

/←
Bk−1 − ←

µk,k−1

←
b
∗
k

/←
Bk〉 =

= 〈
←
bi,

←
b
∗
k−1

←
Bk

/→
Bk−1 − ←

µk,k−1

←
b
∗
k

←
Bk−1

/→
Bk−1〉

/→
Bk =

= 〈
←
bi, (1− ←

µk,k−1
→
µk,k−1)

←
b
∗
k−1 −

→
µk,k−1

←
b
∗
k〉

/→
Bk =

= 〈
→
bi,

→
b
∗
k〉

/→
Bk

è →
µi,k−1 =

←
µi,k +

→
µk,k−1

→
µi,k =

=
←
µi,k +

←
µk,k−1

←
Bk−1(

←
µi,k−1 −

←
µk,k−1

←
µi,k)

/→
Bk−1 =

= (
←
µi,k

←
Bk +

←
µk,k−1

←
µi,k−1

←
Bk−1)

/→
Bk−1 =

= 〈
→
bi,

→
b
∗
k−1〉

/→
Bk−1.

Óòâåðæäåíèå (â) äîêàçàíî.
2. Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî àëãîðèòì çàâåðøèòñÿ. Äëÿ ýòîãî ðàññìîò-

ðèì ìàòðèöû Ãðàìà Γ(b1, . . . ,bi) è èõ îïðåäåëèòåëè

di = det Γ(b1, . . . ,bi), 1 6 i 6 n.

Ïî òåîðåìå 7.8,

di =
i∏

j=1

|b∗j |2 =
i∏

j=1

Bj, 1 6 i 6 n.
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Ñòàëî áûòü, di ñóòü ïîëîæèòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà, ïðè÷åì dn =
(det Λ)2, â ñèëó òåîðåìû 7.2. Ðàññìîòðèì âåëè÷èíó

d =
n−1∏
i=1

di.

Ýòà âåëè÷èíà èçìåíÿåòñÿ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ìåíÿþòñÿ êàêèå�
òî èç âåêòîðîâ b∗j , ÷òî ïðîèñõîäèò òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ
ïóíêò 7 àëãîðèòìà, òî åñòü êîãäà äëÿ íåêîòîðîãî k âåêòîðà bk è bk−1

ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè. Ïðè ýòîì ïðîèçâåäåíèå BkBk−1 íå ìåíÿåòñÿ. Ñëå-
äîâàòåëüíî, âñå di, êðîìå dk−1, òàêæå íå ìåíÿþòñÿ, à dk−1 óìåíüøà-
åòñÿ áîëåå, ÷åì â 4/3 ðàçà, òàê êàê åñëè óñëîâèå Ëîâàñà äëÿ èíäåêñà
k íå âûïîëíÿåòñÿ, òî

→
Bk−1 =

←
Bk +

←
µ

2
k,k−1

←
Bk−1 <

3

4

←
Bk−1.

Íî èç òåîðåì 7.3 è 7.4 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëîæèòåëüíîå
÷èñëî c, çàâèñÿùåå òîëüêî îò ðåøåòêè Λ, ÷òî

d > c,

òî åñòü àëãîðèòì âîçâðàùàåòñÿ â ïóíêò 7 ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç.
Ñòàëî áûòü, ñ êàêîãî�òî ìîìåíòà óñëîâèå Ëîâàñà â ïóíêòå 4 âñåãäà
áóäåò âûïîëíÿòüñÿ, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî â êàêîé�òî ìîìåíò àëãîðèòì
çàâåðøèòñÿ.

3. Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî àëãîðèòì çàêîí÷èò ðàáîòó çà êîíå÷íîå
âðåìÿ, ñîõðàíèâ ñîãëàñîâàííîñòü âåëè÷èí bi, b∗i , µi,j, Bi. Àëãîðèòì
çàâåðøàåò ðàáîòó, êîãäà â ïóíêòå 6 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå k = n. Ïðè
ýòîì, êàê âèäíî èç ïóíêòîâ 3 è 5, áóäóò ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà
|µi,j| 6 1/2 äëÿ âñåõ 1 6 j < i 6 n, à ïóíêò 4 ãàðàíòèðóåò âûïîë-
íåíèå óñëîâèÿ Ëîâàñà. Ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíûé áàçèñ â èòîãå áóäåò
ïðåîáðàçîâàí àëãîðèòìîì â LLL�ïðèâåäåííûé.
Çàìå÷àíèå 2. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïåðåä êàæäûì âõîäîì â ëþáîé
ïóíêò LLL�àëãîðèòìà âåêòîðû b1, . . . ,bk−1 (äëÿ òåêóùåãî çíà÷å-
íèÿ èíäåêñà k) îáðàçóþò LLL�ïðèâåäåííûé áàçèñ (k− 1)�ìåðíîé ðå-
øåòêè spanZ(b1, . . . ,bk−1) ⊂ Lk−1.
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Â ðàáîòå [25] ïðîâåäåí ïîäðîáíûé àíàëèç êîëè÷åñòâà îïåðàöèé, âû-
ïîëíÿåìûõ LLL�àëãîðèòìîì íà êàæäîì øàãå è äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 7.12. Ïóñòü Λ � n�ìåðíàÿ öåëî÷èñëåííàÿ ðåøåòêà (òî
åñòü Λ ⊆ Zn) ñ áàçèñîì {b1, . . . ,bn} è ïóñòü âåëè÷èíû |bi| îãðà-
íè÷åíû íåêîòîðîé êîíñòàíòîé C > 1 äëÿ âñåõ 1 6 i 6 n. Òîãäà
ñëîæíîñòü LLL�àëãîðèòìà, ïðèìåíåííîãî ê ýòîìó áàçèñó, ðàâíà
O(n4 ln C). Ïðè ýòîì äâîè÷íàÿ äëèíà ÷èñåë, ñ êîòîðûìè ïðèõîäèòñÿ
ðàáîòàòü àëãîðèòìó, íå ïðåâîñõîäèò O(n ln C).
Çàìå÷àíèå 3. Åñëè âåêòîðû b1, . . . ,bn íå èçâåñòíû, à èçâåñòíà
òîëüêî èõ ìàòðèöà Ãðàìà, òî LLL�àëãîðèòì ìîæíî íåìíîãî âè-
äîèçìåíèòü òàê, ÷òîáû îí íàõîäèë êîîðäèíàòû âåêòîðîâ ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî LLL�ïðèâåäåííîãî áàçèñà â èñõîäíîì áàçèñå. Ïðè ýòîì,
åñëè ìàòðèöà Ãðàìà öåëî÷èñëåííàÿ, òî ïðè âû÷èñëåíèÿõ ìîæíî íå
âûõîäèòü çà ðàìêè êîëüöà öåëûõ ÷èñåë. Â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâû
òå æå îöåíêè äëÿ ñëîæíîñòè àëãîðèòìà, ÷òî è â òåîðåìå 7.12.
Àëãîðèòì ìîæíî òàêæå ïðèìåíÿòü è äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà êîýôôè-
öèåíòû ìàòðèöû Ãðàìà ñóòü ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, ïðåäâàðèòåëüíî
äîìíîæèâ èõ íà îáùèé çíàìåíàòåëü. Ïîäðîáíåå îá ýòîì íàïèñàíî
â êíèãå [19].

7.3 Ïðèìåíåíèÿ LLL�àëãîðèòìà.
7.3.1 Ïîñòðîåíèå êîðîòêèõ âåêòîðîâ ðåøåòêè.
Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ñàìîãî êîðîòêîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà ðåøåòêè çà-
âåäîìî ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ñëîæíîé, èáî åñëè åå íåìíîãî âèäîèçìåíèòü
è ðàññìàòðèâàòü âìåñòî åâêëèäîâîé íîðìû `2 íîðìó `1 èëè `∞ (òî
åñòü èñêàòü òàêèå íåíóëåâûå âåêòîðû x ðåøåòêè Λ ⊂ Rn, íà êîòîðûõ
äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì âåëè÷èíû |x1|+ . . . + |xn| èëè, ñîîòâåòñòâåííî,
âåëè÷èíû max16i6n |xi|), òî ýòà íîâàÿ çàäà÷à áóäåò NP�ïîëíà (ñì.
[26], [14], [24]), òî åñòü, åñëè P 6= NP , ñêîðåå âñåãî, ïîëèíîìèàëüíîãî
àëãîðèòìà ïîèñêà ñàìîãî êîðîòêîãî â åâêëèäîâîé íîðìå íåíóëåâîãî
âåêòîðà ðåøåòêè íå ñóùåñòâóåò.
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Îäíàêî, åñëè ðàçìåðíîñòü n ôèêñèðîâàíà, òî ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ
çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ:
Òåîðåìà 7.13. Ïóñòü Λ � ïîäðåøåòêà öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè
Zn, çàäàííàÿ êàêèì�òî ñâîèì áàçèñîì {v1, . . . ,vn} è ïóñòü |vi| 6
C, C > 1, äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , n. Òîãäà ñóùåñòâóåò àëãîðèòì,
êîòîðûé íàõîäèò ñàìûé êîðîòêèé (â åâêëèäîâîé íîðìå) íåíóëåâîé
âåêòîð ðåøåòêè Λ çà âðåìÿ, ïîëèíîìèàëüíî çàâèñÿùåå îò ln C (íî
ïðè ýòîì ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà, îãðàíè÷èâàþùåãî âðåìÿ ðàáîòû àë-
ãîðèòìà, ýêñïîíåíöèàëüíî çàâèñèò îò n).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè ïîìîùè LLL�àëãîðèòìà ïî áàçèñó {v1, . . . ,vn}
ìîæíî ïîñòðîèòü LLL�ïðèâåäåííûé áàçèñ {b1, . . . ,bn} ðåøåòêè Λ çà
O(n4 ln C) îïåðàöèé. Åñëè v � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð ðåøåòêè Λ, òî
äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ λ1, . . . , λn

v =
n∑

i=1

λibi.

Îòñþäà, ïîëüçóÿñü ïðàâèëîì Êðàìåðà è ïóíêòîì (i) òåîðåìû 7.10,
äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , n ïîëó÷àåì:

|λi| = | det(b1, . . . ,bi−1,v,bi+1, . . . ,bn)|
| det(b1, . . . ,bn)| 6

6 |b1| · · · |bi−1| · |v| · |bi+1| · · · |bn|
2−n(n−1)/4|b1| · · · |bn|

= 2n(n−1)/4|v|/|bi|.
(7.10)

Çäåñü ìû ê ÷èñëèòåëþ ïðèìåíèëè ïåðâîå íåðàâåíñòâî ïóíêòà (i) òåî-
ðåìû 7.10, à ê çíàìåíàòåëþ � âòîðîå.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè v � ìèíèìàëüíûé âåêòîð ðåøåòêè Λ, òî
|λi| 6 2n(n−1)/4 äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , n. Òî åñòü, ïåðåáðàâ ýëåìåíòû
ìíîæåñòâà

{ n∑
i=1

λibi

∣∣∣ λi ∈ Z, |λi| 6 2n(n−1)/4, i = 1, . . . , n
}

,

ìû íàéäåì âñå ìèíèìàëüíûå âåêòîðû ðåøåòêè Λ.
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Çàìå÷àíèå 4. ßñíî, ÷òî òàêàÿ æå òåîðåìà èìååò ìåñòî è äëÿ `1,
è äëÿ `∞, è âîîáùå äëÿ ïðîèçâîëüíîé íîðìû â Rn, ïîñêîëüêó ëþáûå
äâå íîðìû â Rn ýêâèâàëåíòíû.

Çàìå÷àíèå 5. Ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ïîïðàâêîé íà ñëîæíîñòü àëãî-
ðèòìà òåîðåìà âåðíà è äëÿ áîëåå îáùåãî êëàññà ðåøåòîê (ñì. çàìå-
÷àíèå 3).

Òàêèì îáðàçîì, LLL�àëãîðèòì ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèò çàäà÷ó íà-
õîæäåíèÿ êðàò÷àéøåãî âåêòîðà ðåøåòêè ê ïåðåáîðó ýëåìåíòîâ íåêî-
òîðîãî ìíîæåñòâà, ìîùíîñòü êîòîðîãî çàâèñèò ëèøü îò ðàçìåðíîñòè,
íî çàâèñèò ýêñïîíåíöèàëüíî.

Ñîîòíîøåíèå (7.10) ìîæíî òàêæå èñïîëüçîâàòü è äëÿ ïîñòðîåíèÿ
áàçèñîâ, ïðèâåäåííûõ ïî Ìèíêîâñêîìó. Äåéñòâèòåëüíî, èç òåîðèè ïî-
ñëåäîâàòåëüíûõ ìèíèìóìîâ èçâåñòåí ñëåäóþùèé ôàêò (ñì. [23]):

Òåîðåìà 7.14. Åñëè {w1, . . . ,wn} � ïðèâåäåííûé ïî Ìèíêîâñêîìó
áàçèñ ðåøåòêè Λ, òî

n∏
i=1

|wi| 6 det Λ

Vn
· 2n ·

(
3

2

) (n−1)(n−2)
2

,

ãäå Vn � îáúåì n�ìåðíîãî åäèíè÷íîãî øàðà.

Ñòàëî áûòü, åñëè {w1, . . . ,wn} � êàêîé�òî ïðèâåäåííûé ïî Ìèí-
êîâñêîìó áàçèñ ðåøåòêè Λ ⊆ Zn, òî äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , n

|wi| 6
n∏

j=1

|wj| 6 det Λ

Vn
· 2n ·

(
3

2

) (n−1)(n−2)
2

.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ðàññìàòðèâàåìàÿ ðåøåòêà Λ ÿâëÿåòñÿ ïîäðå-
øåòêîé ðåøåòêè Zn è äëèíû âñåõ âåêòîðîâ èñõîäíîãî áàçèñà ðåøåòêè
Λ îãðàíè÷åíû íåêîòîðîé êîíñòàíòîé C, òî ïðè ôèêñèðîâàííîì n çà
âðåìÿ, ïîëèíîìèàëüíî çàâèñÿùåå îò ln C, ìîæíî ïîñòðîèòü âñå áà-
çèñû ðåøåòêè Λ, ïðèâåäåííûå ïî Ìèíêîâñêîìó (è, â ÷àñòíîñòè, âñå
ïðèâåäåííûå ïî Ýðìèòó).
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7.3.2 Ñîâìåñòíûå äèîôàíòîâû ïðèáëèæåíèÿ.
Èíîãäà áûâàåò íóæíî àïïðîêñèìèðîâàòü çàäàííûå ÷èñëà α1, . . . , αn ∈
R ðàöèîíàëüíûìè äðîáÿìè p1/q, . . . , pn/q ñ ðàâíûìè çíàìåíàòåëÿìè.
Ïðè ýòîì æåëàòåëüíî, ÷òîáû ïîðÿäîê ïðèáëèæåíèÿ áûë êàê ìîæíî
áîëüøå, à çíàìåíàòåëü � êàê ìîæíî ìåíüøå. Ñàìûìè �õîðîøèìè�
òàêîãî ðîäà ïðèáëèæåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ òàê íàçûâàåìûå íàèëó÷øèå
ñîâìåñòíûå ïðèáëèæåíèÿ:
Îïðåäåëåíèå 7.8. Ïóñòü çàäàíû îòëè÷íûå îò íóëÿ ÷èñëà α1, . . . ,

αn ∈ R. Íåíóëåâîé íàáîð (p1, . . . , pn, q) ∈ Zn+1, q > 0, íàçûâàåòñÿ
íàèëó÷øèì ñîâìåñòíûì ïðèáëèæåíèåì íàáîðà (α1, . . . , αn), åñëè äëÿ
ëþáîãî äðóãîãî íàáîðà (p′1, . . . , p

′
n, q

′) ∈ Zn+1, 0 < q′ 6 q, âûïîëíÿþò-
ñÿ íåðàâåíñòâà

max
16i6n

|qαi − pi| 6 max
16i6n

|q′αi − p′i|, (7.11)

ïðè÷åì ïðè q′ < q â (7.11) èìååò ìåñòî ñòðîãîå íåðàâåíñòâî.
ßñíî, ÷òî íàèëó÷øèå ñîâìåñòíûå ïðèáëèæåíèÿ íàáîðà (α1, . . . , αn)

ñóùåñòâóþò, ïðè÷åì èõ ÷èñëî êîíå÷íî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
(α1, . . . , αn) ∈ Qn. Êðîìå òîãî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ôàêò (ñì. [6]):
Òåîðåìà 7.15. Ïóñòü çàäàíû ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà α1, . . . , αn ∈ R è
ε ∈ R, 0 < ε < 1. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîé íàáîð (p1, . . . , pn, q) ∈ Zn+1,
q > 0, ÷òî 




max
16i6n

|qαi − pi| 6 ε

0 < q 6 ε−n.
(7.12)

Îòñþäà ëåãêî ïîëó÷èòü êîëè÷åñòâåííóþ îöåíêó ïîðÿäêà ïðèáëè-
æåíèÿ äëÿ íàèëó÷øèõ ñîâìåñòíûõ ïðèáëèæåíèé:
Ñëåäñòâèå. Ïóñòü (p1, . . . , pn, q) ∈ Zn+1 � íàèëó÷øåå ñîâìåñòíîå
ïðèáëèæåíèå íàáîðà (α1, . . . , αn) ∈ Rn. Òîãäà

max
16i6n

|qαi − pi| 6 q−1/n.
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Íà äàííûé ìîìåíò íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà íàõîæäåíèÿ íàèëó÷-
øèõ ñîâìåñòíûõ ïðèáëèæåíèé, ñëîæíîñòü êîòîðîãî ïîëèíîìèàëüíî
çàâèñèò îò äëèíû âõîäà. Åñëè æå îñëàáèòü óñëîâèå (7.12), òî äëÿ
ðàöèîíàëüíûõ α1, . . . , αn ïðè ïîìîùè LLL�àëãîðèòìà ìîæíî äîâîëü-
íî áûñòðî íàõîäèòü âåñüìà õîðîøèå ñîâìåñòíûå ïðèáëèæåíèÿ, õîòÿ,
âîçìîæíî, è íå íàèëó÷øèå. Äëÿ ýòîãî íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ãåî-
ìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèåé àïïðîêñèìàöèè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ðà-
öèîíàëüíûìè. Îäíà èç íàèáîëåå åñòåñòâåííûõ òàêèõ èíòåðïðåòàöèé
çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ðàññìîòðèì (n + 1)�ìåðíóþ ðåøåòêó Λ,
áàçèñíûå âåêòîðû b1, . . . ,bn+1 êîòîðîé ñóòü ñòîëáöû ìàòðèöû




1 0 · · · 0 −α1

0 1 · · · 0 −α2... ... . . . ... ...
0 0 · · · 1 −αn

0 0 · · · 0 1




. (7.13)

Òîãäà òî÷êà b = p1b1+ . . .+pnbn+qbn+1 ðåøåòêè Λ çàäàåò �õîðîøåå�
ñîâìåñòíîå ïðèáëèæåíèå (p1, . . . , pn, q) íàáîðà (α1, . . . , αn), åñëè îíà
ëåæèò �áëèçêî� ê ïðÿìîé, çàäàâàåìîé âåêòîðîì (0, . . . , 0, 1)>, òî åñòü
ïåðâûå n êîîðäèíàò òî÷êè b ìàëû. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè òàêóþ
òî÷êó, ìîæíî, çíàÿ àëãîðèòì ïîèñêà îòíîñèòåëüíî êîðîòêèõ âåêòîðîâ
ðåøåòêè (ñì. ïóíêò (iii) òåîðåìû 7.10), ïîïûòàòüñÿ ñæàòü ðåøåòêó Λ
âäîëü âåêòîðà (0, . . . , 0, 1)> è ïðèìåíèòü ê íåé ýòîò àëãîðèòì. ×òî è
äåëàåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 7.16. Ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, êîòîðûé
ïî çàäàííûì ÷èñëàì α1, . . . , αn ∈ Q è ε ∈ Q, 0 < ε < 1, íàõîäèò
òàêèå ÷èñëà p1, . . . , pn, q ∈ Z, q > 0, ÷òî





max
16i6n

|qαi − pi| 6 ε

0 < q 6 2n(n+1)/4ε−n.
(7.14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì (n + 1)�ìåðíóþ ðåøåòêó Λ ⊂ Rn+1,
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áàçèñíûå âåêòîðû êîòîðîé ñóòü ñòîëáöû ìàòðèöû



1 0 · · · 0 −α1

0 1 · · · 0 −α2... ... . . . ... ...
0 0 · · · 1 −αn

0 0 · · · 0 c




,

ãäå c = 2−n(n+1)/4εn+1. Ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ýòèõ âåêòîðîâ ðà-
öèîíàëüíû, ïîýòîìó, ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì (ñì. çà-
ìå÷àíèå 3), êîòîðûé íàõîäèò LLL�ïðèâåäåííûé áàçèñ {b1, . . . ,bn+1}
ðåøåòêè Λ. Äëÿ âåêòîðà b1 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî (iii) èç òåîðåìû
7.10, òî åñòü

|b1| 6 2n/4(det Λ)1/(n+1) = ε.

Ïîñêîëüêó b1 ∈ Λ, îí âûðàæàåòñÿ ñ êàêèìè�òî öåëûìè êîýôôèöèåí-
òàìè p1, . . . , pn, q ÷åðåç âåêòîðû èñõîäíîãî áàçèñà. Òî åñòü

b1 = (p1 − qα1, p2 − qα2, . . . , pn − qαn, 2−n(n+1)/4qεn+1)>.

Îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî
{ |qαi − pi| 6 ε, i = 1, . . . , n

|q| 6 2n(n+1)/4ε−n.

Èç òîãî, ÷òî ε < 1 è b1 6= 0 ñëåäóåò, ÷òî q 6= 0. Çàìåíÿÿ, åñëè íåîáõî-
äèìî, b1 íà −b1, ìû ìîæåì äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà q > 0.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òàêèì îáðàçîì, LLL�àëãîðèòì ïîçâîëÿåò íàõîäèòü äîâîëüíî õîðî-

øèå ñîâìåñòíûå ïðèáëèæåíèÿ. Åñëè æå ñ÷èòàòü, êàê â ïðåäûäóùåì
ïóíêòå, ÷òî n ôèêñèðîâàíî, òî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ìîæíî íàéòè
è íàèëó÷øåå ñîâìåñòíîå ïðèáëèæåíèå. Äëÿ ýòîãî íóæíî íàéòè êðàò-
÷àéøèé âåêòîð ðåøåòêè Λ èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 7.16, êîòîðûé è
äàñò òðåáóåìîå ïðèáëèæåíèå. Êðàò÷àéøèé æå âåêòîð, êàê ïîêàçàíî â
ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ïðè ôèêñèðîâàííîì n èùåòñÿ çà ïîëèíîìèàëü-
íîå âðåìÿ.
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7.3.3 Ïðèáëèæåíèÿ ëèíåéíîé ôîðìîé íóëÿ.
Êàê ëåãêî âèäåòü, èñêàòü òî÷êè ðåøåòêè Λ ñ áàçèñîì (7.13), íàõî-
äÿùèåñÿ â îêðåñòíîñòè ïðÿìîé, çàäàâàåìîé âåêòîðîì (0, . . . , 0, 1)>,
� ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî èñêàòü òî÷êè ðåøåòêè Zn+1, íàõîäÿùèåñÿ â
îêðåñòíîñòè ïðÿìîé `, çàäàâàåìîé âåêòîðîì (α1, . . . , αn, 1)>. Ñóùå-
ñòâóåò êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à ãåîìåòðèè ÷èñåë, äâîéñòâåííàÿ äàííîé,
� çàäà÷à ïîèñêà òî÷åê ðåøåòêè Zn+1 â îêðåñòíîñòè îðòîãîíàëüíîãî
äîïîëíåíèÿ ê ïðÿìîé `. Ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííîé ãåîìåòðè-
÷åñêîé èíòåðïðåòàöèåé çàäà÷è ïðèáëèæåíèÿ ëèíåéíîé ôîðìîé íóëÿ,
çàêëþ÷àþùåéñÿ â ñëåäóþùåì.

Îïðåäåëåíèå 7.9. Ïóñòü çàäàíû îòëè÷íûå îò íóëÿ ÷èñëà α1, . . . ,

αn ∈ R. Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ôîðìó

L(x1, . . . , xn, xn+1) = α1x1 + . . . + αnxn + xn+1.

Íåíóëåâîé íàáîð (p1, . . . , pn, q) ∈ Zn+1 íàçûâàåòñÿ íàèëó÷øèì ïðè-
áëèæåíèåì ëèíåéíîé ôîðìîé L íóëÿ, åñëè äëÿ ëþáîãî äðóãîãî íàáîðà
(p′1, . . . , p

′
n, q

′) ∈ Zn+1, q′ 6= 0, òàêîãî, ÷òî

max
16i6n

|p′i| 6 max
16i6n

|pi|,

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|L(p1, . . . , pn, q)| 6 |L(p′1, . . . , p
′
n, q

′)|, (7.15)

ïðè÷åì ïðè
max
16i6n

|p′i| < max
16i6n

|pi|
â (7.15) èìååò ìåñòî ñòðîãîå íåðàâåíñòâî.

Íàèëó÷øèå ïðèáëèæåíèÿ ëèíåéíîé ôîðìîé íóëÿ, î÷åâèäíî, ñóùå-
ñòâóþò. Èõ ìíîæåñòâî êîíå÷íî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëà
1, α1, . . . , αn ëèíåéíî çàâèñèìû íàä Z. Òàê æå, êàê è äëÿ ñîâìåñò-
íûõ ïðèáëèæåíèé, äëÿ ïðèáëèæåíèé ëèíåéíîé ôîðìîé íóëÿ èìååò
ìåñòî ñëåäóþùàÿ
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Òåîðåìà 7.17. Ïóñòü çàäàíû ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà α1, . . . , αn ∈ R è
ε ∈ R, 0 < ε < 1. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîé íàáîð (p1, . . . , pn, q) ∈ Zn+1,
q > 0, ÷òî 




∣∣∣∣
n∑

i=1

αipi − q

∣∣∣∣ 6 ε

max
16i6n

|pi| 6 ε−1/n.

(7.16)

Ïîëó÷àåì êîëè÷åñòâåííóþ îöåíêó íà ïîðÿäîê ïðèáëèæåíèÿ íóëÿ
äëÿ íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé:

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü çàäàíû ÷èñëà α1, . . . , αn ∈ R è (p1, . . . , pn, q) ∈
Zn+1 � íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå íóëÿ ëèíåéíîé ôîðìîé

L(x1, . . . , xn, xn+1) = α1x1 + . . . + αnxn + xn+1.

Òîãäà
|L(p1, . . . , pn, q)| 6 max

16i6n
|pi|−n.

Êàê è â ñëó÷àå ñîâìåñòíûõ ïðèáëèæåíèé, ïîëèíîìèàëüíîãî àë-
ãîðèòìà äëÿ ïîñòðîåíèÿ íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé ëèíåéíîé ôîðìîé
íóëÿ íà äàííûé ìîìåíò íå ñóùåñòâóåò. Îäíàêî, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ
ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèåé ýòîé çàäà÷è, òî äëÿ ðàöèîíàëüíûõ αi

ïðè ïîìîùè LLL�àëãîðèòìà ìîæíî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ñòðîèòü
âåñüìà õîðîøèå, õîòü è íå âñåãäà íàèëó÷øèå, ïðèáëèæåíèÿ ëèíåéíîé
ôîðìîé íóëÿ. À åñëè ñ÷èòàòü n ôèêñèðîâàííûì, òî òàê æå, êàê è
â ñëó÷àå ñîâìåñòíûõ ïðèáëèæåíèé, çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ìîæíî
íàõîäèòü è íàèëó÷øèå ïðèáëèæåíèÿ.

Òåîðåìà 7.18. Ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, êîòîðûé
ïî çàäàííûì ÷èñëàì α1, . . . , αn ∈ Q è ε ∈ Q, 0 < ε < 1, íàõîäèò
òàêèå ÷èñëà p1, . . . , pn, q ∈ Z, q > 0, ÷òî

{ |L(p1, . . . , pn, q)| 6 ε

|pi| 6 2(n2+n+2)/(4n)ε−1/n, i = 1, . . . , n,
(7.17)
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ãäå
L(x1, . . . , xn, xn+1) = α1x1 + . . . + αnxn + xn+1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðÿìóþ ` â ïðîñòðàíñòâå Rn+1, çàäàâà-
åìóþ âåêòîðîì (α1, . . . , αn, 1)>, è îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê íåé �
íóëåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî ôîðìû L(x1, . . . , xn, xn+1). Ïåðåä íàìè ñòî-
èò çàäà÷à íàéòè òî÷êè ðåøåòêè Zn+1 �âáëèçè� ýòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà.
Äëÿ ýòîãî îòîáðàçèì Rn+1 â Rn+2 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(x1, . . . , xn+1)
> 7→ (x1, . . . , xn+1, cL(x1, . . . , xn+1))

>,

ãäå
c = 2−(n2+n+2)/(4n)ε−(n+1)/n.

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

c2 > 1 +
n∑

i=1

α2
i . (7.18)

Îáðàçîì ðåøåòêè Zn+1 áóäåò íåêîòîðàÿ (n + 1)�ìåðíàÿ ðåøåòêà Λ ⊂
Rn+2. Îáðàçîì åäèíè÷íîãî áàçèñà ðåøåòêè Zn áóäåò áàçèñ ðåøåòêè
Λ, âåêòîðû êîòîðîãî ñóòü ñòîëáöû ìàòðèöû

A =




1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
... ... . . . ... ...
0 0 · · · 1 0
0 0 · · · 0 1
α1 α2 · · · αn c




.

Ïðèìåíèì ê ýòîìó áàçèñó LLL�àëãîðèòì. Ïîëó÷èì LLL�ïðèâåäåííûé
áàçèñ {b1, . . . ,bn+1} ðåøåòêè Λ. Äëÿ âåêòîðà b1 âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî (iii) èç òåîðåìû 7.10, òî åñòü

|b1| 6 2n/4(det Λ)1/(n+1) = 2n/4(det(A>A))1/(2n+2).
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Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåîðåìîé 7.3. Íåòðóäíî
ïîñ÷èòàòü det(A>A):

det(A>A) = 1 + c2 +
n∑

i=1

α2
i .

Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó (7.18),

|b1| 6 2n/4
(
1 + c2 +

n∑
i=1

α2
i

)1/(2n+2)
6 2

n2+n+2
4n+4 c1/(n+1).

Íî
b1 = (p1, . . . , pn, q, cL(p1, . . . , pn, q))

>

äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ p1, . . . , pn, q. Ñòàëî áûòü,
{ |L(p1, . . . , pn, q)| 6 ε

|pi| 6 2(n2+n+2)/(4n)ε−1/n, i = 1, . . . , n.

Àëãîðèòìîì ïîèñêà õîðîøèõ ïðèáëèæåíèé ëèíåéíîé ôîðìîé íó-
ëÿ ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ âîçìîæíûõ ëèíåéíûõ çàâè-
ñèìîñòåé çàäàííûõ íåíóëåâûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë α0, α1, . . . , αn íàä
ïîëåì Q. Äëÿ ýòîãî íóæíî ïðèáëèæàòü íóëü ôîðìîé

L(x0, x1, . . . , xn) = x1 + (α1/α0)x2 + . . . + (αn/α0)xn.

Â ÷àñòíîñòè, ýòèì ìåòîäîì ìîæíî òåñòèðîâàòü çàäàííîå âåùåñòâåí-
íîå ÷èñëî α íà àëãåáðàè÷íîñòü è â ñëó÷àå, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ àëãåá-
ðàè÷åñêèì, íàõîäèòü åãî ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí. Äëÿ ýòîãî íóæíî
èññëåäîâàòü íà ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü íàä Q ÷èñëà 1, α, α2, . . . , αn.
Àíàëîãè÷íî, åñëè äëÿ çàäàííûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë α0, α1, . . . , αn

ðàññìàòðèâàòü âñå èõ ïðîèçâåäåíèÿ ñòåïåíè, íå ïðåâîñõîäÿùåé íåêî-
òîðîé çàäàííîé âåëè÷èíû, ìîæíî, èññëåäóÿ ýòè ïðîèçâåäåíèÿ íà ëè-
íåéíóþ çàâèñèìîñòü íàä Q, òåñòèðîâàòü èñõîäíûå ÷èñëà íà àëãåáðà-
è÷åñêóþ çàâèñèìîñòü.
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7.3.4 Ôàêòîðèçàöèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè.

Ïóñòü çàäàí ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ Z[x]. Â äàííîì ïóíêòå
ìû îïèøåì ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f(x)
íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè, èñïîëüçóþùèé LLL�àëãîðèòì. ßñíî,
÷òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà f(x) ïðèìèòèâåí, òî åñòü
êîãäà íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü åãî êîýôôèöèåíòîâ ðàâåí åäèíèöå.
Èìåííî ýòîò ñëó÷àé ìû è áóäåì ðàññìàòðèâàòü â äàëüíåéøåì.

Ìîæíî òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü d(x) =
(f(x), f ′(x)) ìíîãî÷ëåíà f(x) è åãî ïðîèçâîäíîé f ′(x) ðàâåí åäèíè-
öå. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè d(x) 6= 1, òî 1 6 deg d < deg f è, ñòàëî
áûòü, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðàçëîæåíèþ íà ìíîæèòåëè ìíîãî÷ëåíîâ d(x)
è f(x)/d(x), ñòåïåíè êîòîðûõ ìåíüøå, ÷åì deg f . Ïðè ýòîì âñå íåïðè-
âîäèìûå äåëèòåëè ìíîãî÷ëåíà f(x) ñîäåðæàòñÿ ñðåäè äåëèòåëåé ìíî-
ãî÷ëåíà f(x)/d(x). Áîëåå òîãî, ïîñëåäíèé ìíîãî÷ëåí ðàâåí èõ ïðîèç-
âåäåíèþ.

Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî (f(x), f ′(x)) = 1.
Òîãäà ëþáîé íåïðèâîäèìûé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíà f(x) âõîäèò â íåãî
â ïåðâîé ñòåïåíè.

Ïóñòü p � ìèíèìàëüíîå ïðîñòîå ÷èñëî, íå äåëÿùåå ðåçóëüòàíò
R(f(x), f ′(x)) ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è f ′(x). Òàêîå ÷èñëî ñóùåñòâóåò, òàê
êàê â íàøåì ñëó÷àå ðåçóëüòàíò ðàâåí íåêîòîðîìó öåëîìó îòëè÷íîìó
îò íóëÿ ÷èñëó. Ðåçóëüòàíò R(f(x), f ′(x)) ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà ðàâåí
ïðîèçâåäåíèþ ñòàðøåãî êîýôôèöèåíòà ìíîãî÷ëåíà f(x) è åãî äèñ-
êðèìèíàíòà, ñëåäîâàòåëüíî, ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà (f(x) mod p) ðàâíà
deg f è âñå íåïðèâîäèìûå äåëèòåëè (f(x) mod p) âõîäÿò â íåãî â ïåð-
âîé ñòåïåíè.

Îñíîâíàÿ èäåÿ ïðåäëàãàåìîãî íèæå àëãîðèòìà çàêëþ÷àåòñÿ â ñâå-
äåíèè äàííîé çàäà÷è ê çàäà÷å íàõîæäåíèÿ íåïðèâîäèìîãî äåëèòåëÿ
ìíîãî÷ëåíà f(x) ïî ìîäóëþ p, ïîñëåäóþùåì �ïîäíÿòèè� ýòîãî äåëèòå-
ëÿ äî íåêîòîðîãî äåëèòåëÿ h(x) ìíîãî÷ëåíà f(x) ïî ìîäóëþ pk, ãäå k

� äîñòàòî÷íî áîëüøîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, è ïîñòðîåíèè íà îñíîâàíèè
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h(x) íåêîòîðîãî íåïðèâîäèìîãî äåëèòåëÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) íàä Z.
Äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà g(x) =

∑
i aix

i ∈ Z[x] è ëþáîãî k ∈ N ìû
áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç (g(x) mod pk) ìíîãî÷ëåí

∑
i(ai mod pk)xi ∈

(Z/pkZ)[x].
Äëÿ �ïîäíÿòèÿ� äåëèòåëÿ èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå êëàññè÷åñêîå

óòâåðæäåíèå:
Ëåììà 7.1 (Ëåììà Ãåíçåëÿ). Ïóñòü çàäàíû ïðîñòîå ÷èñëî p è ìíî-
ãî÷ëåíû f(x), h0(x), g0(x) ∈ Z[x]. Ïóñòü

f(x) ≡ h0(x)g0(x) (mod p)

è ïóñòü ìíîãî÷ëåíû h0(x) mod p, g0(x) mod p âçàèìíî ïðîñòû â
êîëüöå Fp[x]. Òîãäà äëÿ ëþáîãî öåëîãî k > 0 ñóùåñòâóþò ìíîãî-
÷ëåíû hk(x), gk(x) ∈ Z[x], òàêèå ÷òî

f(x) ≡ hk(x)gk(x) (mod pk), (7.19)
hk(x) ≡ h0(x) (mod p), (7.20)
gk(x) ≡ g0(x) (mod p) (7.21)

è
deg hk = deg h0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì äîêàçûâàòü ëåììó èíäóêöèåé ïî k. Ïðè k =
0 òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå âûïîëíÿåòñÿ ïî óñëîâèþ. Ýòî äàåò îñíîâà-
íèå èíäóêöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäåíû ìíîãî÷ëåíû hk(x), gk(x).
Ïîêàæåì, êàê ïîñòðîèòü ìíîãî÷ëåíû hk+1(x), gk+1(x). Ïîëîæèì

w(x) = (f(x)− hk(x)gk(x))/pk.

Ïî óñëîâèþ w(x) ∈ Z[x].
Äàëåå, òàê êàê hk(x) ≡ h0(x) (mod p) è gk(x) ≡ g0(x) (mod p),

ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû u(x), v(x) ∈ Z[x], òàêèå ÷òî
h0(x)u(x) + g0(x)v(x) ≡ w(x) (mod p).

Ïóñòü s(x) � îñòàòîê îò äåëåíèÿ u(x) íà g0(x) â Fp[x]:
u(x) ≡ s(x) + t(x)g0(x) (mod p), deg s 6 deg g0 − 1.
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Ïîëîæèì òàêæå r(x) ≡ v(x) + t(x)h0(x) (mod p). Òàê êàê

deg w 6 deg f − 1

è
h0(x)s(x) + g0(x)r(x) ≡ w(x) (mod p),

âèäèì, ÷òî

deg(g0r) 6 max(deg h0s, deg w) 6 deg g0 + deg h0 − 1,

òî åñòü
deg r 6 deg h0 − 1.

Îñòàåòñÿ ïîëîæèòü

hk+1(x) = hk(x) + pkr(x), gk+1(x) = gk(x) + pks(x).

Çàìå÷àíèå 6. Êàê ëåãêî âèäåòü, äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 7.1 êîí-
ñòðóêòèâíî è äàåò ïðîñòîé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ
hk+1(x) è gk+1(x).

LLL�àëãîðèòì â äàííîé çàäà÷å ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ íåïðè-
âîäèìîãî äåëèòåëÿ f(x) ïîñëå òîãî, êàê íàéäåí ìíîãî÷ëåí h(x), äåëÿ-
ùèé f(x) ïî ìîäóëþ èäåàëà pkZ[x]. Â êà÷åñòâå ðåøåòêè ðàññìàòðèâà-
åòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ èç Z[x] ñòåïåíè, íå ïðåâîñõîäÿùåé
íåêîòîðîé âåëè÷èíû, äåëÿùèõñÿ íà h(x) ïî ìîäóëþ èäåàëà pkZ[x].
Ïðè ýòîì äëèíà ìíîãî÷ëåíà g(x) =

∑
i aix

i ∈ Z[x] êàê âåêòîðà îïðå-
äåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

|g| =
(∑

i

a2
i

)1/2
.

Åñëè çàäàíû ìíîãî÷ëåí h(x) è íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî m >
deg h, òî ìíîæåñòâî Λ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè, íå ïðåâîñõîäÿùåé m,
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äåëÿùèõñÿ íà h(x) ïî ìîäóëþ èäåàëà pkZ[x], ÿâëÿåòñÿ ïîäðåøåòêîé
ðåøåòêè

Z+ Zx + . . . + Zxm.

Êàæäûé ìíîãî÷ëåí g(x) ∈ Λ ïðåäñòàâèì â âèäå g(x) = h(x)u(x) +
pkv(x), deg v 6 m, deg u 6 m− deg h, ïîýòîìó íàáîð

{
pkxi

∣∣ 0 6 i < deg h
} ∪ {

h(x)xj
∣∣ 0 6 j 6 m− deg h

}

ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ðåøåòêè Λ, òî åñòü

Λ = spanZ
({

pkxi
∣∣ 0 6 i < deg h

} ∪ {
h(x)xj

∣∣ 0 6 j 6 m− deg h
})

.

(7.22)

Àëãîðèòì 7.1. Äàííûå: Ïðèìèòèâíûé ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ Z[x] áåç
êðàòíûõ êîðíåé.
Íàéòè: Ðàçëîæåíèå f(x) íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè.
1. Ïîëîæèòü M = {f}. Íàéòè ìèíèìàëüíîå ïðîñòîå ÷èñëî p, íå
äåëÿùåå R(f(x), f ′(x)).
2. Åñëè deg f = 1, ÑÒÎÏ. Ìíîæåñòâî M ñîäåðæèò âñå íåïðèâîäè-
ìûå äåëèòåëè èñõîäíîãî ìíîãî÷ëåíà.
3. Íàéòè ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà Áåðëåêýìïà êàêîé�íèáóäü ìíîãî-
÷ëåí h(x) ∈ Z[x] ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1, íåîòðèöàòåëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè, íå ïðåâîñõîäÿùèìè p, è òàêîé, ÷òî (h(x) mod p)
� íåïðèâîäèìûé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíà (f(x) mod p) â Fp[x].
4. Ïîëîæèòü n = deg f , l = deg h. Åñëè l = n, ÑÒÎÏ. Ìíîæåñòâî
M ñîäåðæèò âñå íåïðèâîäèìûå äåëèòåëè èñõîäíîãî ìíîãî÷ëåíà.
5. Íàéòè íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå k, òàêîå ÷òî

pkl > 2n(n−1)|f |2n−1.

6. Ïðè ïîìîùè ëåììû Ãåíçåëÿ (ëåììà 7.1) òàê èçìåíèòü h(x), íå
ìåíÿÿ ìíîãî÷ëåíà (h(x) mod p), ÷òîáû ìíîãî÷ëåí (h(x) mod pk) äå-
ëèë ìíîãî÷ëåí (f(x) mod pk) â (Z/pkZ)[x] è êîýôôèöèåíòû ìíîãî-
÷ëåíà h(x) íå ïðåâîñõîäèëè pk.
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7. Íàéòè íàèáîëüøåå íàòóðàëüíîå s, òàêîå ÷òî l 6 (n − 1)/2s, è
ïîëàãàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî

m =

[
n− 1

2s

]
,

[
n− 1

2s−1

]
, . . . ,

[
n− 1

2

]
, n− 1, (7.23)

ïðîäåëàòü ñëåäóþùèå îïåðàöèè:
7.1 Íàéòè LLL�ïðèâåäåííûé áàçèñ {b1, . . . , bm+1} ðåøåòêè

Λ = spanZ
({

pkxi
∣∣ 0 6 i < l

} ∪ {
h(x)xj

∣∣ 0 6 j 6 m− l
})

.

7.2 Åñëè
|b1| > (pkl/|f |m)1/n (7.24)

è m < n− 1, òî ïåðåéòè ê ñëåäóþùåìó çíà÷åíèþ m èç (7.23).
7.3 Åñëè ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (7.24), íî m = n − 1, òî ÑÒÎÏ.
Ìíîæåñòâî M ñîäåðæèò âñå íåïðèâîäèìûå äåëèòåëè èñõîäíîãî
ìíîãî÷ëåíà.
7.4 Åñëè æå

|b1| < (pkl/|f |m)1/n, (7.25)
íàéòè ìàêñèìàëüíûé èíäåêñ t, òàêîé ÷òî |bt| < (pkl/|f |m)1/n, è âû-
÷èñëèòü íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü h0(x) = (b1, . . . , bt) ìíîãî÷ëå-
íîâ b1, . . . , bt. Èñêëþ÷èòü f(x) èç ìíîæåñòâà M è äîáàâèòü â M
ïàðó ìíîãî÷ëåíîâ h0(x), f(x)/h0(x). Ïîëîæèòü f(x) = f(x)/h0(x) è
ïåðåéòè â ïóíêò 2.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü êîððåêòíîñòü ýòîãî àëãîðèòìà, íàì ïî-
íàäîáèòñÿ íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé. Êàê è ïðåæäå,
ñ÷èòàåì, ÷òî ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ Z[x] ïðèìèòèâåí è íå èìååò êðàòíûõ
êîðíåé, à p � ìèíèìàëüíîå ïðîñòîå ÷èñëî, íå äåëÿùåå R(f(x), f ′(x)).
Ëåììà 7.2. Ïóñòü h(x) ∈ Z[x] � ìíîãî÷ëåí ñî ñòàðøèì êîýô-
ôèöèåíòîì 1, òàêîé, ÷òî ìíîãî÷ëåí (h(x) mod p) íåïðèâîäèì â
Fp[x], ìíîãî÷ëåí (h(x) mod pk) äåëèò ìíîãî÷ëåí (f(x) mod pk) â
(Z/pkZ)[x], íî (h(x) mod pk)2 íå äåëèò (f(x) mod pk) â (Z/pkZ)[x].

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé íåïðèâîäèìûé äåëèòåëü h0(x) ∈ Z[x]
ìíîãî÷ëåíà f(x), ÷òî (h(x) mod p) äåëèò (h0(x) mod p), ïðè÷åì
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ýòîò äåëèòåëü îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà. Êðîìå
òîãî, åñëè g(x) ∈ Z[x] � íåêîòîðûé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíà f(x), òî
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) (h(x) mod p) äåëèò (g(x) mod p) â Fp[x],
(ii) (h(x) mod pk) äåëèò (g(x) mod pk) â (Z/pkZ)[x],
(iii) h0(x) äåëèò g(x) â Z[x].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå h0(x) ñëåäóåò èç íåïðèâîäèìîñòè
(h(x) mod p) è äåëèìîñòè (f(x) mod p) íà (h(x) mod p). Îäíîçíà÷-
íîñòü ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî (h(x) mod p)2 íå äåëèò (f(x) mod p).

Èìïëèêàöèè (ii)⇒ (i) è (iii)⇒ (i) î÷åâèäíû.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óòâåðæäåíèå (i). Òîãäà èç

òîãî, ÷òî (h(x) mod p)2 íå äåëèò (f(x) mod p) ñëåäóåò, ÷òî (h(x) mod
p) íå äåëèò (f(x)/g(x) mod p). Ñòàëî áûòü, h0(x) íå äåëèò f(x)/g(x)
â Z[x], òî åñòü ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå (iii). Äàëåå, â ñèëó íåïðèâî-
äèìîñòè (h(x) mod p), ìíîãî÷ëåíû (h(x) mod p) è (f(x)/g(x) mod p)
âçàèìíî ïðîñòû â Fp[x]. Ñëåäîâàòåëüíî, òàê êàê Fp � ïîëå, ñóùåñòâó-
þò òàêèå ìíîãî÷ëåíû λ1(x), µ1(x), ν(x) ∈ Z[x], ÷òî

λ1(x)h(x) + µ1(x)f(x)/g(x) = 1− pν(x).

Äîìíîæàÿ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà 1 + pν(x) + (pν(x))2 + . . . +
(pν(x))k−1 è íà g(x), ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ ìíîãî÷ëåíîâ λ2(x),
µ2(x) ∈ Z[x] âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå

λ2(x)h(x) + µ2(x)f(x) ≡ g(x) (mod pkZ[x]).

Íî (f(x) mod pk) äåëèòñÿ íà (h(x) mod pk). Ñòàëî áûòü, è (g(x) mod
pk) äåëèòñÿ íà (h(x) mod pk), òî åñòü óòâåðæäåíèå (ii) òàêæå âåðíî.

Ëåììà 7.3. Ïóñòü ìíîãî÷ëåíû h(x), h0(x) ∈ Z[x] � òàêèå æå, êàê
â ëåììå 7.2 è ïóñòü deg h = l. Ïóñòü m � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî, m > l. Ïóñòü Λ � ðåøåòêà âèäà (7.22). Ïóñòü ìíîãî÷ëåí
b(x) ∈ Λ, òî åñòü ìíîãî÷ëåí èç êîëüöà Z[x], äåëÿùèéñÿ íà h(x) ïî
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ìîäóëþ pk, deg b 6 m, óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

|b|n|f |m < pkl. (7.26)

Òîãäà h0(x) äåëèò íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü (f(x), b(x)) ìíîãî-
÷ëåíîâ f(x) è b(x). Â ÷àñòíîñòè, b(x) äåëèòñÿ íà h0(x).
Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïîëîæèì

g(x) = (f(x), b(x)), f1(x) = f(x)/g(x), b1(x) = b(x)/g(x).

Òîãäà (f1(x), b1(x)) = 1 è, ñòàëî áûòü, äëÿ ëþáûõ ìíîãî÷ëåíîâ λ(x),
µ(x) ∈ Z[x], òàêèõ, ÷òî deg λ < deg b1 è deg µ < deg f1,

λ(x)f1(x) + µ(x)b1(x) 6= 0. (7.27)

Îáîçíà÷èì áóêâîé M ðåøåòêó, ñîñòîÿùóþ èç ìíîãî÷ëåíîâ λ(x)f(x)+
µ(x)b(x), ãäå λ(x), µ(x) � ïðîèçâîëüíûå ìíîãî÷ëåíû ñ öåëûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè, óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâàì deg λ < deg b1, deg µ <

deg f1.
Î÷åâèäíî, ÷òî âñå ìíîãî÷ëåíû èç M èìåþò ñòåïåíü ìåíüøóþ, ÷åì

deg b + deg f − deg g, è äåëÿòñÿ íà g(x). Â ÷àñòíîñòè, M íå ñîäåðæèò
íåíóëåâûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè, ìåíüøåé deg g. Äàëåå, î÷åâèäíî, ÷òî
ðåøåòêà M ïîðîæäàåòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè

xif(x), xjb(x), 0 6 i < deg b1, 0 6 j < deg f1.

Ïðè ýòîì èç (7.27) ñëåäóåò, ÷òî ýòè ìíîãî÷ëåíû ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìû íàä Z. Ñëåäîâàòåëüíî, îíè îáðàçóþò áàçèñ ðåøåòêè M. Ïðèìåíÿÿ
íåðàâåíñòâî Àäàìàðà (òåîðåìà 7.7) ê ðåøåòêå M è ýòîìó áàçèñó, ïî-
ëó÷àåì:

detM 6 |f |deg b1|b|deg f1 6 |f |m|b|n < pkl. (7.28)
Äàëåå â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî h0(x) - g(x), áóäåò ïîëó÷åíà îöåíêà

ñíèçó âåëè÷èíû detM, ïðîòèâîðå÷àùàÿ (7.28). Ýòî çàâåðøèò äîêàçà-
òåëüñòâî ëåììû.

2. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî h0(x) íå äåëèò g(x) â Z[x]. Òîãäà,
ïî ëåììå 7.2, (h(x) mod p) íå äåëèò (g(x) mod p) â Fp[x], îòêóäà, â
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ñèëó íåïðèâîäèìîñòè (h(x) mod p) â Fp[x], ñëåäóåò, ÷òî íàèáîëüøèé
îáùèé äåëèòåëü (h(x) mod p) è (g(x) mod p) ðàâåí 1. Ñòàëî áûòü,
ñóùåñòâóþò òàêèå ìíîãî÷ëåíû λ1(x), µ1(x), ν1(x) ∈ Z[x], ÷òî

λ1(x)h(x) + µ1(x)g(x) = 1− pν1(x).

Äîìíîæàÿ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà 1 + pν1(x) + (pν1(x))2 + . . . +
(pν1(x))k−1, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ ìíîãî÷ëåíîâ λ2(x), µ2(x),
ν2(x) ∈ Z[x]

λ2(x)h(x) + µ2(x)g(x) = 1− pkν2(x). (7.29)
Ðàññìîòðèì äâå ïîäðåøåòêè

M1 =
{
u(x) ∈ M

∣∣ deg u < deg g + deg h
} ⊂ M,

M2 =
{
u(x) ∈ M

∣∣ xdeg g+deg h | u(x)
} ⊂ M.

(7.30)

Èç îïðåäåëåíèé ýòèõ ïîäðåøåòîê ñëåäóåò, ÷òî M = M1⊕M2. Ñîãëàñíî
òåîðåìå 7.5,

detM = detM1 · detM2 > detM1.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí u(x) ∈ M1. Òàê êàê Mi ⊂ M,
èìååì g(x) | u(x). Äîìíîæàÿ ðàâåíñòâî (7.29) íà ìíîãî÷ëåí v(x) =
u(x)/g(x) ∈ Z[x], ïîëó÷àåì, ÷òî

v(x) = λ2(x)v(x)h(x) + µ2(x)u(x) + pkν2(x)v(x). (7.31)

Ñîãëàñíî óñëîâèþ ëåììû 7.2 è ñîîòíîøåíèþ b(x) ∈ Λ, ìíîãî÷ëåíû
b(x) mod pk è f(x) mod pk äåëÿòñÿ â êîëüöå (Z/pkZ)[x] íà ìíîãî÷ëåí
(h(x) mod pk). Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ðåøåòêè M, ìíî-
ãî÷ëåí (u(x) mod pk) äåëèòñÿ â êîëüöå (Z/pkZ)[x] íà (h(x) mod pk).
Èç ðàâåíñòâà (7.31) òåïåðü ñëåäóåò, ÷òî â òîì æå êîëüöå ìíîãî÷ëåí
(v(x) mod pk) äåëèòñÿ íà ìíîãî÷ëåí (h(x) mod pk). Ïîñêîëüêó

deg v = deg u · deg g < deg h

è ñòàðøèé êîýôôèöèåíò h(x) ðàâåí 1, èç ðàâåíñòâà (7.31) ñëåäóåò, ÷òî
v(x) ≡ 0 mod pk. Íî òîãäà u(x) ≡ 0 mod pk.
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3. Åñëè ðàññìàòðèâàòü ìíîãî÷ëåíû f(x) è b(x) êàê ìíîãî÷ëåíû
íàä Q, òî èõ íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
ëèíåéíîé êîìáèíàöèè f(x) è b(x) ñ ïîëèíîìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ ìíîãî÷ëåíîâ λ(x), µ(x) ∈ Z[x],
òàêèõ, ÷òî deg λ < deg b1 è deg µ < deg f1, è íåêîòîðîãî ÷èñëà c ∈ Z,
îòëè÷íîãî îò íóëÿ, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

λ(x)f(x) + µ(x)b(x) = cg(x).

Ïîýòîìó cg(x)xi ∈ M1, i = 0, 1, . . . , l − 1, ãäå l = deg h, è ðàçìåð-
íîñòü ðåøåòêè M1 ðàâíà l. Ïî äîêàçàííîìó, êîýôôèöèåíòû êàæäîãî
ìíîãî÷ëåíà èç M1 äåëÿòñÿ íà pk. Ñëåäîâàòåëüíî, pkl | detM1 è, ñòàëî
áûòü,

detM > detM1 > pkl,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó (7.28). Òî åñòü ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî
h0(x) íå äåëèò (f(x), b(x)), íå âåðíî.

Ëåììà äîêàçàíà.

Åñëè f(x), g(x) � ìíîãî÷ëåíû ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè è g(x) |
f(x), òî êîýôôèöèåíòû g(x) íå ìîãóò áûòü ñëèøêîì áîëüøèìè ïî
ñðàâíåíèþ ñ êîýôôèöèåíòàìè f(x). Óòâåðæäåíèÿ ïîäîáíîãî ðîäà õî-
ðîøî èçâåñòíû â òåîðèè ÷èñåë. Ñëåäóþùèé âàðèàíò ïðèíàäëåæèò
Ì.Ìèíüîòòó.

Ïðåäëîæåíèå 7.3. Åñëè f(x) è g(x) � ïðîèçâîëüíûå ìíîãî÷ëåíû
èç Z[x], g(x) äåëèò f(x) è deg g 6 m, òî

|g|2 6
(

2m

m

)
|f |2.

Ëåììà 7.4. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ëåììû 7.3. Ïóñòü òàêæå
{b1(x), . . . , bm+1(x)} � LLL�ïðèâåäåííûé áàçèñ ðåøåòêè Λ è

pkl > 2nm/2
(

2m

m

)1/2

|f |m+n. (7.32)
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Òîãäà deg h0 6 m â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè

|b1| < (pkl/|f |m)1/n. (7.33)

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (7.33), òî ïî ëåì-
ìå 7.3 ìíîãî÷ëåí h0(x) äåëèò ìíîãî÷ëåí b1(x), ñòåïåíü êîòîðîãî íå
ïðåâîñõîäèò m â ñèëó ïðèíàäëåæíîñòè ðåøåòêå Λ. Â îäíó ñòîðîíó
óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî deg h0 6 m. Òîãäà h0(x) ∈ Λ è, â ñèëó ïóíêòà
(iv) òåîðåìû 7.10, |b1| 6 2m/2|h0|. Èç ïðåäëîæåíèÿ 7.3 ñëåäóåò, ÷òî
|h0| 6

(2m
m

)1/2|f |. Èç (7.32) ñëåäóåò, ÷òî

2nm

(
2m

m

)n/2

|f |n <
pkl

|f |m .

Ïîëó÷àåì, ÷òî

|b1|n 6 2mn/2|h0|n 6 2mn/2
(

2m

m

)n/2

|f |n <
pkl

|f |m ,

è ýòî äîêàçûâàåò (7.33).

Ëåììà 7.5. Â óñëîâèÿõ ëåììû 7.4 ðàññìîòðèì ìàêñèìàëüíûé èí-
äåêñ t, òàêîé ÷òî

|bt| < (pkl/|f |m)1/n. (7.34)
Òîãäà

deg h0 = m + 1− t,

h0(x) = (b1(x), . . . , bt(x))

è
|bj| < (pkl/|f |m)1/n äëÿ âñåõ j = 1, . . . , t. (7.35)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç J ìíîæåñòâî òåõ èíäåêñîâ j, äëÿ
êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |bj| < (pkl/|f |m)1/n. Èç ëåììû 7.3
ñëåäóåò, ÷òî h0(x) äåëèò bj(x) äëÿ êàæäîãî j ∈ J . Îáîçíà÷èì ÷åðåç
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h1(x) íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ bj(x), èíäåêñû êîòî-
ðûõ ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó J . Òîãäà, â ñèëó ñâîåé ïðèìèòèâíîñòè,
h0(x) äåëèò h1(x). Êàæäûé ìíîãî÷ëåí bj(x) ïðè j ∈ J äåëèòñÿ íà
h1(x) è èìååò ñòåïåíü íå áîëüøå m. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäûé òàêîé
ìíîãî÷ëåí ïðèíàäëåæèò ðåøåòêå

Zh1(x) + Zh1(x)x + . . . + Zh1(x)xm−deg h1.

Ðàçìåðíîñòü ýòîé ðåøåòêè ðàâíà m + 1− deg h1, à ìíîãî÷ëåíû bj(x)
êàê âåêòîðû ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ñòàëî áûòü, åñëè îáîçíà÷èòü ìîù-
íîñòü ìíîæåñòâà J ÷åðåç ]J , òî

]J 6 m + 1− deg h1. (7.36)

Äàëåå, ìíîãî÷ëåíû h0(x)xi, i = 0, 1, . . . ,m − deg h0, ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìû è ëåæàò â ðåøåòêå Λ. Êðîìå òîãî, |h0(x)xi| = |h0| äëÿ âñåõ i.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåíèâ ïóíêò (v) òåîðåìû 7.10, ïðåäëîæåíèå 7.3 è
íåðàâåíñòâî (7.32), ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ âñåõ j = 1, . . . , m + 1− deg h0

|bj| 6 2m/2|h0| 6 2m/2
(

2m

m

)1/2

|f | < (pkl/|f |m)1/n,

òî åñòü
{1, . . . , m + 1− deg h0} ⊆ J

è
]J > m + 1− deg h0.

Èç (7.36) òåïåðü ñëåäóåò, ÷òî deg h1 6 deg h0. Ââèäó ñîîòíîøåíèÿ
h0(x) | h1(x), ïîëó÷àåì, ÷òî

deg h0 = deg h1 = m + 1− t

è
J = {1, . . . , t}.

Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî h0(x) ñîâïàäàåò ñ h1(x) ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà,
äëÿ ÷åãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ïðèìèòèâíîñòü h1(x).
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Åñëè h1(x) íå ïðèìèòèâåí, òî íàéäåòñÿ òàêîé èíäåêñ j ∈ J , ÷òî è
bj(x) íå ïðèìèòèâåí. Ïóñòü dj � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü êî-
ýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà bj(x). Òîãäà dj 6= 1, íî bj(x)/dj äåëèò-
ñÿ íà h0(x), ïîñêîëüêó ïîñëåäíèé ìíîãî÷ëåí ïðèìèòèâåí êàê äåëè-
òåëü ïðèìèòèâíîãî ìíîãî÷ëåíà f(x). Èìååì h0(x) ∈ Λ. Íî òîãäà è
bj(x)/dj ∈ Λ, ÷åãî íå ìîæåò áûòü, ïîñêîëüêó bj(x) � ýëåìåíò áàçèñà
ðåøåòêè Λ. Ñòàëî áûòü, ìíîãî÷ëåí h1(x) ïðèìèòèâåí.

Òåîðåìà 7.19. Àëãîðèòì 7.1 íàõîäèò ðàçëîæåíèå f(x) íà íåïðè-
âîäèìûå ìíîæèòåëè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 7.5 ñëåäóåò, ÷òî êàæäûé ðàç, êîãäà ïðè
ïðîõîäå ïóíêòà 7.4 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (7.25), àëãîðèòì äëÿ òå-
êóùåãî ìíîãî÷ëåíà f(x) âû÷èñëÿåò íåïðèâîäèìûé äåëèòåëü h0(x),
îïðåäåëÿåìûé â ëåììå 7.2.

Ñëåäîâàòåëüíî, â êàæäûé ìîìåíò ðàáîòû àëãîðèòìà ìíîæåñòâî
M ñîäåðæèò òåêóùåå çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà f(x) è êàêîå�òî êîëè÷å-
ñòâî íåïðèâîäèìûõ íàä Z ìíîãî÷ëåíîâ. Ïðè ýòîì ïðîèçâåäåíèå âñåõ
ìíîãî÷ëåíîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â M, âñåãäà ðàâíî èñõîäíîìó çíà÷åíèþ
ìíîãî÷ëåíà f(x).

Åñëè àëãîðèòì çàâåðøàåòñÿ â ïóíêòå 2 èëè ïóíêòå 4, òî ìíîæåñòâî
M â èòîãå ñîñòîèò èç íåïðèâîäèìûõ äåëèòåëåé èñõîäíîãî ìíîãî÷ëå-
íà.

Åñëè ïåðåä âõîäîì â ïóíêò 7 òåêóùèé ìíîãî÷ëåí f(x) ïðèâîäèì, òî
ìíîãî÷ëåí h0(x), îïðåäåëÿåìûé â ëåììå 7.2, îáÿçàí áûòü ñîáñòâåííûì
äåëèòåëåì, òî åñòü èìåòü ñòåïåíü, ìåíüøóþ n. Òîãäà, ïî ëåììå 7.4,
äëÿ íåêîòîðîãî m èç (7.23) îáÿçàíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî (7.25).
Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå àëãîðèòì âû÷èñëèò h0(x), óâåëè÷èò
êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà M íà åäèíèöó è âåðíåòñÿ â ïóíêò
2.

Åñëè æå ïåðåä âõîäîì â ïóíêò 7 òåêóùèé ìíîãî÷ëåí f(x) íåïðè-
âîäèì, òî ìíîãî÷ëåí h0(x), îïðåäåëÿåìûé â ëåììå 7.2, ñ òî÷íîñòüþ
äî çíàêà ñîâïàäàåò ñ f(x). Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ëåììû 7.4, íåðàâåí-
ñòâî (7.25) íå âûïîëíÿåòñÿ íè äëÿ êàêîãî m èç (7.23). Òî åñòü â ýòîì
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ñëó÷àå àëãîðèòì çàâåðøèòñÿ â ïóíêòå 7.3 è èòîãîâîå ìíîæåñòâî M
áóäåò òàêæå ñîñòîÿòü èç íåïðèâîäèìûõ äåëèòåëåé èñõîäíîãî ìíîãî-
÷ëåíà.

Â ðàáîòå [25] ïðîâåäåí ïîäðîáíûé àíàëèç êîëè÷åñòâà îïåðàöèé,
âûïîëíÿåìûõ àëãîðèòìîì 7.1, è äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 7.20. Àëãîðèòì 7.1 çàâåðøèò ðàáîòó çà O(n6 + n5 log |f |)
àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Äâîè÷íàÿ äëèíà ÷èñåë, íàä êîòîðûìè
ýòè îïåðàöèè ïðîèçâîäÿòñÿ, ðàâíà O(n3 + n2 log |f |).



Ãëàâà 8

Êðèïòîãðàôè÷åñêèå ïðèìåíåíèÿ

Ìåòîäû øèôðîâàíèÿ ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà òèïà: íà ñèììåòðè÷-
íûå è àñèììåòðè÷íûå.

Ïðè ñèììåòðè÷íîì øèôðîâàíèè è äëÿ çàøèôðîâêè, è äëÿ ðàñ-
øèôðîâêè ñîîáùåíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ îäèí è òîò æå êëþ÷. Ïîýòîìó äëÿ
áåçîïàñíîñòè ïåðåäà÷è çàøèôðîâàííîãî ñîîáùåíèÿ ïî îòêðûòûì êà-
íàëàì íåîáõîäèìî ïðåäâàðèòåëüíî îáåèì ñòîðîíàì â òàéíå âûáðàòü
åäèíûé êëþ÷, è ëèøü ïîñëå ýòîãî íà÷èíàòü îáìåí èíôîðìàöèåé. Ïðè
òàêîì ñïîñîáå øèôðîâàíèÿ âîçíèêàþò î÷åâèäíûå òðóäíîñòè, ñâÿçàí-
íûå ñ íåîáõîäèìîñòüþ ëèáî ïðåäâàðèòåëüíîé âñòðå÷è, ëèáî ïîèñêà
íàäåæíîãî êóðüåðà, êîòîðîìó ìîæíî äîâåðèòü ñåêðåòíûé êëþ÷. Â
÷àñòíîñòè, îðãàíèçîâàòü íàäåæíûé êîíôèäåíöèàëüíûé êàíàë ñâÿçè
äëÿ áîëüøîãî ÷èñëà àáîíåíòîâ ïðè òàêîì ñïîñîáå øèôðîâàíèÿ äî-
âîëüíî çàòðóäíèòåëüíî.

Îáùàÿ èäåÿ àñèììåòðè÷íûõ ìåòîäîâ øèôðîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â
òîì, ÷òî äëÿ çàøèôðîâêè ñîîáùåíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ îäèí êëþ÷, à äëÿ
ðàñøèôðîâêè � äðóãîé. Êëþ÷ äëÿ çàøèôðîâêè îòêðûòî ïåðåäàåò-
ñÿ ïî ëþáîìó êàíàëó ñâÿçè, â òî âðåìÿ êàê êëþ÷ äëÿ ðàñøèôðîâêè
äåðæèòñÿ â ñåêðåòå. Ýòè êëþ÷è, êàê ïðàâèëî, ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè
íåêîòîðûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð è ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì íåêî-
òîðûì ñîîòíîøåíèåì. Íî ïàðàìåòðû ýòèõ ñòðóêòóð è ñîîòíîøåíèå
ïîäáèðàþòñÿ òàêèìè, ÷òîáû âðåìÿ, òðåáóåìîå äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñåê-
ðåòíîãî êëþ÷à ïî îòêðûòîìó, áûëî íåñðàâíèìî áîëüøå òîãî âðåìåíè,
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êîòîðîå íóæíî äëÿ ïîñòðîåíèÿ îòêðûòîãî êëþ÷à ïî ñåêðåòíîìó.
Àñèììåòðè÷íûå ìåòîäû øèôðîâàíèÿ îáû÷íî ìåäëåííåå ñèììåò-

ðè÷íûõ. Ïîýòîìó, åñëè òðåáóåòñÿ ïåðåäàòü áîëüøîé îáúåì èíôîð-
ìàöèè, î÷åíü ÷àñòî òåëî ñîîáùåíèÿ øèôðóþò ïðè ïîìîùè êàêîãî-
íèáóäü ñèììåòðè÷íîãî àëãîðèòìà, à èñïîëüçóþùèéñÿ ïðè ýòîì êëþ÷
� ïðè ïîìîùè àñèììåòðè÷íîãî. Ïîäîáíîãî ðîäà ñõåìû íàçûâàþòñÿ
ãèáðèäíûìè.

8.1 Àëãîðèòì Äèôôè�Õåëëìàíà îáìåíà êëþ÷à-
ìè.

Ïåðâîé ðàáîòîé, â êîòîðîé áûëà ðåàëèçîâàíà èäåÿ àñèììåòðè÷íîãî
êðèïòîãðàôè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ðàáîòà [21]. Àâòîðû
ýòîé ðàáîòû èñïîëüçîâàëè òîò ôàêò, ÷òî çàäà÷à äèñêðåòíîãî ëîãàðèô-
ìèðîâàíèÿ â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå F ∗

p ïîëÿ Fp, ãäå p � ïðîñòîå
÷èñëî, ñóùåñòâåííî ñëîæíåå çàäà÷è âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü.

Îòìåòèì, ÷òî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ìîæíî î÷åíü ëåãêî èñïîëüçîâàòü
äëÿ çàùèòû ïðîèçâîëüíîãî ðåñóðñà, áóäü òî êîìïüþòåð, èëè êàíàë
ñâÿçè, îò íåñàíêöèîíèðîâàííîãî äîñòóïà. Äëÿ ýòîãî íóæíî âûáðàòü
äîñòàòî÷íî áîëüøîå ïðîñòîå ÷èñëî p è êàêóþ-íèáóäü îáðàçóþùóþ g

ãðóïïû F ∗
p . Äàëåå, êàæäûé ïîëüçîâàòåëü �ïðèäóìûâàåò� ñåáå ñåêðåò-

íûé ïàðîëü t ∈ Z è âû÷èñëÿåò ýëåìåíò gt ïîëÿ Fp, êîòîðûé ñèñòåìà
è áóäåò âîñïðèíèìàòü êàê èäåíòèôèêàòîð äàííîãî ïîëüçîâàòåëÿ. È
êàæäûé ðàç, êîãäà ïîëüçîâàòåëü ðåøàåò âîéòè â ñèñòåìó, îí ââîäèò
ñâîé ñåêðåòíûé ïàðîëü t, ñèñòåìà âû÷èñëÿåò gt è ñðàâíèâàåò ðåçóëü-
òàò ñ èäåíòèôèêàòîðîì ïîëüçîâàòåëÿ. Âîçìîæíîñòü âçëîìà òàêîé ñè-
ñòåìû çàâèñèò îò ñïîñîáíîñòè çëîóìûøëåííèêà âû÷èñëÿòü äèñêðåò-
íûé ëîãàðèôì ïî îñíîâàíèþ g îò èäåíòèôèêàòîðà ïîëüçîâàòåëÿ, òî
åñòü âûáîð äîñòàòî÷íî áîëüøèõ p ìîæåò îáåñïå÷èòü íåîáõîäèìóþ áåç-
îïàñíîñòü. Îòìåòèì îäíàêî, ÷òî îáðàçóþùóþ g íóæíî âûáèðàòü íå
ñëèøêîì ìàëåíüêîé, ÷òîáû èñêëþ÷èòü âîçìîæíîñòü íàéòè g ïåðåáî-
ðîì.
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Àëãîðèòì æå, î êîòîðîì ñåé÷àñ ïîéäåò ðå÷ü, ïîçâîëÿåò äâóì ëè-
öàì, îáùàþùèìñÿ ïî íåçàùèùåííîìó êàíàëó ñâÿçè, áåç ïðåäâàðè-
òåëüíîãî îáìåíà ñåêðåòíîé èíôîðìàöèåé âûðàáîòàòü îáùèé êëþ÷,
êîòîðûé áóäåò èçâåñòåí òîëüêî èì äâîèì. Ïðåäïîëîæèì, àáîíåíò A

è àáîíåíò B âûáðàëè ïðîñòîå ÷èñëî p è îáðàçóþùóþ g ãðóïïû F ∗
p .

Ñëó÷àéíûì îáðàçîì àáîíåíò A âûáèðàåò ñåêðåòíûé êëþ÷ a ∈ Z,
2 6 a 6 p− 2, à àáîíåíò B � ñåêðåòíûé êëþ÷ b ∈ Z, 2 6 b 6 p− 2.

Àëãîðèòì 8.1. Äàííûå: Ïðîñòîå ÷èñëî p, ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü g

ïî ìîäóëþ p, ñåêðåòíûé êëþ÷ a àáîíåíòà A è ñåêðåòíûé êëþ÷ b

àáîíåíòà B.
Íàéòè: Îáùèé êëþ÷ k ∈ F ∗

p , èçâåñòíûé òîëüêî àáîíåíòàì A è B.
1. Àáîíåíòó A âû÷èñëèòü x = ga è ïåðåäàòü ðåçóëüòàò àáîíåíòó
B.
2. Àáîíåíòó B âû÷èñëèòü y = gb è ïåðåäàòü ðåçóëüòàò àáîíåíòó
A.
3. Àáîíåíòó A ïîëîæèòü k = ya,
4. Àáîíåíòó B ïîëîæèòü k = xb.

Êîððåêòíîñòü äàííîãî àëãîðèòìà ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà k = (ga)b =
(gb)a. Îòêðûòûìè êëþ÷àìè çäåñü ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû ga è gb. Îíè ïå-
ðåäàþòñÿ ïî íåçàùèùåííîìó êàíàëó ñâÿçè, ïîýòîìó ìîãóò ñòàòü èç-
âåñòíûìè òðåòüèì ëèöàì. Íî åñëè ÷èñëî p áûëî âûáðàíî äîñòàòî÷íî
áîëüøèì, òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïî èçâåñòíûì ga è gb ïðè ïîìîùè ñóùå-
ñòâóþùèõ íà äàííûé ìîìåíò àëãîðèòìîâ íàéòè ñåêðåòíûå ÷èñëà a è b
(è, ñîîòâåòñòâåííî, gab), ïîòðåáóåòñÿ î÷åíü ìíîãî âðåìåíè, ÷òî è îáåñ-
ïå÷èâàåò òðåáóåìóþ áåçîïàñíîñòü. Àíàëîãè÷íî, àáîíåíòû A è B íå
ñìîãóò çà ïðèåìëåìîå âðåìÿ âû÷èñëèòü ñåêðåòíûå êëþ÷è äðóã äðóãà,
òî åñòü êàæäûé èç íèõ ïðè ñìåíå ñîáåñåäíèêà ìîæåò íå ìåíÿòü ñâîé
ñåêðåòíûé êëþ÷. Îäíàêî ñòîèò îòìåòèòü óÿçâèìîñòü äàííîé ñõåìû
îòíîñèòåëüíî òàê íàçûâàåìîé �àòàêè ïîñåðåäèíå�, â êîòîðîé íàðóøè-
òåëü âûñòóïàåò â êà÷åñòâå àáîíåíòà�ïîñðåäíèêà ìåæäó àáîíåíòàìè A

è B. Åñëè çëîóìûøëåííèêó óäàëîñü óáåäèòü àáîíåíòà A âîñïðèíÿòü
åãî êàê àáîíåíòà B, à àáîíåíòà B � ñîîòâåòñòâåííî, êàê A, òî íàëàäèâ
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ñ êàæäûì èç íèõ ñâÿçü ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà Äèôôè�Õåëëìàíà, îí
ïîëó÷àåò ïîëíûé êîíòðîëü çà ïåðåïèñêîé, âêëþ÷àÿ âîçìîæíîñòü èñ-
êàæåíèÿ èíôîðìàöèè è íàâÿçûâàíèÿ ëîæíîé. ×òîáû ïðåäîòâðàòèòü
ïîäîáíóþ âîçìîæíîñòü, èñïîëüçóþò àëãîðèòìû àóòåíòèôèêàöèè (ñì.
ïóíêò 8.3).

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî àëãîðèòì 8.1 ïî ñâîåé ñòðóêòóðå íåñêîëüêî
îòëè÷àåòñÿ îò èçëîæåííûõ ðàíåå. Îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ó àë-
ãîðèòìà ðîâíî îäèí èñïîëíèòåëü, è ïî ýòîé ïðè÷èíå êîìàíäû èìåþò
áåçàäðåñíûé õàðàêòåð. ×òî æå êàñàåòñÿ àëãîðèòìîâ òèïà àëãîðèòìà
8.1, òî îíè ïðåäïîëàãàþò êàê ìèíèìóì äâîèõ èñïîëíèòåëåé. Ïîýòîìó
òàêèå àëãîðèòìû íîñÿò íàçâàíèå ïðîòîêîëîâ.

8.2 Àëãîðèòì RSA.
Âñêîðå ïîñëå ïîÿâëåíèÿ àëãîðèòìà Äèôôè�Õåëëìàíà áûë ïðèäóìàí
íàèáîëåå ïîïóëÿðíûé íà ñåãîäíÿ àëãîðèòì àñèììåòðè÷íîãî øèôðî-
âàíèÿ RSA, íàçâàííûé ïî ïåðâûì áóêâàì ôàìèëèé àâòîðîâ ðàáîòû
[28], â êîòîðîé îí áûë îïèñàí. Ýòîò àëãîðèòì èñïîëüçóåò òîò ôàêò,
÷òî íà äàííûé ìîìåíò íå ñóùåñòâóåò ñëèøêîì áûñòðûõ àëãîðèòìîâ
ðàçëîæåíèÿ öåëûõ ÷èñåë íà ìíîæèòåëè.

Ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ àáîíåíòîì ñåêðåòíîãî è îòêðûòîãî êëþ÷åé
ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Àáîíåíò âûáèðàåò äâà ïðîñòûõ ÷èñëà p, q è âû-
÷èñëÿåò èõ ïðîèçâåäåíèå n = pq. Çàòåì àáîíåíò ñëó÷àéíûì îáðàçîì
âûáèðàåò äâà íàòóðàëüíûõ ÷èñëà e, d, ìåíüøèõ ϕ(n) = (p− 1)(q− 1),
óäîâëåòâîðÿþùèõ ñðàâíåíèþ

ed ≡ 1 (mod ϕ(n)). (8.1)

Îòêðûòûì êëþ÷îì äàííîãî àáîíåíòà áóäåò ïàðà (n, e). Ñåêðåòíûì
êëþ÷îì � ÷èñëî d. ×èñëà p è q òàêæå äîëæíî äåðæàòü â ñåêðåòå,
íî ðàññìàòðèâàòü âñþ òðîéêó (p, q, d) â êà÷åñòâå ñåêðåòíîãî êëþ÷à
íåîáÿçàòåëüíî, ïîòîìó ÷òî ÷èñëà p, q èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî íà ñòàäèè
ãåíåðàöèè ÷èñåë n, e, d. Ïîýòîìó ÷èñëà p, q ìîæíî óíè÷òîæèòü. Îòìå-
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òèì, ÷òî ëþáûå öåëûå e è d, óäîâëåòâîðÿþùèå (8.1), âçàèìíî ïðîñòû
ñ ϕ(n).

Àëãîðèòì 8.2. Äàííûå: Îòêðûòûé êëþ÷ (n, e) è ñåêðåòíûé êëþ÷
d àáîíåíòà A.
Òðåáóåòñÿ: Ïåðåäàòü àáîíåíòó A ñîîáùåíèå x ∈ Z/nZ àáîíåíòà B.
1. Àáîíåíòó B âû÷èñëèòü y = xe è ïåðåäàòü ðåçóëüòàò àáîíåíòó
A.
2. Àáîíåíòó A ïîëîæèòü x = yd.

Â êîëüöå Z/nZ ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî xϕ(n) = 1. Ïîýòîìó yd =
xed = x. Ñëåäîâàòåëüíî, àëãîðèòì êîððåêòåí.

Êàê ëåãêî âèäåòü, äàííûé àëãîðèòì ïðåäëàãàåò ïðîñòîé ñïîñîá
áîëüøîìó ÷èñëó àáîíåíòîâ îáìåíèâàòüñÿ äðóã ñ äðóãîì êîíôèäåí-
öèàëüíîé èíôîðìàöèåé ïî íåçàùèùåííûì êàíàëàì ñâÿçè. Äëÿ ýòîãî
êàæäîìó àáîíåíòó íóæíî çàâåñòè ñåêðåòíûé è îòêðûòûé êëþ÷è, âû-
ëîæèâ ïîñëåäíèé â îòêðûòûé äîñòóï. Òîãäà ëþáîé äðóãîé àáîíåíò
ñìîæåò ïîñëàòü åìó ñîîáùåíèå, çàøèôðîâàííîå ïðè ïîìîùè ýòîãî
îòêðûòîãî êëþ÷à, ðàñøèôðîâàòü êîòîðîå çà ðàçóìíîå âðåìÿ ñìîæåò
òîëüêî àäðåñàò.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî íå âñå íàáîðû (p, q, d), ïóñòü äàæå ÷èñëà p è
q âåëèêè, ïðåäñòàâëÿþòñÿ íàäåæíûìè. Íàïðèìåð, åñëè ÷èñëî n + 1
èëè ÷èñëî n − 1 ëåãêî ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ìíîæèòåëè (ñêàæåì, ÿâ-
ëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè), òî äëÿ ÷èñëà n ìîæíî óñïåøíî ïðèìåíèòü
(N ± 1)�ìåòîäû ôàêòîðèçàöèè, òî åñòü ñåêðåòíûé êëþ÷ â ýòîì ñëó-
÷àå íàéäåòñÿ äîâîëüíî áûñòðî. Êðîìå òîãî, ÷èñëà p è q íå äîëæíû
áûòü ñëèøêîì áëèçêèìè, òàê êàê òîãäà îíè áóäóò áëèçêè ê √n è
÷èñëî n ìîæíî áóäåò áûñòðî ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè ïðè ïîìîùè
ìåòîäà ôàêòîðèçàöèè Ôåðìà. Íåîáõîäèìî òàêæå, ÷òîáû íè p− 1, íè
q − 1 íå ÿâëÿëîñü ïðîèçâåäåíèåì ìàëåíüêèõ ïðîñòûõ ÷èñåë, èáî â
ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî n ìîæíî áóäåò áûñòðî ôàêòîðèçîâàòü ïðè ïîìîùè
(p− 1)�ìåòîäà Ïîëëàðäà. Â ïóíêòå 8.4 ìû îïèøåì ðÿä ïðèåìîâ, ïîç-
âîëÿþùèõ çëîóìûøëåííèêó â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âçëîìàòü ñèñòåìó
RSA çà îòíîñèòåëüíî êîðîòêîå âðåìÿ.



ÃËÀÂÀ 8. ÊÐÈÏÒÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÐÈÌÅÍÅÍÈß 279

8.3 Ýëåêòðîííàÿ öèôðîâàÿ ïîäïèñü.
Àëãîðèòì RSA ïîçâîëÿåò îðãàíèçîâàòü ñèñòåìó çàùèùåííîãî îáìå-
íà èíôîðìàöèåé äëÿ áîëüøîãî êîëè÷åñòâà àáîíåíòîâ. Íî ïîëüçóÿñü
ýòèì àëãîðèòìîì â òîì âèäå, â êîòîðîì îí ïîêà îïèñàí, ïîëó÷àòåëü
ñîîáùåíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ìîæåò îïðåäåëèòü, îò êîãî îíî áûëî ïî-
ñëàíî. Íåáîëüøàÿ ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèòìà 8.2 ïîçâîëÿåò ïðîâåðèòü
àâòîðñòâî ñîîáùåíèÿ. Íàì ïðèäåòñÿ ðàññìàòðèâàòü ñðàâíåíèÿ ïî ðàç-
íûì ìîäóëÿì, ïîýòîìó äëÿ óäîáñòâà ÷åðåç a mod b ìû áóäåì îáîçíà-
÷àòü ìèíèìàëüíîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, ñðàâíèìîå ñ a ïî ìîäóëþ
b (îñòàòîê îò äåëåíèÿ a íà b).

Àëãîðèòì 8.3. Äàííûå: Îòêðûòûé êëþ÷ (nA, eA) è ñåêðåòíûé
êëþ÷ dA àáîíåíòà A, îòêðûòûé êëþ÷ (nB, eB) è ñåêðåòíûé êëþ÷
dB àáîíåíòà B, nA > nB.
Òðåáóåòñÿ: Ïåðåäàòü àáîíåíòó A ñîîáùåíèå x ∈ Z àáîíåíòà B ñ
ïîäòâåðæäåíèåì àâòîðñòâà.
1. Àáîíåíòó B âû÷èñëèòü

y = xeA mod nA è s = (xdB mod nB)eA mod nA,

ïîñëå ÷åãî ïåðåäàòü ïàðó (y, s) àáîíåíòó A.
2. Àáîíåíòó A âû÷èñëèòü

x = ydA mod nA è t = (sdA mod nA)eB mod nB.

Åñëè x = t, ñ÷èòàòü ñîîáùåíèå äîñòîâåðíûì. Åñëè æå x 6= t, òî
ñîîáùåíèå íåäîñòîâåðíî.

Êîððåêòíîñòü äàííîãî àëãîðèòìà ñëåäóåò èç ñðàâíåíèé seAdA ≡ s

(mod nA), xeBdB ≡ x (mod nB) è íåðàâåíñòâà nA > nB. Äåéñòâèòåëü-
íî, èç îïðåäåëåíèÿ s ñëåäóåò sdA (mod nA) = xdB (mod nb). Ïîýòîìó

t =
(
sdA(modnA)

)eB
(modnB) =

=
(
xdB(modnB)

)eB
(modnB) = x(modnB) = x.
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�Ïîäïèñüþ� â äàííîì ñëó÷àå áóäåò ÷èñëî s. Áåç îñîáîãî òðóäà s ìîæ-
íî âû÷èñëèòü ëèøü, çíàÿ ñåêðåòíûé êëþ÷ dB, ïîýòîìó åñëè x è t

ñîâïàëè, òî ñ áîëüøîé äîëåé óâåðåííîñòè ìîæíî ãîâîðèòü î òîì, ÷òî
àâòîðîì ñîîáùåíèÿ áûë äåéñòâèòåëüíî àáîíåíò B. Ïîäïèñü, êàê ïðà-
âèëî, åùå óñèëèâàþò ôóíêöèåé õåøèðîâàíèÿ � ôóíêöèåé, ñòàâÿùåé
â ñîîòâåòñòâèå ïðîèçâîëüíîìó öåëîìó ÷èñëó x íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî
h(x) ôèêñèðîâàííîãî ðàçìåðà. Îò ôóíêöèè õåøèðîâàíèÿ òðåáóåòñÿ,
÷òîáû h(x) âû÷èñëÿëîñü ïî çàäàííîìó x äîñòàòî÷íî áûñòðî, íî ÷òîáû
ïðè ýòîì ïî çàäàííîìó y áûëî àëãîðèòìè÷åñêè ñëîæíî íàéòè òàêîå
x, ÷òî h(x) = y. ×àñòî íà ôóíêöèþ õåøèðîâàíèÿ íàêëàäûâàåòñÿ áî-
ëåå ñèëüíîå òðåáîâàíèå: ÷òîáû çàäà÷à ïîèñêà äëÿ çàäàííîãî x õîòÿ
áû îäíîãî ýëåìåíòà â ïîëíîì ïðîîáðàçå h(x), îòëè÷íîãî îò x, áû-
ëà àëãîðèòìè÷åñêè ñëîæíîé, èëè, áîëåå îáùî, ÷òîáû àëãîðèòìè÷åñêè
ñëîæíî áûëî íàéòè õîòÿ áû îäíó ïàðó ÷èñåë, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ
h äàåò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ. Ñî âñòðîåííîé ôóíêöèåé õåøèðîâàíèÿ
àëãîðèòì 8.3 áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Àëãîðèòì 8.4. Äàííûå: Îòêðûòûé êëþ÷ (nA, eA) è ñåêðåòíûé
êëþ÷ dA àáîíåíòà A, îòêðûòûé êëþ÷ (nB, eB) è ñåêðåòíûé êëþ÷
dB àáîíåíòà B, nA > nB, ôóíêöèÿ õåøèðîâàíèÿ h.
Òðåáóåòñÿ: Ïåðåäàòü àáîíåíòó A ñîîáùåíèå x ∈ Z àáîíåíòà B ñ
ïîäòâåðæäåíèåì àâòîðñòâà.
1. Àáîíåíòó B âû÷èñëèòü

y = xeA mod nA è s = (h(x)dB mod nB)eA mod nA,

ïîñëå ÷åãî ïåðåäàòü ïàðó (y, s) àáîíåíòó A.
2. Àáîíåíòó A âû÷èñëèòü

x = ydA mod nA è t = (sdA mod nA)eB mod nB.

Åñëè t = h(x), ñ÷èòàòü ñîîáùåíèå äîñòîâåðíûì. Åñëè æå t 6= h(x),
òî ñîîáùåíèå íåäîñòîâåðíî.
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8.4 Îá óÿçâèìîñòè ñèñòåìû RSA.
Îáùèé ìîäóëü. Åñëè ïàðû êëþ÷åé âûäàþòñÿ ïîëüçîâàòåëÿì îäíèì
öåíòðàëüíûì ðàñïðåäåëÿþùèì îðãàíîì, òî ìîæåò âîçíèêíóòü æåëà-
íèå çàôèêñèðîâàòü åäèíûé äëÿ âñåõ ìîäóëü n = pq è ãåíåðèðîâàòü
ëèøü ïàðû ÷èñåë e è d. Êàê îêàçûâàåòñÿ, äàííûé ïîäõîä íàðóøàåò
áåçîïàñíîñòü ñèñòåìû, èáî, êàê âèäíî èç ñëåäóþùåé òåîðåìû, ëþáîé
ïîëüçîâàòåëü, îáëàäàþùèé îòêðûòûì è ñåêðåòíûì êëþ÷àìè, ìîæåò
çà êîðîòêîå âðåìÿ íàéòè ðàçëîæåíèå n = pq è, òàêèì îáðàçîì, ñïîñî-
áåí áûñòðî âîññòàíàâëèâàòü ñåêðåòíûé êëþ÷ ïî ëþáîìó îòêðûòîìó.

Òåîðåìà 8.1. Ïóñòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà n, e, d óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì ed ≡ 1 (mod ϕ(n)), e < ϕ(n), d < ϕ(n) è ïóñòü n = pq, ãäå
p è q � íå÷åòíûå ïðîñòûå ÷èñëà. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëü-
íûé âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì, ïðè ïîìîùè êîòîðîãî, çíàÿ ÷èñëà n,
e, d, ìîæíî íàéòè ðàçëîæåíèå ÷èñëà n. Îáðàòíî, çíàÿ ðàçëîæåíèå
÷èñëà n è ÷èñëî e, ìîæíî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ íàéòè d.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå òåîðåìû î÷åâèäíî, çíàÿ
ðàçëîæåíèå n = pq, ìîæíî âû÷èñëèòü ϕ(n) ïî ôîðìóëå ϕ(n) =
(p − 1)(q − 1), ïîñëå ÷åãî ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà Åâêëèäà íàéòè
äëÿ ÷èñëà e ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî d.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî èçâåñòíû ÷èñëà n, e è d. Ïîëîæèì r =
ed − 1. Òîãäà r äåëèòñÿ íà ϕ(n). Íî ϕ(n) äåëèòñÿ íà 4, ñòàëî áûòü,
r = 2st, ãäå s > 2, à t íå÷åòíî. Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà g, âçàèìíî ïðîñòîãî
ñ n, ñïðàâåäëèâî ñðàâíåíèå gr ≡ 1 (mod n).

Îöåíèì êîëè÷åñòâî ÷èñåë g, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ n è óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ õîòÿ áû îäíîìó èç ñðàâíåíèé

gt ≡ 1 (mod n), g2kt ≡ −1 (mod n), 0 6 k < s. (8.2)

Îáîçíà÷èì d = min(ν2(p− 1), ν2(q − 1)) > 1. Ñîãëàñíî òåîðåìàì 1.16
è 1.17 ñðàâíåíèå xt ≡ 1( mod n) ðàçðåøèìî è èìååò íå áîëåå (t, p−1) ·
(t, q−1) 6 p−1

2d · q−1
2d ðåøåíèé. Îáîçíà÷èì T = (p−1)(q−1)

4d . Â ñîîòâåòñòâèè
ñ òåìè æå òåîðåìàìè ñðàâíåíèå x2kt ≡ −1(mod n) ðàçðåøèìî ëèøü
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äëÿ k < d è â ýòîì ñëó÷àå èìååò íå áîëåå (2kt, p−1) ·(2kt, q−1) 6 4kT

ðåøåíèé. Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî ÷èñåë g, óäîâëåòâîðÿþùèõ õîòÿ
áû îäíîìó èç ñðàâíåíèé (8.2), ìîæåò áûòü îöåíåíî ñâåðõó âåëè÷èíîé

T

(
1 +

d−1∑

k=0

4k

)
= T

4d + 2

3
6 T

4d

2
=

ϕ(n)

2
.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî S öåëûõ ÷èñåë g â ïðîìåæóòêå îò 1 äî n,
âçàèìíî ïðîñòûõ ñ n è íå óäîâëåòâîðÿþùèõ íè îäíîìó èç ñðàâíåíèé
(8.2), ñîäåðæèò íå ìåíåå ϕ(n)

2 ýëåìåíòîâ.
Âûáðàâ ñëó÷àéíûì îáðàçîì íà ïðîìåæóòêå [1; n] öåëîå ÷èñëî g,

âçàèìíî ïðîñòîå ñ n, ìû ñ âåðîÿòíîñòüþ, íå ìåíüøåé 1
2 ïîëó÷èì g ∈ S.

Ïóñòü m � íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî ñ óñëîâèåì g2m+1t ≡ 1 (mod n).
Òàê êàê g ∈ S èìååì 0 6 m < s. Ïóñòü h = g2mt. Ñîãëàñíî îïðåäå-
ëåíèþ m èìååì h 6≡ 1 (mod n), à, ïîñêîëüêó g ∈ S, çàêëþ÷àåì, ÷òî
h 6≡ −1 (mod n). Â òî æå âðåìÿ èç ñðàâíåíèé h2 ≡ 1 (mod p), h2 ≡ 1
(mod q) ñëåäóåò, ÷òî h ≡ ±1 (mod p), h ≡ ±1 (mod q). Ïî äîêàçàí-
íîìó çíàêè â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ýòèõ äâóõ ñðàâíåíèé ðàçëè÷íû. Íî òîãäà
íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü (h − 1, n) îòëè÷åí îò 1 è n. Çíà÷èò, îí
áóäåò íåòðèâèàëüíûì äåëèòåëåì n, à ïîòîìó áóäåò ðàâåí p èëè q.

Ïîëèíîìèàëüíîñòü ïðèâåäåííîãî âåðîÿòíîñòíîãî àëãîðèòìà î÷å-
âèäíà.

Ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü. Ïðåäïîëîæèì, çëîóìûøëåííèê õî÷åò,
÷òîáû àáîíåíò A, îáëàäàþùèé îòêðûòûì êëþ÷îì (n, e) è ñåêðåò-
íûì êëþ÷îì d, ïîñòàâèë ñâîþ ïîäïèñü ïîä íåêîòîðûì ñîîáùåíèåì
x. Åñëè ñîîáùåíèå âûãëÿäèò ïîäîçðèòåëüíî, àáîíåíò íå ñòàíåò åãî
ïîäïèñûâàòü. Â ýòîì ñëó÷àå çëîóìûøëåííèê ìîæåò ñäåëàòü ñëåäó-
þùåå. Âûáðàâ ñëó÷àéíûì îáðàçîì ÷èñëî r, âçàèìíî ïðîñòîå ñ n, è
ïîëîæèâ x′ ≡ rex (mod n), çëîóìûøëåííèê ìîæåò ïðåäëîæèòü àáî-
íåíòó A ïîäïèñàòü ñîîáùåíèå x′. Åñëè àáîíåíò ñîãëàøàåòñÿ ïîñòàâèòü
ñâîþ ïîäïèñü, òî çëîóìûøëåííèê ïîëó÷àåò â ñâîè ðóêè ñîîáùåíèå
y′ ≡ (x′)d (mod n), êîòîðîå îí ëåãêî ìîæåò ïåðåäåëàòü â íóæíîå åìó,
ïîëîæèâ y ≡ y′r−1 (mod n), ãäå r−1 � ÷èñëî, îáðàòíîå ê r ïî ìîäóëþ
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n. Äåéñòâèòåëüíî,

ye ≡ (x′)der−e ≡ x′r−e ≡ x (mod n),

òî åñòü y ñîâïàäàåò ñ ñîîáùåíèåì x, ïîäïèñàííûì àáîíåíòîì A.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî y çàâèñèò îò x ìóëüòèïëèêàòèâ-

íî, çëîóìûøëåííèê ìîæåò ñêðûòü îò àáîíåíòà èñòèííîå ñîäåðæàíèå
ïîäïèñûâàåìîãî ñîîáùåíèÿ. Íàðóøèòü ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü ìîæíî
äîáàâëåíèåì êàêîãî-íèáóäü îïðåäåëåííîãî íàáîðà íóëåé è åäèíèö â
íà÷àëî ñîîáùåíèÿ. Ïðèìåíåíèå ôóíêöèè õåøèðîâàíèÿ òàêæå ïîçâî-
ëÿåò ïðåäîòâðàòèòü îïàñíîñòü, âîçíèêàþùóþ ïðè ìóëüòèïëèêàòèâ-
íîé çàâèñèìîñòè y îò x.

Ìàëûé ñåêðåòíûé êëþ÷. Ïîñêîëüêó ïðè ïðèìåíåíèè àëãîðèò-
ìà RSA òðåáóåòñÿ âîçâîäèòü â ñòåïåíü d, ìîæåò âîçíèêíóòü æåëàíèå
âçÿòü â êà÷åñòâå d íå î÷åíü áîëüøîå ÷èñëî. Îäíàêî, êàê âèäíî èç
ñëåäóþùåé òåîðåìû, äîêàçàííîé â [31], ïðè ìàëîì d ñèñòåìó ìîæíî
âçëîìàòü çà âåñüìà êîðîòêîå âðåìÿ.

Òåîðåìà 8.2. Ïóñòü n, e, d � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ed ≡ 1 mod ϕ(n),
e < ϕ(n), d < n1/4/3 è ïóñòü n = pq, ãäå p è q � íå÷åòíûå ïðîñòûå
÷èñëà, òàêèå ÷òî q < p < 2q. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé
àëãîðèòì, ïðè ïîìîùè êîòîðîãî, çíàÿ ÷èñëà n è e, ìîæíî íàéòè
÷èñëî d.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû èñïîëüçîâàòü èçâåñòíîå
÷èñëî n äëÿ ïðèáëèæåíèÿ íåèçâåñòíîãî ϕ(n). Ïðè ýòîì ìîæíî, êî-
íå÷íî, ñ÷èòàòü d > 1.

Ïîñêîëüêó ed ≡ 1 (mod ϕ(n)), ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå ÷èñëî k >
1, ÷òî

ed− kϕ(n) = 1. (8.3)
Ñîãëàñíî óñëîâèþ èìååì q < p < 2q, òàê ÷òî q2 < pq = n è p + q <
3q < 3

√
n. Ïîñêîëüêó ϕ(n) = n− p− q + 1, òî íàõîäèì

0 < n− ϕ(n) = p + q − 1 < 3
√

n− 1. (8.4)
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Èç (8.3) è (8.4) ïîëó÷àåì, ÷òî
∣∣∣∣
e

n
− k

d

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
ed− kϕ(n)− kn + kϕ(n)

nd

∣∣∣∣ =

=
k(n− ϕ(n))− 1

nd
<

3k
√

n

nd
=

3k

d
√

n
.

Ïðè ýòîì èç ñîîòíîøåíèÿ kϕ(n) = ed−1 < ed è íåðàâåíñòâà e < ϕ(n)
ñëåäóåò, ÷òî k < d < n1/4/3. Ñòàëî áûòü,

∣∣∣∣
e

n
− k

d

∣∣∣∣ <
3k

d
√

n
<

3√
n

<
1

2d2 .

Èç òåîðèè öåïíûõ äðîáåé èçâåñòíî, ÷òî â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ òàêîãî
íåðàâåíñòâà ÷èñëî k/d ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé ïîäõîäÿùåé äðîáüþ ÷èñëà
e/n. Â ñèëó íåðàâåíñòâà (8.3) ÷èñëà k è d âçàèìíî ïðîñòû, ïîýòîìó d

â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñî çíàìåíàòåëåì îäíîé èç ïîäõîäÿùèõ äðîáåé
÷èñëà e/n. Êîëè÷åñòâî æå ýòèõ äðîáåé åñòü âåëè÷èíà ïîðÿäêà O(ln n),
òî åñòü ÷èñëî d âîññòàíàâëèâàåòñÿ çà ëèíåéíîå âðåìÿ.

Ìàëûé îòêðûòûé êëþ÷.Äëÿ òîãî, ÷òîáû ÷èñëî d íå áûëî ñëèø-
êîì ìàëåíüêèì, ÷àñòî â êà÷åñòâå e áåðóò êàêîå-íèáóäü íåáîëüøîå ÷èñ-
ëî � òîãäà d áóäåò ãàðàíòèðîâàííî áîëüøèì. Îäíàêî ïðè ñëèøêîì
ìàëåíüêîì e ìîæåò âîçíèêíóòü äðóãàÿ ïðîáëåìà. Åñëè ñîîáùåíèå x
ìàëî (êàê ýëåìåíò Z) ïî ñðàâíåíèþ ñ n, òî ïîëó÷èòü åãî èç xe ìîæ-
íî ïðè ïîìîùè îáûêíîâåííîãî èçâëå÷åíèÿ êîðíÿ ñòåïåíè e â Z. Ïî
ýòîé ïðè÷èíå ïåðåä âîçâåäåíèåì â ñòåïåíü ñîîáùåíèå x, êàê ïðàâèëî,
íåñêîëüêî âèäîèçìåíÿþò, íàïðèìåð, äîáàâëÿþò ê åãî äâîè÷íîé çàïèñè
åäèíèöó è ñêîëüêî-òî íóëåé, ÷òîáû èòîãîâîå ÷èñëî ïîëó÷èëîñü äîñòà-
òî÷íî áîëüøèì. Îäíàêî è òàêîé ïðèåì íå âñåãäà ìîæåò ãàðàíòèðî-
âàòü áåçîïàñíîñòü ïðè ñëèøêîì ìàëîì e, èáî çëîóìûøëåííèê ìîæåò
âîñïîëüçîâàòüñÿ âîçìîæíîñòÿìè, êîòîðûå äàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà,
ïðèíàäëåæàùàÿ Êîïïåðñìèòó. Ýòà òåîðåìà ïîçâîëÿåò èñêàòü ïðè ïî-
ìîùè LLL�àëãîðèòìà íåáîëüøèå êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè ïî ñîñòàâíîìó ìîäóëþ, ðàçëîæåíèå êîòîðîãî íà ïðîñòûå
íå èçâåñòíî.
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Òåîðåìà 8.3. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî è f(t) ∈ Z[t] � ìíî-
ãî÷ëåí ñòåïåíè s ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1. Ïóñòü òàêæå
ôèêñèðîâàíî íåêîòîðîå ÷èñëî ε > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò àëãîðèòì,
ñëîæíîñòü êîòîðîãî ïîëèíîìèàëüíî çàâèñèò îò âåëè÷èíû ln n, ïðè
ïîìîùè êîòîðîãî ìîæíî íàéòè âñå òàêèå öåëûå ÷èñëà t0, ÷òî
|t0| < n1/s−ε è f(t0) ≡ 0 (mod n).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

m =

[
ln n

s

]
, B =

[
n1/s−ε

]

è ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåíû

gu,v(t) = nm−vtuf(t)v, v = 0, . . . , m, u = 0, . . . , s− 1.

Èç ðàâåíñòâà deg gu,v = u + sv ñëåäóåò, ÷òî ñòåïåíè âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ
gu,v(t) ðàçëè÷íû è íå ïðåâîñõîäÿò s(m + 1)− 1.

Ëþáîå öåëîå ÷èñëî, ÿâëÿþùååñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f(t) ïî ìî-
äóëþ n, ÿâëÿåòñÿ êîðíåì êàæäîãî èç ìíîãî÷ëåíîâ gu,v(t) ïî ìîäóëþ
nm.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Λ âñåõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ìíîãî÷ëåíîâ
gu,v(Bt) ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Áóäåì, êàê è â ãëàâå 7, ðàññìàò-
ðèâàòü ìíîãî÷ëåíû

g(t) =

s(m+1)−1∑
i=0

ait
i ∈ Λ

êàê âåêòîðà (a0, . . . , as(m+1)−1) ñâîèõ êîýôôèöèåíòîâ è îïðåäåëÿòü èõ
íîðìó ñëåäóþùèì îáðàçîì:

|g| =
(

s(m+1)−1∑
i=0

a2
i

)1/2

.

Òîãäà ìíîæåñòâî Λ ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ðåøåòêó â ïðîñòðàíñòâå
Rs(m+1). Èç âåêòîðîâ, ñîïîñòàâëåííûõ gu,v(Bt), óïîðÿäî÷èâ ìíîãî÷ëå-
íû ïî âîçðàñòàíèþ ñòåïåíè, ìîæíî ñîñòàâèòü òðåóãîëüíóþ ìàòðèöó.
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Îòêóäà âèäèì, ÷òî ýòè âåêòîðà îáðàçóþò áàçèñ ðåøåòêè Λ. Ðàçìåð-
íîñòü Λ ðàâíà s(m + 1), à îïðåäåëèòåëü åå ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ñòàð-
øèõ êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíîâ gu,v(Bt), òî åñòü

det Λ = nsm(m+1)/2Bs(m+1)(s(m+1)−1)/2 = n(m+1)((1− sε
2 )sm+ (s−1)(1−sε)

2 )

(8.5)
Ïðè ïîìîùè LLL�àëãîðèòìà, â ñèëó òåîðåìû 7.10, ìîæíî íàéòè ìíî-
ãî÷ëåí h(t) =

∑s(m+1)
i=0 bit

i ∈ Z[t], òàêîé ÷òî h(Bt) ∈ Λ è òàêîé, ÷òî
íîðìà ìíîãî÷ëåíà h(Bt) îöåíèâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

|h(Bt)| 6 2(dim Λ−1)/4(det Λ)1/ dimΛ.

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ (8.5) è ðàâåíñòâà dim Λ = s(m + 1), m = [(ln n)/s],
ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n (è ôèêñèðîâàííîì s)

|h(Bt)| < nm(1− sε
2 )+1 <

nm

√
s(m + 1)

.

Îòñþäà ïîëó÷àåì îöåíêó çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà h(t) â ëþáîé òî÷êå t0,
òàêîé ÷òî |t0| 6 B:

|h(t0)| =
∣∣∣∣∣

s(m+1)−1∑
i=0

bit
i
0

∣∣∣∣∣ 6
s(m+1)−1∑

i=0

∣∣biB
i
∣∣ 6

6
√

s(m + 1)




s(m+1)−1∑
i=0

∣∣biB
i
∣∣2




1/2

=
√

s(m + 1)|h(Bt)| < nm.

Çäåñü ìû â ïðåäïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå âîñïîëüçîâàëèñü íåðàâåí-
ñòâîì Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè h(t0) ≡ 0 (mod nm), òî h(t0) = 0. Íî ìíîãî-
÷ëåí h(t) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè
ìíîãî÷ëåíîâ gu,v(t). À, êàê ìû îòìå÷àëè, ëþáîé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà
f(t) ïî ìîäóëþ n ÿâëÿåòñÿ êîðíåì êàæäîãî èç gu,v(t) ïî ìîäóëþ nm.
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè f(t0) ≡ 0 (mod n) è |t0| 6 B, òî h(t0) = 0. Îñòà-
åòñÿ íàéòè âñå öåëûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà h(t), íå ïðåâîñõîäÿùèå ïî
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ìîäóëþ ÷èñëà B, ïîñëå ÷åãî âûáðàòü èç íèõ òå, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
êîðíÿìè f(t) ïî ìîäóëþ n.

Ïîëèíîìèàëüíàÿ çàâèñèìîñòü ñëîæíîñòè àëãîðèòìà îò ln n ñëåäó-
åò èç òåîðåìû 7.12.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû Êîïïåðñìèòà îïèøåì
ñëåäóþùèé ïðèåì. Êàê áûëî ñêàçàíî â íà÷àëå äàííîãî ïóíêòà, ñî-
îáùåíèÿ, êîòîðûå íóæíî çàøèôðîâàòü, ïðåäâàðèòåëüíî äîïîëíÿþò
íåêîòîðûì íàáîðîì íóëåé è åäèíèö. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àáîíåíò A
îáëàäàåò îòêðûòûì êëþ÷îì (n, e) è ñåêðåòíûì êëþ÷îì d è ÷òî îí
õî÷åò ïåðåäàòü àáîíåíòó B ñîîáùåíèå x ∈ N, äëèíà êîòîðîãî â äâî-
è÷íîé çàïèñè íå áîëüøå, ÷åì [log2 n]−m, ãäå

m =

[
log2 n

e2

]
.

Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ïåðåä òåì, êàê çàøèôðîâàòü ñîîáùåíèå,
àáîíåíò A ïðèïèñûâàåò ê åãî äâîè÷íîé çàïèñè ñëó÷àéíûì îáðàçîì m
íóëåé è åäèíèö. Òî åñòü â ñòåïåíü e âîçâîäèòñÿ ÷èñëî

x1 = 2mx + r1,

ãäå 0 6 r1 < 2m. Äàëåå, äîïóñòèì, çëîóìûøëåííèê ñìîã ïåðåõâàòèòü
ñîîáùåíèå y1 ≡ xe

1 (mod n) òàê, ÷òî îíî íå äîøëî äî àáîíåíòà B. Àáî-
íåíò A, óçíàâ, ÷òî åãî ñîîáùåíèå íå äîñòàâëåíî, ìîæåò ïîïûòàòüñÿ
îòïðàâèòü åãî åùå ðàç, èñïîëüçóÿ òå æå êëþ÷è, íî äîïîëíÿÿ ñîîáùå-
íèå x äðóãèì íàáîðîì íóëåé è åäèíèö. Òî åñòü òåïåðü â ñòåïåíü e

áóäåò âîçâîäèòüñÿ ÷èñëî

x2 = 2mx + r2

ñ íåêîòîðûì r2 6= r1, 0 6 r2 < 2m. Ïåðåäàâàòüñÿ, ñîîòâåòñòâåííî,
áóäåò ÷èñëî y2 ≡ xe

2 (mod n).
Îêàçûâàåòñÿ, åñëè e ñëèøêîì ìàëî, òî çëîóìûøëåííèê â áîëüøèí-

ñòâå ñëó÷àåâ, çíàÿ y1 è y2, ìîæåò ïðè ïîìîùè òåîðåìû Êîïïåðñìèòà
(òåîðåìà 8.3) äîñòàòî÷íî áûñòðî âîññòàíîâèòü x, âíå çàâèñèìîñòè îò
òîãî, ÷åìó áûëè ðàâíû r1 è r2.
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×òîáû ýòî äîêàçàòü, ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåíû g1(u, t), g2(u, t) ∈
Z[u, t],

g1(u, t) = ue − y1, g2(u, t) = (u + t)e − y2.

Òàê êàê x2 = x1 + r2 − r1, òî ïàðà ÷èñåë (x1, r2 − r1) ÿâëÿåòñÿ îá-
ùèì êîðíåì ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ ïî ìîäóëþ n. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî
r = r2− r1 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ðåçóëüòàíòà f(t) = Ru(g1, g2)(t) ∈ Z[t] ïî
ìîäóëþ n. Ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà f(t) íå ïðåâîñõîäèò e2. Êðîìå òîãî,
|r| < 2m 6 n1/e2. Ñòàëî áûòü, âçÿâ äîñòàòî÷íî ìàëîå ε, çëîóìûøëåí-
íèê ìîæåò ïðè ïîìîùè òåîðåìû 8.3 íàéòè ÷èñëî r. Ïîñëå ýòîãî åìó
îñòàíåòñÿ íàéòè îáùèé êîðåíü ìíîãî÷ëåíîâ g1(u, r), g2(u, r) ∈ Z[u]
ïî ìîäóëþ n. Äëÿ ýòîãî îí ìîæåò âû÷èñëèòü íàèáîëüøèé îáùèé äå-
ëèòåëü ýòèõ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ïî ìîäóëþ n è, åñëè ýòîò äåëèòåëü
ëèíååí, ïîëó÷èòü ÷èñëî x1, à ïî íåìó � è ÷èñëî x. Ïðè e > 3 ýòîò äå-
ëèòåëü èíîãäà îêàçûâàåòñÿ íå ëèíåéíûì, è â òàêèõ ñëó÷àÿõ äàííûé
ïîäõîä ìîæåò íå äàòü èñêîìîãî ðåçóëüòàòà. Îäíàêî â áîëüøèíñòâå
ñëó÷àåâ íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ g1(u, r) è g2(u, r)
áóäåò ëèíåéíûì è, ñîîòâåòñòâåííî, çëîóìûøëåííèê ñìîæåò âîññòàíî-
âèòü èñõîäíîå ÷èñëî x.

Ïðè e = 3 äàííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò óñïåøíî âçëàìûâàòü ñèñòåìó
RSA, åñëè ê ñîîáùåíèþ ïåðåä âîçâåäåíèåì â ñòåïåíü e äîáàâëÿåòñÿ
íàáîð èç íóëåé è åäèíèö äëèíû ìåíüøåé, ÷åì 1/9 äëèíû ñàìîãî ñî-
îáùåíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî ÷àñòî ðåêîìåíäóåòñÿ èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå e ÷èñëî
F4 = 224

+ 1 = 65537 � íàèáîëüøåå èçâåñòíîå íà äàííûé ìîìåíò
ïðîñòîå Ôåðìà. Ýòî ÷èñëî íå ñëèøêîì ìàëåíüêîå, à âîçâîäèòü â ýòó
ñòåïåíü ìîæíî î÷åíü áûñòðî, òàê êàê ýòî ñòåïåíü äâîéêè ïëþñ îäèí.



Óïðàæíåíèÿ

Êâàäðàòè÷íûå ñðàâíåíèÿ.
1. Ïóñòü p � ïðîñòîå íå÷åòíîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ÷èñåë 1, 2, . . . , p− 1

ðîâíî (p− 1)/2 êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ.
2. Ëåììà Ãàóññà. Ïóñòü p � ïðîñòîå, a ∈ Z, p - a. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñðåäè

íàèìåíüøèõ ïî ìîäóëþ âû÷åòîâ ÷èñåë a · 1, a · 2, . . . , a · p−1
2

ðîâíî µ âû÷åòîâ
îòðèöàòåëüíû, òî

(
a
p

)
= (−1)µ.

3. Âûâåäèòå èç ëåììû Ãàóññà ðàâåíñòâî
(

2
p

)
= (−1)

p2−1
8 .

4. Ïóñòü p è q � íå÷åòíûå ïðîñòûå ÷èñëà. Äîêàæèòå êâàäðàòè÷íûé çàêîí âçà-
èìíîñòè (

p

q

)
= (−1)

(p−1)(q−1)
4

(
q

p

)
.

Äëÿ ýòîãî äîêàæèòå ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ôóíêöèè f(z) = e2πiz − e−2πiz:
à)

p−1
2∏

k=1

f
(kq

p

)
=

(
p

q

) p−1
2∏

k=1

f
(kq

p

)

(
Óêàçàíèå: âîñïîëüçóéòåñü ëåììîé Ãàóññà è íå÷åòíîñòüþ ôóíêöèè f(z)

)
;

á)
f(qz)

f(z)
=

q−1
2∏

k=1

f
(
z +

k

q

)
f
(
z − k

q

)

(
Óêàçàíèå: âîñïîëüçóéòåñü òîæäåñòâîì xq − yq =

q−1∏

k=0

(
e

2πik
q x− e−

2πik
q y

))
;

â)
(

p

q

)
=

p−1
2∏

l=1

q−1
2∏

k=1

f
( l

p
+

k

q

)
f
( l

p
− k

q

)
.
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5. Âûâåäèòå ñâîéñòâà ñèìâîëà ßêîáè èç ñâîéñòâ ñèìâîëà Ëåæàíäðà.
6. Äîêàæèòå, ÷òî ñèìâîë ßêîáè ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðîì Äèðèõëå (îïðåäåëåíèå

õàðàêòåðà Äèðèõëå ñì. â íà÷àëà ïàðàãðàôà 4.1).
7. Ïóñòü N � íå÷åòíîå ÷èñëî, áîëüøåå åäèíèöû è ñâîáîäíîå îò êâàäðàòîâ.

Äîêàæèòå, ÷òî ðîâíî ïîëîâèíà ÷èñåë a ∈ Z, òàêèõ ÷òî 1 6 a 6 N è (a,N) =

1, óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ
( a

N

)
= −1.

8. Ïóñòü N = 2α0pα1
1 . . . pαs

s , a ∈ Z, (a,N) = 1. Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò ñðàâíåíèå
x2 ≡ a (mod N)?

9. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ðåøåíèé ñðàâíåíèÿ x2 − y2 ≡ a (mod p) ðàâíî p − 1
ïðè p - a è 2p− 1 ïðè p | a.

10. Ïîëüçóÿñü çàäà÷åé 9, äîêàæèòå, ÷òî
p−1∑
y=0

(
y2 + a

p

)
=

{
−1 ïðè p - a,

p− 1 ïðè p | a.

11. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî, p > 3. Äîêàæèòå, ÷òî ñðàâíåíèå x2 + x + 1 ≡ 0
(mod p) ðàçðåøèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p ≡ 1 (mod 3).

12. Ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà Øåíêñà ðåøèòå ñðàâíåíèÿ:
à) x2 ≡ 2 (mod 23),
á) x2 ≡ 32 (mod 41),
â) x2 ≡ 108 (mod 179),
ã) x2 ≡ 65 (mod 193),
ä) x2 ≡ 233 (mod 353),
å) x2 ≡ −10 (mod 449).

Ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ íà ìíîæèòåëè.
13. Ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà Áåðëåêåìïà ðàçëîæèòå íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè

ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ Fp[x], ãäå
à) f(x) = x5 + x4 + 1, p = 2;
á) f(x) = x8 + x6 + x4 + x3 + 1, p = 2;
â) f(x) = x4 − x3 − x− 1, p = 3;
ã) f(x) = x5 − x + 1, p = 3;
ä) f(x) = x5 − x2 + 1, p = 3;
å) f(x) = x5 − x3 + 1, p = 3;
æ) f(x) = x4 + 2x3 − 1, p = 5.

14. Èññëåäóéòå, ïðè êàêèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà n, k, p, m àëãîðèòì ôàêòîðèçàöèè
ìíîãî÷ëåíîâ, èñïîëüçóþùèé ñâåäåíèå ê çàäà÷å ïîèñêà êîðíåé, ðàáîòàåò
àñèìïòîòè÷åñêè áûñòðåå àëãîðèòìà Áåðëåêåìïà.
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15. Ïóñòü f(x), h(x) ∈ Fp[x] è h(x)p − h(x) ≡ 0 (mod f(x)). Äîêàæèòå, ÷òî ïðè
c ∈ Fp ìíîãî÷ëåíû f(x) è h(x) − c èìåþò îòëè÷íûé îò åäèíèöû îáùèé
äåëèòåëü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà c ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ðåçóëüòàíòà R(y)
ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è h(x)− y.

16. Ïóñòü a ∈ Fp, a 6= 0, è ïóñòü K � ðàñøèðåíèå ïîëÿ Fp, â êîòîðîì ìíîãî÷ëåí
f(x) = xp − x + a èìååò õîòÿ áû îäèí êîðåíü. Äîêàæèòå, ÷òî íàä ïîëåì K
ìíîãî÷ëåí f(x) ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè.

17. Ïóñòü a ∈ Fp, a 6= 0. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí xp − x + a íåïðèâîäèì íàä
Fp.

18. Ïóñòü F � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p è ïóñòü a ∈ F . Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî-
÷ëåí xp − a ëèáî íåïðèâîäèì íàä F , ëèáî ÿâëÿåòñÿ p-é ñòåïåíüþ ëèíåéíîãî
ìíîãî÷ëåíà èç F [x].

19. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ïîëÿ F è ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñó-
ùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n, íåïðèâîäèìûé íàä F .

20. Äîêàæèòå, ÷òî íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì ìíîãî÷ëåí xn − 1 äåëèò ìíîãî÷ëåí
xm − 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n äåëèò m.

21. Íàéäèòå âñå òàêèå a ∈ F11, ÷òî ìíîãî÷ëåí x5 − a íåïðèâîäèì íàä F11.
22. Ïóñòü f(x), h(x) ∈ Fp[x]. Íàéäèòå ìíîãî÷ëåí g(x) ∈ Fp[x], óäîâëåòâîðÿþùèé

ñðàâíåíèþ h(x)g(x) ≡ 1 (mod f(x)), åñëè
à) f(x) = x5 + x4 + x3 − x + 1, h(x) = x4 − x2 + x, p = 3;
á) f(x) = x5 − x4 + x3 − x− 1, h(x) = x4 − x2 + x, p = 3;
â) f(x) = 3x5 − 2x4 + x3 + 4, h(x) = x4 − 2x3 + 3x2 − 4x, p = 5;
ã) f(x) = x5 − 2x4 − 2x3 − 1, h(x) = x4 − x3 + 2x2 + 2x, p = 5.

23. Åùå îäíà ëåììà Ãàóññà. Ìíîãî÷ëåí èç Z[x] íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíûì,
åñëè íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü åãî êîýôôèöèåíòîâ ðàâåí 1. Äîêàæèòå,
÷òî ïðîèçâåäåíèå ïðèìèòèâíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì ìíîãî-
÷ëåíîì.

24. Äîêàæèòå ïðè ïîìîùè ëåììû Ãàóññà, ÷òî åñëè ìíîãî÷ëåí f(x) ñ öåëûìè
êîýôôèöèåíòàìè íåïðèâîäèì êàê ýëåìåíò Z[x], òî îí íåïðèâîäèì è êàê ýëå-
ìåíò Q[x].

25. Êðèòåðèé Ýéçåíøòåéíà. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f(x) = xn +an−1x
n−1 + . . .+

a1x + a0 ∈ Z[x] è âñå ai äåëÿòñÿ íà íåêîòîðîå ïðîñòîå ÷èñëî p, íî ïðè ýòîì
p2 - a0, òî ìíîãî÷ëåí f(x) íåïðèâîäèì íàä Z.

26. Äîêàæèòå íåïðèâîäèìîñòü íàä Q ñëåäóþùèõ ìíîãî÷ëåíîâ:
à) x5 − x + 1,
á) x5 − 5x4 − 6x− 1,
â) x5 − x2 + 1,
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ã) x4 + x3 + 1,
ä) x4 + 2x2 + x + 3.

Êðóãîâûå ïîëÿ, ìíîãî÷ëåíû äåëåíèÿ êðóãà.
27. Èñïîëüçóÿ êðèòåðèé Ýéçåíøòåéíà, äîêàæèòå, ÷òî Φp(x) ïðè ïðîñòîì p

íåïðèâîäèì íàä Q.
28. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n > 3 ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà Φn(x) ÷åòíà.
29. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íå÷åòíûõ n > 3 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Φ2n(x) = Φn(−x).
30. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî p ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Φpr+1(x) = Φp(x
pr

).

31. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî p, p - n, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Φpn(x) =
Φn(xp)

Φn(x)
.

32. Äîêàæèòå ðàâåíñòâî
Φn(x) =

∏

d|n
(xn/d − 1)µ(d),

ãäå µ(d) � ôóíêöèÿ Ìåáèóñà.
33. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè n = pr1

1 . . . prs
s � ðàçëîæåíèå ÷èñëà n íà ïðîñòûå ìíîæè-

òåëè, òî
Φn(x) = Φp1...ps

(
xp

r1−1
1 ...prs−1

s
)
.

34. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè q ∈ Z, q > 1, òî äåëèìîñòü Φn(q) | (q − 1) ìîæåò èìåòü
ìåñòî òîëüêî â ñëó÷àå n = 1.

35. Ðàçëîæèòå ìíîãî÷ëåí Φ15(x) = x8−x7+x5−x4+x3−x+1, ðàññìàòðèâàåìûé
êàê ìíîãî÷ëåí íàä Z/2Z, íà íåïðèâîäèìûå (íàä Z/2Z) ìíîæèòåëè.

36. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n > 3 ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë íå÷åòíîé ñòåïåíè íå
ìîæåò ñîäåðæàòü ïðèìèòèâíûé êîðåíü n-é ñòåïåíè èç åäèíèöû.

37. Îïèøèòå âñå ïîäïîëÿ ïîëÿ Q(ζn).
38. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè p � ïðîñòîå ÷èñëî, p ≡ 3 (mod 4), òî Q(

√
p) ñîäåðæèòñÿ

â êðóãîâîì ïîëå Q(ζ4p).
39. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå êâàäðàòè÷íîå ïîëå ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì êðóãîâîì

ïîëå.
40. Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ïðîñòûõ ÷èñåë, êîòîðûå îñòàâàëèñü áû ïðî-

ñòûìè â êðóãîâîì ïîëå Q(ζn).
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Ñóììû Ãàóññà.
41. Èíîãäà ïðè ôèêñèðîâàííîì ïðîñòîì q âìåñòî ñóìì τ(χ) ðàññìàòðèâàþò ñóì-

ìû áîëåå îáùåãî âèäà

τa(χ) =

q−1∑
x=1

χ(x)ζax
q , a ∈ Z,

êîòîðûå òàêæå íàçûâàþò ñóììàìè Ãàóññà. Ïðè χ(x) =

(
x

q

)
ñóììó τa(χ)

íàçûâàþò êâàäðàòè÷íîé ñóììîé Ãàóññà è îáîçíà÷àþò τa.
Äîêàæèòå, ÷òî τa =

(
a

q

)
τ1.

42. Ïóñòü p � íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êâàäðàòè÷íûõ ñóìì
Ãàóññà ïîëÿ Fq â êîëüöå öåëûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå
τ p
1 ≡ τp (mod p).

43. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êâàäðàòè÷íûõ ñóìì Ãàóññà ïîëÿ Fq âåðíî ðàâåíñòâî
τ 2
1 = (−1)(q−1)/2q. (Óêàçàíèå: âû÷èñëèòå ñóììó

∑q−1
a=0 τaτ−a äâóìÿ ñïîñîáà-

ìè: íåïîñðåäñòâåííî è ïðè ïîìîùè çàäà÷è 41)
44. Âûâåäèòå èç çàäà÷ 41, 42, 43 êâàäðàòè÷íûé çàêîí âçàèìíîñòè.
45. Äîêàæèòå ðàâåíñòâî |τ(χ)| = q1/2 äëÿ ñóìì Ãàóññà ïîëÿ Fq. (Óêàçàíèå: âû-

÷èñëèòå ñóììó
∑q−1

a=0 τa(χ)τ−a(χ
−1) äâóìÿ ñïîñîáàìè)

46. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ñóìì ßêîáè ïîëÿ Fq ïðè χ1 6= χ−1
2 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

|J(χ1, χ2)| = q1/2.
47. Ïóñòü χ � íåãëàâíûé õàðàêòåð ïî ìîäóëþ q ïîðÿäêà d. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ

ñóìì Ãàóññà è ñóìì ßêîáè ïîëÿ Fq ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

τ(χ)d = χ(−1)q
d−2∏
j=1

J(χ, χj).

Êâàäðàòè÷íûå ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ Q.
48. Ïóñòü a, b, c ∈ Z. Äîêàæèòå, ÷òî ñðàâíåíèå a ≡ b (mod c) â êîëüöå Z ðàâíî-

ñèëüíî ñðàâíåíèþ a ≡ b (mod c) â êîëüöå öåëûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë.
49. Ïóñòü d � öåëîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò êâàäðàòà, è ïóñòü a, b ∈ Z, (a, b) = 1. Äî-

êàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå ÷èñëî t, ÷òî â êîëüöå Z[
√

d] âûïîëíÿåòñÿ
ñðàâíåíèå t ≡

√
d (mod a + b

√
d).
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50. Ïóñòü d � öåëîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò êâàäðàòà, è ïóñòü a, b, x, y, t ∈ Z, (a, b) =
1, t ≡

√
d (mod a+b

√
d). Äîêàæèòå, ÷òî a+b

√
d äåëèòñÿ íà x+y

√
d â êîëüöå

Z[
√

d] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x + yt ≡ 0 (mod a2 − b2d).
51. Íàéäèòå âñå öåëûå x è y, äëÿ êîòîðûõ

à) x + y
√

2 ≡ 0 (mod 3 +
√

2) â Z[
√

2]
á) x + iy ≡ 0 (mod 3 + 4i) â Z[i].

52. Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöî Z[i] åâêëèäîâî.
53. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîã êèòàéñêîé òåîðåìû îá îñòàòêàõ äëÿ

êîëüöà Z[i].
54. Ðåøèòå â Z[i] ñèñòåìó ñðàâíåíèé

{
(3 + 2i)x ≡ 7 + 2i (mod 2− i)

(2− i)x ≡ 5 + 3i (mod 3 + 2i)

55. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëÿ Q(
√

2) è Q(
√

3) ðàçëè÷íû. Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî ñòå-
ïåíü ÷èñëà

√
2 +

√
3 ðàâíà 4.

56. Ïóñòü α, α1, . . . , αm ∈ Q. Äîêàæèòå ïðè ïîìîùè èíäóêöèè ïî m, ÷òî åñëè√
α ∈ Q(

√
α1, . . . ,

√
αm), òî ñóùåñòâóþò òàêèå γ ∈ Q è k1, . . . , km ∈ {0, 1},

÷òî α = γ2α
k1
1 . . . αkm

m .
57. Äîêàæèòå ïðè ïîìîùè çàäà÷è 56, ÷òî äëÿ ëþáûõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ïðî-

ñòûõ p1, . . . , pm ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî [Q(
√

p1, . . . ,
√

pm) : Q] = 2m.
58. Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöî öåëûõ ÷èñåë ïîëÿ Q(

√
d) ñîâïàäàåò ñ êîëüöîì Z+ωZ,

ãäå

ω =

{√
d åñëè d ≡ 2, 3 (mod 4),

1+
√

d
2

åñëè d ≡ 1 (mod 4).

59. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïîëÿ K = Q(
√

d) ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíò-
íû:
à) êîëüöî öåëûõ ÷èñåë ZK ïîëÿ K ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ãëàâíûõ èäåàëîâ;
á) â êîëüöå ZK èìååò ìåñòî åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå ñîìíî-
æèòåëè.

60. Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöî Z[
√−3] íå ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ãëàâíûõ èäåàëîâ, â òî

âðåìÿ êàê êîëüöî öåëûõ ÷èñåë ïîëÿ Q[
√−3] � ÿâëÿåòñÿ.

61. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè d = −5,−6,−10,−13,−14,−23 â êîëüöå öåëûõ ÷èñåë
ïîëÿ Q[

√
d] íåò åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè.

62. Ðàçëîæèòå ÷èñëà 2, 3, 5, 7 â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ èäåàëîâ â ïîëÿõ Q(
√

d)
ïðè d = −1, 2,−3, 5,−7.
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63. Ðàçëîæèòå ÷èñëà 2, 3 â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ èäåàëîâ â ïîëå Q(
√−19). Ïðî-

âåðüòå, ÷òî âñå ïîëó÷èâøèåñÿ ïðè ýòîì èäåàëû áóäóò ãëàâíûìè.
64. Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöî öåëûõ ÷èñåë ïîëÿ Q(

√−19) ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ãëàâ-
íûõ èäåàëîâ.

65. Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöî öåëûõ ÷èñåë ZK ïîëÿ K = Q(
√−19) íå ÿâëÿåòñÿ

åâêëèäîâûì.(
Óêàçàíèå: â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî äëÿ ZK ñóùåñòâóåò åâêëèäîâà íîðìà λ(·),
ðàññìîòðèòå ÷èñëî α ∈ ZK , îòëè÷íîå îò ±1, ñ ìèíèìàëüíîé íîðìîé λ(α) è
äîêàæèòå, ÷òî â êîëüöå ZK/αZK óðàâíåíèå x2 − x + 5 = 0 íå ðàçðåøèìî

)

p-àäè÷åñêèå ÷èñëà.
66. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé òðåóãîëüíèê â Qp ÿâëÿåòñÿ ðàâíîáåäðåííûì (òî åñòü

äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ Qp õîòÿ áû äâå èç âåëè÷èí |a − b|p, |b − c|p, |a − c|p
ñîâïàäàþò)

67. Äëÿ âñåõ a ∈ Qp è r ∈ R>0 ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ øàðîâ è ñôåð
â Qp:

B(a, r) =
{
x ∈ Qp

∣∣ |x− a|p < r
}
,

B(a, r) =
{
x ∈ Qp

∣∣ |x− a|p 6 r
}
,

S(a, r) =
{
x ∈ Qp

∣∣ |x− a|p = r
}
.

Äîêàæèòå ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
à) Zp = B(0, 1) = B(0, p), Z∗p = S(0, 1) =

⋃p−1
k=1(k + pZp);

á) åñëè r > 0 è r íå ÿâëÿåòñÿ öåëîé ñòåïåíüþ ÷èñëà p, òî S(a, r) = ∅ è
B(a, r) = B(a, r) äëÿ ëþáîãî a ∈ Qp.

â) äëÿ ëþáûõ a ∈ Qp è r > 0 ìíîæåñòâà B(a, r), B(a, r), S(a, r) îòêðûòû è
çàìêíóòû â Qp;

ã) åñëè B � ïðîèçâîëüíûé øàð â Qp, òî ëþáàÿ òî÷êà a ∈ B ÿâëÿåòñÿ åãî
öåíòðîì;

ä) åñëè B � ïðîèçâîëüíûé øàð â Qp ïîëîæèòåëüíîãî ðàäèóñà, òî ó B íåò
ãðàíèöû (òî åñòü íåò òî÷åê, â ëþáîé îòêðûòîé îêðåñòíîñòè êîòîðûõ åñòü
òî÷êè êàê ïðèíàäëåæàùèå B, òàê è íå ïðèíàäëåæàùèå);

å) åñëè B1 è B2 � ïðîèçâîëüíûå øàðû â Qp, òî ëèáî B1 ∩ B2 = ∅, ëèáî
îäèí èç ýòèõ øàðîâ ñîäåðæèòñÿ â äðóãîì;

æ) â Qp ñ÷åòíîå ÷èñëî øàðîâ.
68. Íàéäèòå êàíîíè÷åñêèå p-àäè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ÷èñåë

à) −3, 1/2, 3/10, −5/6, 2/9 ïðè p = 5,
á) −2, 1/3, −3/7, 7/6, 3/5 ïðè p = 7.
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69. Äîêàæèòå, ÷òî êàíîíè÷åñêîå p-àäè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ÷èñëà a ∈ Qp ïåðèî-
äè÷íî, íà÷èíàÿ ñ êàêîãî-òî ìåñòà, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a ÿâëÿåòñÿ
ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì (òî åñòü â ñîîòâåòñòâóþùåì êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Êîøè åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, â êîòîðîé âñå ÷ëåíû
ðàâíû).

70. Äîêàæèòå, ÷òî êàíîíè÷åñêîå p-àäè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ÷èñëà a ∈ Qp êîíå÷-
íî (òî åñòü âñå öèôðû, íà÷èíàÿ ñ êàêîãî-òî ìîìåíòà, ðàâíû íóëþ) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà a ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì,
çíàìåíàòåëü êîòîðîãî ðàâåí ñòåïåíè ÷èñëà p.

71. Íàéäèòå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, èìåþùåå ñëåäóþùåå êàíîíè÷åñêîå p-àäè÷åñ-
êîå ðàçëîæåíèå:
à) (1, 1) ïðè p = 2,
á) (3, 0, 1, 2, 4, 3, 2) ïðè p = 5,
â) (2, 4, 5, 2, 1) ïðè p = 7.

72. Íàéäèòå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, èìåþùåå ñëåäóþùåå íåêàíîíè÷åñêîå p-àäè-
÷åñêîå ðàçëîæåíèå:
à)

∑∞
k=0−2k ïðè p = 2,

á)
∑∞

k=0(−3)k ïðè p = 3.
73. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè p 6= 2, òî ÷èñëî a = (a0, a1, a2, . . .) ∈ Z∗p ÿâëÿåòñÿ êâàä-

ðàòîì â Zp òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a0 ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì
ïî ìîäóëþ p.

74. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ðÿäà â Qp, êîòîðûé ñõîäèòñÿ, íî íå ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.
75. Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä

Ep(x) =
∞∑

n=0

xn

n!

ñõîäèòñÿ â øàðå B(0, p−1/(p−1)).
76. Ïóñòü B = B(0, p−1/(p−1)). Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèÿ

Ep : B → 1 + B è Lp : 1 + B → B

âçàèìíî îáðàòíû è çàäàþò èçîìîðôèçì àääèòèâíîé ãðóïïû B è ìóëüòèïëè-
êàòèâíîé ãðóïïû 1 + B.

77. Äîêàæèòå, ÷òî èçîìîðôèçì èç çàäà÷è 76 ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé.
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