
Ãëàâà II. Òåîðåìà Äèðèõëå î ïðîñòûõ ÷èñëàõ â

àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè.

Ëåêöèÿ 7.

Õàðàêòåðû è L � ôóíêöèè Äèðèõëå.
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Îñíîâíîé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 6 (Äèðèõëå, 1837ã.)

Ëþáàÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ, ðàçíîñòü êîòîðîé è ïåðâûé

÷ëåí ñóòü âçàèìíî ïðîñòûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ñîäåðæèò

áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ïðîñòûõ ÷èñåë.

Ïðîãðåññèè, î êîòîðûõ èä¼ò ðå÷ü â ñôîðìóëèðîâàííîé òåîðåìå,

èìåþò âèä mn + `, ãäå n = 0, 1, 2, . . ., à m è ` � íàòóðàëüíûå

÷èñëà, (m, `) = 1. Ïðè m = 1 èëè m = 2 óòâåðæäåíèå òåîðåìû

òðèâèàëüíî. Ïîýòîìó äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî m > 2.
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�2. Õàðàêòåðû Äèðèõëå

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî m ≥ 3.
Êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ χ(n), îïðåäåë¼ííàÿ íà ìíîæåñòâå

âñåõ öåëûõ ÷èñåë, íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðîì Äèðèõëå èëè

÷èñëîâûì õàðàêòåðîì ïî ìîäóëþ m, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèÿì:

à) χ(n) 6= 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (n,m) = 1;

á) χ(n) ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì m;
â) äëÿ ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë u, v âûïîëíÿåòñÿ

χ(uv) = χ(u) · χ(v) (ñâîéñòâî âïîëíå ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè).
Õàðàêòåð

χ0(n) =

{
1, (n,m)=1,

0, (n,m) > 1

íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì õàðàêòåðîì.
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Õàðàêòåðû Äèðèõëå

Ñâîéñòâà õàðàêòåðîâ.

1. χ(1) = 1.
Äåéñòâèòåëüíî, χ(1) = χ(1 · 1) = χ(1) · χ(1) 6= 0.

2. Äëÿ ÷èñåë n, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ ìîäóëåì m, çíà÷åíèå χ(n)
åñòü êîðåíü èç åäèíèöû ñòåïåíè ϕ(m).
Ñîãëàñíî òåîðåìå Ýéëåðà èìååì nϕ(m) ≡ 1 (mod m). Ïîýòîìó

1 = χ(1) = χ(nϕ(m)) = χ(n)ϕ(m).

3. Äëÿ âñåõ n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|χ(n)| ≤ 1.

Äåéñòâèòåëüíî, âñå íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ õàðàêòåðà ÿâëÿþòñÿ

êîðíÿìè èç 1.
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Õàðàêòåðû Äèðèõëå

Òåîðåìà 7

Äëÿ êàæäîãî m ≥ 2 ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè ϕ(m) õàðàêòåðîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî öåëîãî ÷èñëà c , âçàèìíî
ïðîñòîãî ñ m, áóäåì íàçûâàòü ïîêàçàòåëåì c íàèìåíüøåå

íàòóðàëüíîå ÷èñëî d , äëÿ êîòîðîãî

cd ≡ 1 (mod m).

Ãðóïïà Z∗m îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ êîëüöà Zm êîíå÷íà è àáåëåâà,

à ïîòîìó ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå öèêëè÷åñêèõ

ïîäãðóïï:

Z∗m = H1×. . .×Hr , Hj = (cj), |Hj | = dj , d1 · · · dr = ϕ(m).

Èíà÷å ãîâîðÿ, åñëè n ∈ Z∗m, òî n = ck11 × . . .× ckrr . Íà ÿçûêå
ñðàâíåíèé ýòî ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê: åñëè (n,m) = 1, òî

n ≡ ck11 · · · ckrr (mod m), 0 ≤ kj < dj , è c
dj
j ≡ 1 (mod m).
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Ïóñòü ξk êàêîé-íèáóäü êîðåíü èç 1 ñòåïåíè dk , k = 1, . . . , r .
Îáîçíà÷èì ξ = (ξ1, . . . , ξr ). Ïîñòðîèì ôóíêöèþ

χξ(n) =

{
0, åñëè (n,m)>1;

ξk11 · · · ξkrr , åñëè n ≡ ck11 · · · ckrr (mod m).

Îíà � õàðàêòåð, âñå óñëîâèÿ â îïðåäåëåíèè ïðîâåðÿþòñÿ

íåïîñðåäñòâåííî. Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ðàçíûì íàáîðàì êîðíåé

ξ è ν ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå õàðàêòåðû. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè

ξi 6= νi , òî χξ(ci ) = ξi 6= νi = χν(ci ). Çíà÷èò, êîëè÷åñòâî
ïîñòðîåííûõ õàðàêòåðîâ ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì íàáîðîâ ξ, à
èõ èìååòñÿ d1 · · · dr = ϕ(m).
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Õàðàêòåðû Äèðèõëå

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî äðóãèõ õàðàêòåðîâ íåò. Ïóñòü χ
ïðîèçâîëüíûé õàðàêòåð ïî ìîäóëþ m. Ïîêàæåì, ÷òî îí
îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè íà îáðàçóþùèõ ãðóïïû. Ïóñòü

τi = χ(ci ). Ïîñêîëüêó c
dj
j ≡ 1 (mod m), òî

1 = χ(1) = χ(c
dj
j ) = χ(cj)

dj . Òàêèì îáðàçîì τ = (τ1, . . . , τr ) ýòî
íàáîð êîðíåé èç åäèíèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòåïåíåé. Ïîýòîìó,

åñëè (n,m) = 1, òî n ≡ ck11 · · · ckrr (mod m) ñ íåêîòîðûì
íàáîðîì öåëûõ ÷èñåë k1, k2, . . . , kr , 0 ≤ ki < di è

χ(n) = χ(ck11 · · · c
kr
r ) = τk11 · · · τ

kr
r .

Çíà÷èò, χ óæå ñîäåðæèòñÿ â ïîñòðîåííîì ìíîæåñòâå

õàðàêòåðîâ è òåîðåìà 7 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

Ãëàâà II. Òåîðåìà Äèðèõëå î ïðîñòûõ ÷èñëàõ â àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè.



Õàðàêòåðû Äèðèõëå

Ëåììà 1
Âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

m∑
n=1

χ(n) =

{
ϕ(m), χ = χ0;

0, χ 6= χ0.
(1)

∑
χ

χ(n) =

{
ϕ(m), n ≡ 1 (mod m);

0, n 6≡ 1 (mod m).
(2)

Ãëàâà II. Òåîðåìà Äèðèõëå î ïðîñòûõ ÷èñëàõ â àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè.



Äîêàæåì ïåðâîå ðàâåíñòâî

m∑
n=1

χ(n) =

{
ϕ(m), χ = χ0;

0, χ 6= χ0.

Åñëè χ = χ0, óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.

Äàëåå χ 6= χ0. Ýòî

çíà÷èò, ÷òî õàðàêòåðó χ ñîîòâåòñòâóåò íàáîð êîðíåé (ξ1, . . . , ξr ),
â êîòîðîì åñòü ξj 6= 1. Åñëè (n,m) 6= 1, òî χ(n) = 0, òàê ÷òî

m∑
n=1

χ(n) =
m∑

n=1,(n,m)=1

χ(n) =
∑

0≤ki<di

ξk11 · · · ξ
kr
r =

r∏
`=1

d`−1∑
k`=0

ξk``

 ,

ïðè ` = j èìååì

dj−1∑
k=0

ξkj =
ξ
dj
j − 1

ξj − 1
= 0.

Ïåðâîå ðàâåíñòâî äîêàçàíî.

Ãëàâà II. Òåîðåìà Äèðèõëå î ïðîñòûõ ÷èñëàõ â àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè.



Äîêàæåì ïåðâîå ðàâåíñòâî

m∑
n=1

χ(n) =

{
ϕ(m), χ = χ0;

0, χ 6= χ0.

Åñëè χ = χ0, óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Äàëåå χ 6= χ0. Ýòî

çíà÷èò, ÷òî õàðàêòåðó χ ñîîòâåòñòâóåò íàáîð êîðíåé (ξ1, . . . , ξr ),
â êîòîðîì åñòü ξj 6= 1. Åñëè (n,m) 6= 1, òî χ(n) = 0, òàê ÷òî

m∑
n=1

χ(n) =
m∑

n=1,(n,m)=1

χ(n) =
∑

0≤ki<di

ξk11 · · · ξ
kr
r =

r∏
`=1

d`−1∑
k`=0

ξk``

 ,

ïðè ` = j èìååì

dj−1∑
k=0

ξkj =
ξ
dj
j − 1

ξj − 1
= 0.

Ïåðâîå ðàâåíñòâî äîêàçàíî.

Ãëàâà II. Òåîðåìà Äèðèõëå î ïðîñòûõ ÷èñëàõ â àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè.



Åñëè n ≡ 1 (mod m), òî äëÿ ëþáîãî õàðàêòåðà èìååì

χ(n) = χ(1) = 1 è âòîðîå óòâåðæäåíèå∑
χ

χ(n) =

{
ϕ(m), n ≡ 1 (mod m);

0, n 6≡ 1 (mod m).

âûïîëíÿåòñÿ.

Åñëè (n,m) 6= 1, òî äëÿ ëþáîãî õàðàêòåðà χ
èìååì ðàâåíñòâî χ(n) = 0. Â ýòîì ñëó÷àå âñå ñëàãàåìûå ñóììû

ðàâíû íóëþ è âòîðîå ðàâåíñòâî òàêæå âûïîëíÿåòñÿ. Äàëåå

ñ÷èòàåì (n,m) = 1. Òîãäà n ≡ ck11 · · · ckrr (mod m), ãäå
ñóùåñòâóåò ïîêàçàòåëü ñòåïåíè kj , 0 < kj < dj . Èìååì∑

χ

χ(n) =
∑

(ξ1,...,ξr )

ξk11 · · · ξ
kr
r =

r∏
`=1

 ∑
ξ:ξd`=1

ξk`

 .

Ïðè ` = j è η = e
2πi

kj
dj 6= 1 íàõîäèì∑

ξ:ξ
dj=1

ξkj =

dj−1∑
r=0

e
2πi

kj r

dj =

dj−1∑
r=0

ηr =
ηdj − 1

η − 1
= 0.

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî âòîðîãî ðàâåíñòâà è ëåììû 1.

Ãëàâà II. Òåîðåìà Äèðèõëå î ïðîñòûõ ÷èñëàõ â àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè.



Åñëè n ≡ 1 (mod m), òî äëÿ ëþáîãî õàðàêòåðà èìååì

χ(n) = χ(1) = 1 è âòîðîå óòâåðæäåíèå∑
χ

χ(n) =

{
ϕ(m), n ≡ 1 (mod m);

0, n 6≡ 1 (mod m).

âûïîëíÿåòñÿ. Åñëè (n,m) 6= 1, òî äëÿ ëþáîãî õàðàêòåðà χ
èìååì ðàâåíñòâî χ(n) = 0. Â ýòîì ñëó÷àå âñå ñëàãàåìûå ñóììû

ðàâíû íóëþ è âòîðîå ðàâåíñòâî òàêæå âûïîëíÿåòñÿ. Äàëåå

ñ÷èòàåì (n,m) = 1. Òîãäà n ≡ ck11 · · · ckrr (mod m), ãäå
ñóùåñòâóåò ïîêàçàòåëü ñòåïåíè kj , 0 < kj < dj .

Èìååì

∑
χ

χ(n) =
∑

(ξ1,...,ξr )

ξk11 · · · ξ
kr
r =

r∏
`=1

 ∑
ξ:ξd`=1

ξk`

 .

Ïðè ` = j è η = e
2πi

kj
dj 6= 1 íàõîäèì∑

ξ:ξ
dj=1

ξkj =

dj−1∑
r=0

e
2πi

kj r

dj =

dj−1∑
r=0

ηr =
ηdj − 1

η − 1
= 0.

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî âòîðîãî ðàâåíñòâà è ëåììû 1.

Ãëàâà II. Òåîðåìà Äèðèõëå î ïðîñòûõ ÷èñëàõ â àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè.



Åñëè n ≡ 1 (mod m), òî äëÿ ëþáîãî õàðàêòåðà èìååì

χ(n) = χ(1) = 1 è âòîðîå óòâåðæäåíèå∑
χ

χ(n) =

{
ϕ(m), n ≡ 1 (mod m);

0, n 6≡ 1 (mod m).

âûïîëíÿåòñÿ. Åñëè (n,m) 6= 1, òî äëÿ ëþáîãî õàðàêòåðà χ
èìååì ðàâåíñòâî χ(n) = 0. Â ýòîì ñëó÷àå âñå ñëàãàåìûå ñóììû

ðàâíû íóëþ è âòîðîå ðàâåíñòâî òàêæå âûïîëíÿåòñÿ. Äàëåå

ñ÷èòàåì (n,m) = 1. Òîãäà n ≡ ck11 · · · ckrr (mod m), ãäå
ñóùåñòâóåò ïîêàçàòåëü ñòåïåíè kj , 0 < kj < dj . Èìååì∑

χ

χ(n) =
∑

(ξ1,...,ξr )

ξk11 · · · ξ
kr
r =

r∏
`=1

 ∑
ξ:ξd`=1

ξk`

 .

Ïðè ` = j è η = e
2πi

kj
dj 6= 1 íàõîäèì∑

ξ:ξ
dj=1

ξkj =

dj−1∑
r=0

e
2πi

kj r

dj =

dj−1∑
r=0

ηr =
ηdj − 1

η − 1
= 0.

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî âòîðîãî ðàâåíñòâà è ëåììû 1.
Ãëàâà II. Òåîðåìà Äèðèõëå î ïðîñòûõ ÷èñëàõ â àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè.



Ëåììà 2
Ïóñòü χ(n) - íåãëàâíûé õàðàêòåð ïî ìîäóëþ m è

S(x) =
∑

1≤n≤x χ(n). Òîãäà ïðè ëþáîì äåéñòâèòåëüíîì x ≥ 1
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |S(x)| < m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ χ(n) ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì m è

ñîãëàñíî ëåììå 1 óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó
∑m

n=1 χ(n) = 0.
Îïðåäåëèì öåëûå ÷èñëà q, r óñëîâèÿìè [x ] = mq+ r , 0 ≤ r < m.
Â ñîãëàñèè ñî ñêàçàííûì âûøå èìååì ðàâåíñòâà

S(x) = S([x ]) = q
m∑

n=1

χ(n) +

mq+r∑
n=mq+1

χ(n) =
r∑

n=1

χ(n).

Êàæäîå çíà÷åíèå õàðàêòåðà ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íå

ïðåâîñõîäèò 1. Ïîýòîìó |S(x)| ≤ r < m. Ëåììà 2 äîêàçàíà.

Ãëàâà II. Òåîðåìà Äèðèõëå î ïðîñòûõ ÷èñëàõ â àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè.



�3. L-ôóíêöèè Äèðèõëå.

Ïóñòü m ≥ 2. Äëÿ êàæäîãî õàðàêòåðà Äèðèõëå χ(n) ïî ìîäóëþ
m îïðåäåëèì L-ôóíêöèþ

L(s, χ) =
∞∑
n=1

χ(n)

ns
. (3)

Ëåììà 3
1. Åñëè χ 6= χ0, òî ðÿä (3) ñõîäèòñÿ â îáëàñòè <s > 0.
Îïðåäåëÿåìàÿ èì ôóíêöèÿ àíàëèòè÷íà â ýòîé îáëàñòè.

2. Ðÿä, îïðåäåëÿþùèé L(s, χ0) ñõîäèòñÿ â îáëàñòè <s > 1.
Ôóíêöèÿ L(s, χ0) àíàëèòè÷íà â ýòîé îáëàñòè.

Ïóñòü δ > 0 è χ ïðîèçâîëüíûé õàðàêòåð ïî ìîäóëþ m. Â
îáëàñòè <s ≥ 1 + δ ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà∣∣∣∣χ(n)ns

∣∣∣∣ ≤ 1

nσ
≤ 1

n1+δ
.

Ãëàâà II. Òåîðåìà Äèðèõëå î ïðîñòûõ ÷èñëàõ â àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè.



L(s, χ) =
∞∑
n=1

χ(n)

ns
.

∣∣∣∣χ(n)ns

∣∣∣∣ ≤ 1

nσ
≤ 1

n1+δ
.

Ðÿä ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ â îáëàñòè σ = <s > 1 + δ è
îïðåäåëÿåò òàì àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ. Â ñèëó

ïðîèçâîëüíîñòè δ > 0 ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ôóíêöèÿ L(s, χ)
àíàëèòè÷íà â îáëàñòè <s > 1. Ýòî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèÿ
ëåììû äëÿ L(s, χ0).

Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî χ 6= χ0. Ñ ïîìîùüþ

ôîðìóëû ñóììèðîâàíèÿ Àáåëÿ íàõîäèì

N∑
n=1

χ(n)

ns
=

S(N)

Ns
+ s

∫ N

1
S(x)x−s−1dx . (4)

Â îáëàñòè σ = <s > 0 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà
∣∣∣S(N)

Ns

∣∣∣ < m
Nσ è∣∣∣S(x)xs+1

∣∣∣ ≤ m
xσ+1 . Èç ýòèõ îöåíîê ñëåäóåò, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (4)

èìååò ïðåäåë ïðè N → +∞, à òàêæå, ÷òî äëÿ êàæäîãî

íåãëàâíîãî õàðàêòåðà χ ðÿä, îïðåäåëÿþùèé L-ôóíêöèþ
Äèðèõëå, ñõîäèòñÿ â îáëàñòè <s > 0.

Ãëàâà II. Òåîðåìà Äèðèõëå î ïðîñòûõ ÷èñëàõ â àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè.



L(s, χ) =
∞∑
n=1

χ(n)

ns
.

∣∣∣∣χ(n)ns

∣∣∣∣ ≤ 1

nσ
≤ 1

n1+δ
.

Ðÿä ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ â îáëàñòè σ = <s > 1 + δ è
îïðåäåëÿåò òàì àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ. Â ñèëó

ïðîèçâîëüíîñòè δ > 0 ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ôóíêöèÿ L(s, χ)
àíàëèòè÷íà â îáëàñòè <s > 1. Ýòî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèÿ
ëåììû äëÿ L(s, χ0). Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî χ 6= χ0. Ñ ïîìîùüþ

ôîðìóëû ñóììèðîâàíèÿ Àáåëÿ íàõîäèì

N∑
n=1

χ(n)

ns
=

S(N)

Ns
+ s

∫ N

1
S(x)x−s−1dx . (4)

Â îáëàñòè σ = <s > 0 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà
∣∣∣S(N)

Ns

∣∣∣ < m
Nσ è∣∣∣S(x)xs+1

∣∣∣ ≤ m
xσ+1 . Èç ýòèõ îöåíîê ñëåäóåò, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (4)

èìååò ïðåäåë ïðè N → +∞, à òàêæå, ÷òî äëÿ êàæäîãî

íåãëàâíîãî õàðàêòåðà χ ðÿä, îïðåäåëÿþùèé L-ôóíêöèþ
Äèðèõëå, ñõîäèòñÿ â îáëàñòè <s > 0.Ãëàâà II. Òåîðåìà Äèðèõëå î ïðîñòûõ ÷èñëàõ â àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè.



Ïåðåõîäÿ â ðàâåíñòâå

N∑
n=1

χ(n)

ns
=

S(N)

Ns
+ s

∫ N

1
S(x)x−s−1dx .

ê ïðåäåëó ïðè N → +∞, íàõîäèì

L(s, χ) = s

∫ ∞
1

S(x)x−s−1dx = s
∞∑
n=1

∫ n+1

n
S(x)x−s−1dx .

Äëÿ ôóíêöèé fn(s) =
∫ n+1
n S(x)x−s−1dx èìååì

fn(s) = S(n)

∫ n+1

n
x−s−1dx =

S(n)

s

(
1

ns
− 1

(n + 1)s

)
.

Èòàê, ôóíêöèè fn(s) àíàëèòè÷íû â îáëàñòè σ > 0, à â îáëàñòè
σ > δ > 0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |fn(s)| ≤ m

nσ+1 ≤ m
n1+δ

.

Îòñþäà ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà
∑∞

n=1 fn(s) â
îáëàñòè σ > δ è àíàëèòè÷íîñòü â ýòîé æå îáëàñòè åãî ñóììû è

ôóíêöèè L(s, χ). Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè δ > 0 çàêëþ÷àåì, ÷òî

ôóíêöèÿ Äèðèõëå L(s, χ) àíàëèòè÷íà â îáëàñòè <s > 0.
Ãëàâà II. Òåîðåìà Äèðèõëå î ïðîñòûõ ÷èñëàõ â àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè.



Äëÿ òîãî, ÷òîáû àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèòü ôóíêöèþ L(s, χ0) â
îáëàñòü <s > 0, âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 1 èç ëåêöèè 3.

Ëåììà 4 (Ôîðìóëà Ýéëåðà äëÿ L ôóíêöèé)

Äëÿ ëþáîãî õàðàêòåðà χ â îáëàñòè <s > 1 ñïðàâåäëèâî

òîæäåñòâî

L(s, χ) =
∏
p

(
1− χ(p)

ps

)−1
,

ãäå ïðîèçâåäåíèå áåð¼òñÿ ïî âñåì ïðîñòûì ÷èñëàì.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Âîñïîëüçóåìñÿ âïîëíå ìóëüòèïëèêàòèâíîñòüþ ôóíêöèè χ(n)
ns ,

àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòüþ ðÿäà äëÿ L(s, χ) è ëåììîé 1 èç

ëåêöèè 3.

Ãëàâà II. Òåîðåìà Äèðèõëå î ïðîñòûõ ÷èñëàõ â àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè.



Òîãäà

L(s, χ0) =
∏
p

(
1− χ0(p)

ps

)−1
=
∏
p-m

(
1− χ0(p)

ps

)−1
=

=
∏
p-m

(
1− 1

ps

)−1
.

Ïîýòîìó

L(s, χ0) = ζ(s)
∏
p|m

(
1− 1

ps

)
, Res > 1

Ãëàâà II. Òåîðåìà Äèðèõëå î ïðîñòûõ ÷èñëàõ â àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè.



Òîãäà

L(s, χ0) =
∏
p

(
1− χ0(p)

ps

)−1
=
∏
p-m

(
1− χ0(p)

ps

)−1
=

=
∏
p-m

(
1− 1

ps

)−1
.

Ïîýòîìó

L(s, χ0) = ζ(s)
∏
p|m

(
1− 1

ps

)
, Res > 1

Ãëàâà II. Òåîðåìà Äèðèõëå î ïðîñòûõ ÷èñëàõ â àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè.



L(s, χ0) = ζ(s)
∏
p|m

(
1− 1

ps

)
, Res > 1 (5)

Äçåòà-ôóíêöèÿ àíàëèòè÷íà â îáëàñòè <s > 0 è èìååò ïîëþñ

ïåðâîãî ïîðÿäêà â s = 1. Ôóíêöèÿ
∏

p|m

(
1− 1

ps

)
àíàëèòè÷íà

âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè è íå îáðàùàþùàåòñÿ â íóëü â

òî÷êå s = 1. Ïîýòîìó ðàâåíñòâî (5) àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåò

L(s, χ0) âî âñþ ïðàâóþ êîìïëåêñíóþ ïîëóïëîñêîñòü, ãäå

L(s, χ0) èìååò ïîëþñ ïåðâîãî ïîðÿäêà â òî÷êå s = 1.

Ãëàâà II. Òåîðåìà Äèðèõëå î ïðîñòûõ ÷èñëàõ â àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè.



Êîíåö
ñåäüìîé ëåêöèè.

Ãëàâà II. Òåîðåìà Äèðèõëå î ïðîñòûõ ÷èñëàõ â àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè.



Ëåêöèÿ 8. Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû

Äèðèõëå

î ïðîñòûõ ÷èñëàõ â àðèôìåòè÷åñêèõ

ïðîãðåññèÿõ.

Ëåêöèÿ 8. Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Äèðèõëå î ïðîñòûõ ÷èñëàõ â àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèÿõ.



�4. Ïîâåäåíèå L-ôóíêöèé â òî÷êå s = 1

Òåîðåìà 8

Åñëè χ 6= χ0, òî L(1, χ) 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî ðàçîáü¼ì íà äâå ÷àñòè.

1. Ïóñòü ñíà÷àëà χ íå äåéñòâèòåëüíûé õàðàêòåð, ò.å. ñðåäè åãî

çíà÷åíèé åñòü íå äåéñòâèòåëüíûå. Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî

χ2 6= χ0. Íàñòàëî âðåìÿ åù¼ ðàç ïðèìåíèòü ëåììó 2 èç

äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4 îá îòñóòñòâèè íóëåé äçåòà-ôóíêöèè

Ðèìàíà íà åäèíèíîé ïðÿìîé. Ðàññìîòðèì

P := L(s, χ0)3L(s, χ)4L(s, χ2) =

=
∏
p-m

((
1− 1

ps

)3(
1− χ(p)

ps

)4(
1− χ2(p)

ps

))−1
.

Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî s äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå 1, à
r := 1

ps , χ(p) = e iϕ, òîãäà χ2(p) = e2iϕ. Ïî ëåììå êàæäûé
ìíîæèòåëü â ïðîèçâåäåíèè P íå ìåíüøå 1, à çíà÷èò, P ≥ 1.
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P = L(s, χ0)3L(s, χ)4L(s, χ2)

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî L(1, χ) = 0. Ôóíêöèÿ L(s, χ)
àíàëèòè÷íà â òî÷êå s = 1, ïîýòîìó L(s, χ) = O(s − 1) ïðè
s → 1+. Òàê êàê χ2 6= χ0, òî L(s, χ2) = O(1). Êðîìå òîãî,

L(s, χ0) = O

(
1

s − 1

)
.

Èç ýòèõ îöåíîê ñëåäóåò, ÷òî

P = O

(
1

(s − 1)3
· (s − 1)4 · 1

)
= O(s − 1),

à ýòî ïðîòèâîðå÷èò ðàíåå ïîëó÷åííîìó ñâîéñòâó P ≥ 1.
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2. Ïóñòü òåïåðü χ äåéñòâèòåëüíûé õàðàêòåð, òî åñòü χ2 = χ0. Â

ýòîì ñëó÷àå P = (L(s, χ0)L(s, χ))4. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

F (s) := ζ(s)L(s, χ).

Äàëüíåéøåìó äîêàçàòåëüñòâó ïðåäïîøë¼ì

ëåììó.

Ëåììà 1
Â îáëàñòè <s > 1 ôóíêöèÿ F (s) = ζ(s)L(s, χ) àíàëèòè÷íà è

ïðåäñòàâèìà â âèäå ðÿäà

F (s) =
∞∑
n=1

an
ns
, an ∈ Z, an ≥ 0, ak2 ≥ 1, (1)

ïðè÷¼ì â òî÷êå s = 1
2 ðÿä ðàñõîäèòñÿ. Â ïîëóïëîñêîñòè <s > 1

ðÿä (1) ìîæíî ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü, ò.å.

F (k)(s) = (−1)k
∞∑
n=1

an(ln n)k

ns
. (2)
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Ðÿäû äëÿ ζ(s) è L(s, χ) àáñîëþòíî ñõîäÿòñÿ â îáëàñòè <s > 1.
Ïåðåìíîæàÿ èõ ïî èçâåñòíûì ïðàâèëàì, íàõîäèì

F (s) =
∞∑
u=1

1

us

∞∑
v=1

χ(v)

v s
=
∑
u,v≥1

χ(v)

(uv)s
=
∞∑
n=1

1

ns

∑
v |n

χ(v) =
∞∑
n=1

an
ns
,

ãäå an =
∑

v |n χ(v). Ïðè÷¼ì ðÿä äëÿ F (s) òàêæå àáñîëþòíî
ñõîäèòñÿ â îáëàñòè <s > 1.
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Ïîñêîëüêó χ(n) = ±1 èëè χ(n) = 0, òî an ∈ Z. Îñòàëîñü
ïðîâåðèòü íåîòðèöàòåëüíîñòü. Ïóñòü n = pα1

1 · · · pαr
r , òîãäà

v = pβ11 · · · p
βr
r (βj ≤ αj), è

an =
∑

β1,...,βr

χ(pβ11 · · · p
βr
r ) =

r∏
j=1

 αj∑
βj=0

χ(pj)
βj

 = an1 · · · anr ,

ãäå

anj =



αj + 1, χ(pj) = 1;

1, χ(pj) = 0;

0, χ(pj) = −1, è αj íå÷¼òíî;

1, χ(pj) = −1, è αj ÷¼òíî.

Ïðè n = k2 ñòåïåíè ÷¼òíû, ïîýòîìó anj 6= 0, çíà÷èò, an ≥ 1.
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Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ðÿä F (s) ñõîäèòñÿ ïðè s = 1
2 , òî åñòü

∞∑
n=1

an
n1/2

<∞, òî, òåì áîëåå,

∞∑
k=1

ak2

k
<∞,

à ïîñêîëüêó ak2 ≥ 1, òî ïîëó÷àåì, ÷òî ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä∑∞
k=1

1
k òîæå äîëæåí ñõîäèòüñÿ, ÷òî íåâåðíî.

Óòâåðæäåíèå îá àíàëèòèíîñòè è ïî÷ëåííîé

äèôôåðåíöèðóåìîñòè ðÿäà (1) â ïîëóïëîñêîñòè <s > 1 ñëåäóåò

ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà èç ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà (1)

â îáëàñòè <s > 1 + δ ïðè ëþáîì δ > 0. Ðÿä æå ñõîäèòñÿ

ðàâíîìåðíî, ïîñêîëüêó â ýòîé îáëàñòè ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∣∣∣an
ns

∣∣∣ ≤ an
n1+δ

è ðÿä (1) äëÿ ôóíêöèè F (s) ñõîäèòñÿ â òî÷êå s = 1 + δ. Òàê êàê
÷èñëî δ > 0 ìîæíî âçÿòü ñêîëü óãîäíî ìàëûì, òî ðàâåíñòâî (2)

ñïðàâåäëèâî â ïîëóïëîñêîñòè <s > 1.
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2 , òî åñòü
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<∞, òî, òåì áîëåå,

∞∑
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ak2

k
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â îáëàñòè <s > 1 + δ ïðè ëþáîì δ > 0. Ðÿä æå ñõîäèòñÿ

ðàâíîìåðíî, ïîñêîëüêó â ýòîé îáëàñòè ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∣∣∣an
ns

∣∣∣ ≤ an
n1+δ

è ðÿä (1) äëÿ ôóíêöèè F (s) ñõîäèòñÿ â òî÷êå s = 1 + δ. Òàê êàê
÷èñëî δ > 0 ìîæíî âçÿòü ñêîëü óãîäíî ìàëûì, òî ðàâåíñòâî (2)

ñïðàâåäëèâî â ïîëóïëîñêîñòè <s > 1.
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Âåðí¼ìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó âòîðîé ÷àñòè òåîðåìû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî L(1, χ) = 0. Òîãäà ôóíêöèÿ F (s) èìååò
óñòðàíèìóþ îñîáåííîñòü â òî÷êå s = 1 è àíàëèòè÷íà â

îñòàëüíûõ òî÷êàõ ïîëóïëîñêîñòè <s > 0 (ïîëþñ èñ÷åçíåò).

Çíà÷èò, ôóíêöèþ F (s) ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Òåéëîðà â

òî÷êå s = 2, ïðè÷¼ì ðàäèóñ êðóãà ñõîäèìîñòè áóäåò ðàâåí

ðàññòîÿíèþ îò òî÷êè s = 2 äî áëèæàéøåé îñîáåííîñòè, ò.å.

áóäåò íå ìåíüøå 2. Ïóñòü äàëåå s äåéñòâèòåëüíîå, 0 < s < 1.
Òîãäà |s − 2| < 2 è

F (s) =
∞∑
k=0

F (k)(2)

k!
(s − 2)k =

∞∑
k=0

(s − 2)k

k!
(−1)k

∞∑
n=1

an lnk n

n2
=

=
∞∑
k=0

∞∑
n=1

(2− s)kan lnk n

n2k!
.
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×ëåíû ïîñëåäíåãî äâîéíîãî ðÿäà íåîòðèöàòåëüíû è îí

ñõîäèòñÿ. Êàê èçâåñòíî, â ñõîäÿùåìñÿ äâîéíîì ðÿäå ñ

íåîòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíàìè ìîæíî ïîìåíÿòü ïîðÿäîê

ñóììèðîâàíèÿ, è ïðè ýòîì ñóììà íîâîãî äâîéíîãî ðÿäà íå

èçìåíèòñÿ. Ïîýòîìó

F (s) =
∞∑
k=0

∞∑
n=1

(2− s)kan lnk n

n2k!
=
∞∑
n=1

an
n2

∞∑
k=0

(2− s)k lnk n

k!
=

=
∞∑
n=1

an
n2
· e(2−s) ln n =

∞∑
n=1

an
ns
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä

∞∑
n=1

an
ns

ïðè ëþáîì äåéñòâèòåëüíîì

s, 0 < s < 1, ñõîäèòñÿ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò äîêàçàííîìó â ëåììå
1 ôàêòó î ðàñõîäèìîñòè ýòîãî ðÿäà â òî÷êå s = 1

2 .

Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî L(1, χ) 6= 0 äëÿ íåãëàâíûõ õàðàêòåðîâ.

Òåîðåìà 8 äîêàçàíà ïîëíîñòüþ.
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Ëåììà 2
Â îáëàñòè <s > 1 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

−L′(s, χ)

L(s, χ)
=
∞∑
n=1

Λ(n)χ(n)

ns
,

ãäå Λ � ôóíêöèÿ Ìàíãîëüäòà. Ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è

L(s, χ) 6= 0 â óêàçàííîé îáëàñòè.

Èìååò ìåñòî î÷åâèäíàÿ îöåíêà∣∣∣∣Λ(n)χ(n)

ns

∣∣∣∣ ≤ ln n

nσ
.

Îòñþäà ëåãêî ñëåäóåò àáñîëþòíàÿ è ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü â

îëàñòÿõ <s > 1 è <s > 1 + δ ñîîòâåòñòâåííî ïðè ëþáîì

ôèêñèðîâàííîì δ > 0. Ñîãëàñíî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà ìîæíî
óòâåðæäàòü, ÷òî ñóììà ðÿäà àíàëèòè÷íà â îáëàñòè <s > 1 + δ.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî δ > 0 ìîæåò áûòü âûáðàíî ñêîëü óãîäíî ìàëûì,

çàêëþ÷àåì, ÷òî ñóììà ðÿäà àíàëèòè÷íà â îáëàñòè <s > 1.
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî δ > 0 ìîæåò áûòü âûáðàíî ñêîëü óãîäíî ìàëûì,

çàêëþ÷àåì, ÷òî ñóììà ðÿäà àíàëèòè÷íà â îáëàñòè <s > 1.Ëåêöèÿ 8. Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Äèðèõëå î ïðîñòûõ ÷èñëàõ â àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèÿõ.



Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå òîæäåñòâà èç ëåììû. Äëÿ ýòîãî

ïåðåìíîæèì äâà àáñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ â îáëàñòè <s > 1 ðÿäà

� ðÿä, ñòîÿùèé â ïðàâîé ÷àñòè òîæäåñòâà è ðÿä äëÿ L(s, χ).
Èìååì

L(s, χ)
∞∑
k=1

Λ(k)χ(k)

ks
=
∞∑
l=1

χ(l)

l s

∞∑
k=1

Λ(k)χ(k)

ks
=

=
∞∑
n=1

χ(n)

ns

∑
k|n

Λ(k) =
∞∑
n=1

χ(n) ln n

ns
= −L′(s, χ).

Âûðàæåíèå ïîñëå âòîðîãî ðàâåíñòâà ïîëó÷åíî â ðåçóëüòàòå

ãðóïïèðîâêè ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé, èìåþùèõ îäèíàêîâûå

çíà÷åíèÿ k · ` = n è óïîðÿäî÷åíèÿ èõ ïî âîçðàñòàíèþ n.
Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïîëó÷èòñÿ, åñëè ïî÷ëåííî

ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ðÿä, îïðåäåëÿþùèé ôóíêöèþ L(s, χ).

Ëåêöèÿ 8. Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Äèðèõëå î ïðîñòûõ ÷èñëàõ â àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèÿõ.



L(s, χ)
∞∑
k=1

Λ(k)χ(k)

ks
= −L′(s, χ) (3)

Äîêàæåì òåïåðü îòñóòñòâèå íóëåé ó L(s, χ) â îáëàñòè <s > 1.
Äîïóñòèì, ÷òî ôóíêöèÿ L(s, χ) îáðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷êå s0 ñ
óñëîâèåì <s0 > 1. Êðàòíîñòü íóëÿ îáîçíà÷èì áóêâîé r ≥ 1.
Ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè êðàòíîñòü íóëÿ óìåíüøàåòñÿ íà

åäèíèöó (â íàøåì ñëó÷àå r ≥ 1). Ïîýòîìó êðàòíîñòü íóëÿ
ïðîèçâîäíîé, ñòîÿùåé â ïðàâîé ÷àñòè (3) ðàâíà r − 1. À
ôóíêöèÿ â ëåâîé ÷àñòè èìååò êðàòíîñòü íóëÿ â òî÷êå s0 íå
ìåíåå r (âòîðîé ñîìíîæèòåëü àíàëèòè÷åí â òî÷êå s0).
Ïîëó÷èâøååñÿ ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

Ëåêöèÿ 8. Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Äèðèõëå î ïðîñòûõ ÷èñëàõ â àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèÿõ.



Òåïåðü ìîæíî ïðèñòóïèòü ê îñíîâíîìó ðåçóëüòàòó Äèðèõëå,

äîêàçàííîìó â 1837-1839 ãîäàõ.

Òåîðåìà 9 (Äèðèõëå)

Åñëè m è ` íàòóðàëüíûå âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà, òî

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü mn + `, n = 0, 1, 2, . . . ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî
ìíîãî ïðîñòûõ ÷èñåë.

Ïðè m = 1 èëè m = 2 óòâåðæäåíèå, î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ.

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî m ≥ 3. Ïóñòü χ � ïðîèçâîëüíûé

õàðàêòåð ïî ìîäóëþ m. Èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî

ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè L(s, χ) â îáëàñòè
<s > 1 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå àáñîëþòíî

ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà

−L′(s, χ)

L(s, χ)
=
∑
n≥2

Λ(n)χ(n)

ns
=
∑
k≥1,p

ln p · χ(pk)

pks

Âòîðîå ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè

Ìàíãîëüäòà Λ(n), ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè ðàñïîëîæåíû â

ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ÷èñåë pk . Ëåêöèÿ 8. Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Äèðèõëå î ïðîñòûõ ÷èñëàõ â àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèÿõ.



−L′(s, χ)

L(s, χ)
=
∑
k≥1,p

ln p · χ(pk)

pks
=
∑
p

ln p · χ(p)

ps
+
∑
k≥2,p

ln p · χ(pk)

pks
.

Êàê óêàçûâàëîñü íà ïðåäûäóùåì ñëàéäå, ïåðâàÿ ñóììà

íàïèñàííîé âûøå ñòðîêè àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ. Ïîýòîìó ïðè

ëþáîé ïåðåñòàíîâêå å¼ ÷ëåíîâ è ëþáîé ãðóïïèðîâêå èõ, ðÿä

îñòà¼òñÿ ñõîäÿùèìñÿ, à ñóììà åãî íå ìåíÿåòñÿ. Ýòî îáúÿñíÿåò

âòîðîå ðàâåíñòâî.

Äîêàæåì, ÷òî ïîñëåäíÿÿ ñóììà îãðàíè÷åíà íà ìíîæåñòâå

äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë s ≥ 1.∣∣∣∣∣∣
∑
k≥2,p

ln p · χ(pk)

pks

∣∣∣∣∣∣ ≤
∑
k≥2,p

ln p

pk
=
∑
p

ln p
∞∑
k=2

1

pk
=

=
∑
p

ln p

p2 − p
≤
∞∑
n=2

ln n

n2 − n
= c <∞.
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Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíî ñîîòíîøåíèå:∑
p

ln p · χ(p)

ps
= −L′(s, χ)

L(s, χ)
+ O(1), <s > 1. (4)

×èñëà m è ` âçàèìíî ïðîñòû ïî óñëîâèþ, çíà÷èò, íàéä¼òñÿ

öåëîå ÷èñëî d , óäîâëåòâîðÿþùåå ñðàâíåíèþ `d ≡ 1 (mod m).
Äëÿ êàæäîãî õàðàêòåðà χ óìíîæèì ñðàâíåíèå (4) íà íåíóëåâîå

÷èñëî χ(d) è ïðîñóììèðóåì ðåçóëüòàòû ïî âñåì χ:∑
p

ln p

ps

∑
χ

χ(pd) = −
∑
χ

χ(d)
L′(s, χ)

L(s, χ)
+ O(1).

Âñïîìíèì, ÷òî

∑
χ

χ(n) =

{
ϕ(m), n ≡ 1 (mod m);

0, n 6≡ 1 (mod m).
(5)
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Èòàê, â
∑

p χ(pd) íåíóëåâûìè áóäóò ëèøü ñëàãàåìûå, ó

êîòîðûõ p ≡ ` (mod m). ×òî êàñàåòñÿ ïðàâîé ÷àñòè, òî â íåé

îñîáûì ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ñëàãàåìîå ãëàâíîãî õàðàêòåðà, âñå

îñòàëüíûå â ñèëó òåîðåìû 8 íå èìåþò ïîëþñîâ è ïîòîìó èõ

ìîæíî âêëþ÷èòü â O(1). Â èòîãå ïîëó÷àåì

ϕ(m) ·
∑

p≡l(m)

ln p

ps
= −χ0(d)

L′(s, χ0)

L(s, χ0)
+ O(1).

À ìû çíàåì, ÷òî L(s, χ0) = f (s)
s−1 , ïðè÷¼ì f (1) 6= 0. Ñòàëî áûòü,

L′

L = − 1
s−1 + f ′

f . Êðîìå òîãî, χ0(d) = 1. Ïîýòîìó

ϕ(m) ·
∑

p≡`(m)

ln p

ps
=

1

s − 1
+ O(1).

Ñïðàâà ñòîèò ôóíêöèÿ, ñòðåìÿùàÿñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè

s → 1, à ñëåâà ñóììà, êîòîðàÿ ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ëèøü

â ñëó÷àå, êîãäà ñëàãàåìûõ â íåé áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî.

Òåîðåìà Äèðèõëå äîêàçàíà.
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L = − 1
s−1 + f ′

f . Êðîìå òîãî, χ0(d) = 1. Ïîýòîìó
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Ãëàâà III. Àëãåáðàè÷åñêèå è

òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà.

Ëåêöèÿ 9.

Ãëàâà III. Àëãåáðàè÷åñêèå è òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà.



�1. Ñâîéñòâà àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå. 1. Êîìïëåêñíîå ÷èñëî α íàçûâàåòñÿ

àëãåáðàè÷åñêèì, åñëè íàéäåòñÿ îòëè÷íûé îò íóëÿ ìíîãî÷ëåí

f (x) ∈ Q[x ], äëÿ êîòîðîãî f (α) = 0.
2. Ñðåäè âñåõ òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ âûáåðåì ìíîãî÷ëåí

íàèìåíüøåé ñòåïåíè è ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1. Ýòîò

ìíîãî÷ëåí íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì α. Åãî
ñòåïåíü íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ α è áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ degα.

Íàïðèìåð, ëþáîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî a ÿâëÿåòñÿ

àëãåáðàè÷åñêèì, êàê êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f (x) = x − a ∈ Q[x ].
Óêàçàííûé ìíîãî÷ëåí, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì

ìíîãî÷ëåíîì ÷èñëà a, è ïîòîìó deg a = 1.
×èñëî a = i - êîðåíü íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà x2 + 1 ∈ Q,
åñòü àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî ñòåïåíè 2.

Ìíîãî÷ëåí x3 − 7 íå èìååò ðàöèîíàëüíûõ êîðíåé è ïîòîìó

íåïðèâîäèì íàä ïîëåì Q. Åãî êîðåíü 3
√
7 åñòü àëãåáðàè÷åñêîå

÷èñëî ñòåïåíè 3, à x3 − 7 � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ÷èñëà 3
√
7.
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ìíîãî÷ëåí íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì α. Åãî
ñòåïåíü íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ α è áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ degα.
Íàïðèìåð, ëþáîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî a ÿâëÿåòñÿ

àëãåáðàè÷åñêèì, êàê êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f (x) = x − a ∈ Q[x ].
Óêàçàííûé ìíîãî÷ëåí, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì

ìíîãî÷ëåíîì ÷èñëà a, è ïîòîìó deg a = 1.
×èñëî a = i - êîðåíü íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà x2 + 1 ∈ Q,
åñòü àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî ñòåïåíè 2.

Ìíîãî÷ëåí x3 − 7 íå èìååò ðàöèîíàëüíûõ êîðíåé è ïîòîìó

íåïðèâîäèì íàä ïîëåì Q. Åãî êîðåíü 3
√
7 åñòü àëãåáðàè÷åñêîå

÷èñëî ñòåïåíè 3, à x3 − 7 � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ÷èñëà 3
√
7.

Ãëàâà III. Àëãåáðàè÷åñêèå è òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà.



�1. Ñâîéñòâà àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå. 1. Êîìïëåêñíîå ÷èñëî α íàçûâàåòñÿ

àëãåáðàè÷åñêèì, åñëè íàéäåòñÿ îòëè÷íûé îò íóëÿ ìíîãî÷ëåí

f (x) ∈ Q[x ], äëÿ êîòîðîãî f (α) = 0.
2. Ñðåäè âñåõ òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ âûáåðåì ìíîãî÷ëåí

íàèìåíüøåé ñòåïåíè è ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1. Ýòîò

ìíîãî÷ëåí íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì α. Åãî
ñòåïåíü íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ α è áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ degα.
Íàïðèìåð, ëþáîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî a ÿâëÿåòñÿ

àëãåáðàè÷åñêèì, êàê êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f (x) = x − a ∈ Q[x ].
Óêàçàííûé ìíîãî÷ëåí, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì

ìíîãî÷ëåíîì ÷èñëà a, è ïîòîìó deg a = 1.
×èñëî a = i - êîðåíü íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà x2 + 1 ∈ Q,
åñòü àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî ñòåïåíè 2.

Ìíîãî÷ëåí x3 − 7 íå èìååò ðàöèîíàëüíûõ êîðíåé è ïîòîìó

íåïðèâîäèì íàä ïîëåì Q. Åãî êîðåíü 3
√
7 åñòü àëãåáðàè÷åñêîå

÷èñëî ñòåïåíè 3, à x3 − 7 � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ÷èñëà 3
√
7.

Ãëàâà III. Àëãåáðàè÷åñêèå è òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà.



Óêàæåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà.

Ëåììà 1
1. Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ëþáîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëà

íåïðèâîäèì.

2. Åñëè f (x) � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ÷èñëà α, êîòîðîå òàêæå
ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà g(x) ∈ Q[x ], òî ìíîãî÷ëåí g(x)
äåëèòñÿ íà f (x).
3. Íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1
ñëóæèò ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì äëÿ êàæäîãî èç ñâîèõ

êîðíåé.

4. Âñå êîðíè ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ðàçëè÷íû.

Ìíîæåñòâî âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë áóäåì îáîçíà÷àòü

áóêâîé A.

Ãëàâà III. Àëãåáðàè÷åñêèå è òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà.



Óêàæåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà.

Ëåììà 1
1. Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ëþáîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëà

íåïðèâîäèì.

2. Åñëè f (x) � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ÷èñëà α, êîòîðîå òàêæå
ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà g(x) ∈ Q[x ], òî ìíîãî÷ëåí g(x)
äåëèòñÿ íà f (x).

3. Íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1
ñëóæèò ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì äëÿ êàæäîãî èç ñâîèõ

êîðíåé.

4. Âñå êîðíè ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ðàçëè÷íû.

Ìíîæåñòâî âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë áóäåì îáîçíà÷àòü

áóêâîé A.

Ãëàâà III. Àëãåáðàè÷åñêèå è òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà.



Óêàæåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà.

Ëåììà 1
1. Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ëþáîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëà

íåïðèâîäèì.

2. Åñëè f (x) � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ÷èñëà α, êîòîðîå òàêæå
ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà g(x) ∈ Q[x ], òî ìíîãî÷ëåí g(x)
äåëèòñÿ íà f (x).
3. Íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1
ñëóæèò ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì äëÿ êàæäîãî èç ñâîèõ

êîðíåé.

4. Âñå êîðíè ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ðàçëè÷íû.

Ìíîæåñòâî âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë áóäåì îáîçíà÷àòü

áóêâîé A.

Ãëàâà III. Àëãåáðàè÷åñêèå è òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà.



Óêàæåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà.

Ëåììà 1
1. Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ëþáîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëà

íåïðèâîäèì.

2. Åñëè f (x) � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ÷èñëà α, êîòîðîå òàêæå
ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà g(x) ∈ Q[x ], òî ìíîãî÷ëåí g(x)
äåëèòñÿ íà f (x).
3. Íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1
ñëóæèò ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì äëÿ êàæäîãî èç ñâîèõ

êîðíåé.

4. Âñå êîðíè ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ðàçëè÷íû.

Ìíîæåñòâî âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë áóäåì îáîçíà÷àòü

áóêâîé A.

Ãëàâà III. Àëãåáðàè÷åñêèå è òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà.



Óêàæåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà.

Ëåììà 1
1. Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ëþáîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëà

íåïðèâîäèì.

2. Åñëè f (x) � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ÷èñëà α, êîòîðîå òàêæå
ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà g(x) ∈ Q[x ], òî ìíîãî÷ëåí g(x)
äåëèòñÿ íà f (x).
3. Íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1
ñëóæèò ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì äëÿ êàæäîãî èç ñâîèõ

êîðíåé.

4. Âñå êîðíè ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ðàçëè÷íû.

Ìíîæåñòâî âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë áóäåì îáîçíà÷àòü

áóêâîé A.

Ãëàâà III. Àëãåáðàè÷åñêèå è òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà.



Ïóñòü α àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî, è åãî ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí

f (x) ∈ Q[x ] ìîæåò áûòü ðàçëîæåí â ïðîèçâåäåíèå äâóõ

ìíîãî÷ëåíîâ u(x), v(x) ∈ Q[x ] ìåíüøåé ñòåïåíè. Èç ðàâåíñòâà

0 = f (α) = u(α)v(α)

ñëåäóåò g(α) = 0 èëè h(α) = 0. Â ëþáîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì

ïðîòèâîðå÷èå, âåäü f (x) èìååò ìèíèìàëüíóþ ñòåïåíü ñðåäè

âñåõ íåíóëåâûõ ìíîãî÷ëåíîâ êîëüöà Q[x ], îáðàùàþùèõñÿ â

íóëü â òî÷êå α.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ ðàçäåëèì ìíîãî÷ëåí

g(x) íà f (x) ñ îñòàòêîì

g(x) = f (x)q(x) + r(x), deg r(x) < deg f (x).

Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

0 = g(α) = f (α)q(α) + r(α) = r(α).

Èç îïðåäåëåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà, ðàâåíñòâà r(α) = 0
è íåðàâåíñòâà deg r(x) < deg f (x) ñëåäóåò r(x) = 0, ò.å.
ìíîãî÷ëåí g(x) äåëèòñÿ íà f (x) áåç îñòàòêà.

Ãëàâà III. Àëãåáðàè÷åñêèå è òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà.



Ïóñòü α àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî, è åãî ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí

f (x) ∈ Q[x ] ìîæåò áûòü ðàçëîæåí â ïðîèçâåäåíèå äâóõ

ìíîãî÷ëåíîâ u(x), v(x) ∈ Q[x ] ìåíüøåé ñòåïåíè. Èç ðàâåíñòâà

0 = f (α) = u(α)v(α)

ñëåäóåò g(α) = 0 èëè h(α) = 0. Â ëþáîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì

ïðîòèâîðå÷èå, âåäü f (x) èìååò ìèíèìàëüíóþ ñòåïåíü ñðåäè

âñåõ íåíóëåâûõ ìíîãî÷ëåíîâ êîëüöà Q[x ], îáðàùàþùèõñÿ â

íóëü â òî÷êå α.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ ðàçäåëèì ìíîãî÷ëåí

g(x) íà f (x) ñ îñòàòêîì

g(x) = f (x)q(x) + r(x), deg r(x) < deg f (x).

Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

0 = g(α) = f (α)q(α) + r(α) = r(α).

Èç îïðåäåëåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà, ðàâåíñòâà r(α) = 0
è íåðàâåíñòâà deg r(x) < deg f (x) ñëåäóåò r(x) = 0, ò.å.
ìíîãî÷ëåí g(x) äåëèòñÿ íà f (x) áåç îñòàòêà.

Ãëàâà III. Àëãåáðàè÷åñêèå è òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà.



Ïóñòü g(x) = xn + an−1x
n−1 + . . .+ a0 � íåïðèâîäèìûé

ìíîãî÷ëåí èç êîëüöà Q[x ] è β � åãî êîðåíü. Îáîçíà÷èì

ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ÷èñëà β ÷åðåç f (x). Ñîãëàñíî âòîðîìó
óòâåðæäåíèþ ëåììû èìååì f (x)|g(x). Ïî óñëîâèþ ìíîãî÷ëåí

g(x) íåïðèâîäèì, çíà÷èò, g(x) = cf (x), ãäå c � íåêîòîðàÿ

êîíñòàíòà. Ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ f (x), g(x)
ðàâíû åäèíèöå, ïîýòîìó g(x) = f (x) è g(x) åñòü ìèíèìàëüíûé
ìíîãî÷ëåí β. Òðåòüå óòâåðæäåíèå ëåììû äîêàçàíî.

Ïóñòü f (x) � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëà α
è β � êðàòíûé êîðåíü f (x). Ïî ïåðâîìó óòâåðæäåíèþ ëåììû

ìíîãî÷ëåí f (x) íåïðèâîäèì è òîãäà ïî òðåòüåìó óòâåðæäåíèþ

îí åñòü ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí β. Òàê êàê β åñòü êðàòíûé

êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f (x), òî ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) ∈ Q[x ] òàêæå
èìååò β ñâîèì êîðíåì. Ñîãëàñíî âòîðîìó óòâåðæäåíèþ ëåììû

èìååì f (x)|f ′(x), ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê deg f ′(x) < deg f (x).
Èòàê, ìíîãî÷ëåí f (x) íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé.

Ãëàâà III. Àëãåáðàè÷åñêèå è òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà.



Ïóñòü g(x) = xn + an−1x
n−1 + . . .+ a0 � íåïðèâîäèìûé

ìíîãî÷ëåí èç êîëüöà Q[x ] è β � åãî êîðåíü. Îáîçíà÷èì

ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ÷èñëà β ÷åðåç f (x). Ñîãëàñíî âòîðîìó
óòâåðæäåíèþ ëåììû èìååì f (x)|g(x). Ïî óñëîâèþ ìíîãî÷ëåí

g(x) íåïðèâîäèì, çíà÷èò, g(x) = cf (x), ãäå c � íåêîòîðàÿ

êîíñòàíòà. Ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ f (x), g(x)
ðàâíû åäèíèöå, ïîýòîìó g(x) = f (x) è g(x) åñòü ìèíèìàëüíûé
ìíîãî÷ëåí β. Òðåòüå óòâåðæäåíèå ëåììû äîêàçàíî.

Ïóñòü f (x) � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëà α
è β � êðàòíûé êîðåíü f (x). Ïî ïåðâîìó óòâåðæäåíèþ ëåììû

ìíîãî÷ëåí f (x) íåïðèâîäèì è òîãäà ïî òðåòüåìó óòâåðæäåíèþ

îí åñòü ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí β. Òàê êàê β åñòü êðàòíûé

êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f (x), òî ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) ∈ Q[x ] òàêæå
èìååò β ñâîèì êîðíåì. Ñîãëàñíî âòîðîìó óòâåðæäåíèþ ëåììû

èìååì f (x)|f ′(x), ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê deg f ′(x) < deg f (x).
Èòàê, ìíîãî÷ëåí f (x) íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé.

Ãëàâà III. Àëãåáðàè÷åñêèå è òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà.



Åñëè α � àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî ñòåïåíè n, òî êîðíè α1, . . . , αn

åãî ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà íàçûâàþòñÿ ÷èñëàìè,

ñîïðÿæåííûìè ñ α. Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ
àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî àðèôìåòè÷åñêèõ

îïåðàöèé.

Òåîðåìà 9

Åñëè α è β � àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà, òî ÷èñëà α+ β, β − α, αβ,
à â ñëó÷àå, åñëè α 6= 0, òî è β/α ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè

÷èñëàìè.

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ

÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ïîëåì. Êîììóòàòèâíîñòü è àññîöèàòèâíîñòü

îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ, à òàêæå äèñòðèáóòèâíîñòü

óìíîæåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ, ïîñêîëüêó îíè èìåþò ìåñòî â ïîëå

êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. ×èñëà 0 è 1 ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè.

Ãëàâà III. Àëãåáðàè÷åñêèå è òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà.



Ýëåìåíòàðíûå ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû.

Íàïîìèíàíèå. Ïóñòü A � íåêîòîðîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ

åäèíèöåé è t1, . . . , tn � ïåðåìåííûå. Ìíîãî÷ëåí

F (t1, . . . , tn) ∈ A[t1, . . . , tn] íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì, åñëè

îí íå ìåíÿåòñÿ ïðè ëþáîé ïåðåñòàíîâêå ïåðåìåííûõ. ×òîáû

ïðèâåñòè ïðèìåðû ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ââåäåì åùå

îäíó ïåðåìåííóþ x è ðàññìîòðèì ðàâåíñòâî

(x − t1) · · · (x − tn) = xn − σ1xn−1 + σ2x
n−2 − · · ·+ (−1)nσn.

Çäåñü áóêâàìè σ1, . . . , σn îáîçíà÷åíû ìíîãî÷ëåíû

σ1 = t1 + t2 + · · ·+ tn,

σ2 = t1t2 + t1t3 + · · ·+ tn−1tn,

. . . . . . . . . . . . . . .

σn = t1t2 · · · tn.

Ýòè ìíîãî÷ëåíû îáëàäàþò ñâîéñòâîì ñèììåòðèè è íàçûâàþòñÿ

ýëåìåíòàðíûìè ñèììåòðè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè.Ãëàâà III. Àëãåáðàè÷åñêèå è òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà.



Òåîðåìà î ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ: Ïóñòü

F [t1, . . . , tn] ∈ A[t1, . . . , tn]

� ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè d . Òîãäà ñóùåñòâóåò
ìíîãî÷ëåí G [z1, . . . , zn] ∈ A[z1, . . . , zn] ñòåïåíè íå âûøå d ,
òàêîé, ÷òî

F [t1, . . . , tn] = G [σ1, . . . , σn].

Íàïðèìåð, èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

t21 + t22 + . . .+ t2n = σ21 − 2σ2.

Ãëàâà III. Àëãåáðàè÷åñêèå è òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà.



Òåîðåìà î ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ: Ïóñòü

F [t1, . . . , tn] ∈ A[t1, . . . , tn]

� ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè d . Òîãäà ñóùåñòâóåò
ìíîãî÷ëåí G [z1, . . . , zn] ∈ A[z1, . . . , zn] ñòåïåíè íå âûøå d ,
òàêîé, ÷òî

F [t1, . . . , tn] = G [σ1, . . . , σn].

Íàïðèìåð, èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

t21 + t22 + . . .+ t2n = σ21 − 2σ2.

Ãëàâà III. Àëãåáðàè÷åñêèå è òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà.



Ñëåäñòâèåì òåîðåìû î ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ ÿâëÿåòñÿ

Ëåììà 2
Ïóñòü P(x , y) ∈ Q[x , y ] � ìíîãî÷ëåí îò äâóõ ïåðåìåííûõ ñ

ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïóñòü òàêæå α �

àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî ñòåïåíè n è α1, . . . , αn � âñå ñîïðÿæåííûå

ñ íèì ÷èñëà. Òîãäà

P(x , α1) · P(x , α2) · . . . · P(x , αn) = R(x), (1)

åñòü ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííîé x ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ

ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q.
Ïóñòü A = Q[x ] � êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò ïåðåìåííîé x .
Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå P(x , t1) · P(x , t2) · . . . · P(x , tn), ãäå
t1, . . . , tn � ïåðåìåííûå. Ýòîò ìíîãî÷ëåí íå ìåíÿåòñÿ ïðè

ëþáîé ïåðåñòàíîâêå ïåðåìåííûõ t1, . . . , tn, â ïðîèçâåäåíèè
ëèøü ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè ñîìíîæèòåëè. Òàê ÷òî ýòî

ïðîèçâåäåíèå åñòü ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííûõ

t1, . . . , tn ñ êîýôôèöèåíòàìè èç êîëüöà A = Q[x ].
Ãëàâà III. Àëãåáðàè÷åñêèå è òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà.



Èç òåîðåìû î ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ ñëåäóåò òåïåðü, ÷òî

äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà Q(x , z1, . . . , xn) ñ ðàöèîíàëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

P(x , t1) · P(x , t2) · . . . · P(x , tn) = Q(x , σ1, σ2, . . . , σn), (2)

ãäå σ1, . . . , σn � ýëåìåíòàðíûå ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû.

Çàìåíèì â (3) ïåðåìåííûå t1, . . . , tn ÷èñëàìè α1, . . . , αn. Òîãäà

ëåâàÿ ÷àñòü (3) ïðèìåò òàêîé æå âèä, êàê è ëåâàÿ ÷àñòü (1).

Åñëè p(x) = xn + a1x
n−1 + . . .+ an−1x + an ∈ Q[x ] �

ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ÷èñëà α, òî ñîãëàñíî òåîðåìå Âèåòà
âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

σ1(α1, . . . , αn) = −a1, σ2(α1, . . . , αn) = a2, . . . ,

σn(α1, . . . , αn) = (−1)nan.

Ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (3) ïîñëå óêàçàííîé âûøå ïîäñòàíîâêè

ïðèìåò âèä Q(x ,−a1, a2, . . . , (−1)nan) = R(x) ∈ Q[x ].

Ãëàâà III. Àëãåáðàè÷åñêèå è òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà.



Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 9.

Áóäåì ñ÷èòàòü α 6= 0, èíà÷å óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî. Ïóñòü
α = α1, α2, . . . , αn � ÷èñëà, ñîïðÿæåííûå ñ α, à g(x) �
ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ÷èñëà β. Ïî ëåììå 2 ìíîãî÷ëåíû

R1(x) =
n∏

j=1

g(x + αj), R2(x) =
n∏

j=1

g(x − αj),

R3(x) =
n∏

j=1

g(xαj), R4(x) =
n∏

j=1

αm
j g(xα

−1
j )

ïðèíàäëåæàò êîëüöó Q[x ]. Tàê êàê α = α1, òî

g(β−α+α1) = g(α+β−α1) = g(βα−1·α1) = g(αβ·α−11 ) = g(β) = 0,

è, çíà÷èò, R1(β − α) = 0,R2(α+ β) = 0,R3(β/α) = 0 è

R4(αβ) = 0. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå èç ÷èñåë β −α, α+ β, β/α
è αβ åñòü êîðåíü ìíîãî÷ëåíà ñ ðàöèîíàëüíûìè

êîýôôèöèåíòàìè. Ïîýòîìó âñå îíè � àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà.

Tåîðåìà 9 äîêàçàíà. Ãëàâà III. Àëãåáðàè÷åñêèå è òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà.



�2. Öåëûå àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà.

Àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî α íàçûâàåòñÿ öåëûì àëãåáðàè÷åñêèì,

åñëè åãî ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí èìååò öåëûå êîýôôèöèåíòû.

Ïðèìåðû.

1. ×èñëî α = 1√
2
íå åñòü öåëîå àëãåáðàè÷åñêîå, òàê-êàê åãî

ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí x2 − 1
2 /∈ Z[x ].

2. ×èñëî α = 1+
√
5

2 � öåëîå àëãåáðàè÷åñêîå, òàê êàê åãî

ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí x2 − x − 1 èìååò öåëûå

êîýôôèöèåíòû.

3. Ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ öåëûì àëãåáðàè÷åñêèì òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî öåëîå.

Ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè íàçûâàåòñÿ

ïðèìèòèâíûì, åñëè åãî êîýôôèöèåíòû âçàèìíî ïðîñòû â

ñîâîêóïíîñòè.

Ãëàâà III. Àëãåáðàè÷åñêèå è òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà.



�2. Öåëûå àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà.

Àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî α íàçûâàåòñÿ öåëûì àëãåáðàè÷åñêèì,

åñëè åãî ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí èìååò öåëûå êîýôôèöèåíòû.

Ïðèìåðû.

1. ×èñëî α = 1√
2
íå åñòü öåëîå àëãåáðàè÷åñêîå, òàê-êàê åãî

ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí x2 − 1
2 /∈ Z[x ].

2. ×èñëî α = 1+
√
5

2 � öåëîå àëãåáðàè÷åñêîå, òàê êàê åãî

ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí x2 − x − 1 èìååò öåëûå

êîýôôèöèåíòû.

3. Ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ öåëûì àëãåáðàè÷åñêèì òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî öåëîå.

Ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè íàçûâàåòñÿ

ïðèìèòèâíûì, åñëè åãî êîýôôèöèåíòû âçàèìíî ïðîñòû â

ñîâîêóïíîñòè.

Ãëàâà III. Àëãåáðàè÷åñêèå è òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà.



Ëåììà Ãàóññà.

Ëåììà 3
Ïðîèçâåäåíèå ïðèìèòèâíûõ ìíîãî÷ëåíîâ åñòü ïðèìèòèâíûé

ìíîãî÷ëåí.

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ëåììó äëÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ.

Ïóñòü A(x) =
∑n

i=0 aix
i , B(x) =

∑m
j=0 bjx

j . Òîãäà

A(x)B(x) = C (x) =
∑n+m

k=0 ckx
k , ãäå ck =

∑
i+j=k aibj .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí C íå ïðèìèòèâíûé, òîãäà

íàéä¼òñÿ ïðîñòîå ÷èñëî p, äåëÿùåå âñå åãî êîýôôèöèåíòû. Â
ñèëó ïðèìèòèâíîñòè ìíîãî÷ëåíîâ A è B , ó íèõ íàéäóòñÿ
êîýôôèöèåíòû, íå äåëÿùèåñÿ íà p. Âûáåðåì ñðåäè íèõ

êîýôôèöèåíòû ñ ìèíèìàëüíûìè íîìåðàìè, ïóñòü ýòî áóäóò au
è bv . Èìååì cu+v =

∑
k+l=u+v akbl . Â ñèëó ìèíèìàëüíîñòè u è

v , åñëè k < u, òî p | ak , à åñëè l < v , òî p | bl . Ïîýòîìó
cu+v ≡ aubv 6≡ 0 (mod p). Ïðîòèâîðå÷èå.

Ãëàâà III. Àëãåáðàè÷åñêèå è òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà.



Ñëåäñòâèå 1

Åñëè A(x) = xm + am−1x
m−1 + . . .+ a0 ∈ Z[x ] è A(α) = 0, òî α

öåëîå àëãåáðàè÷åñêîå.

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì óòâåðæäåíèè íå òðåáóåòñÿ íåïðèâîäèìîñòü

ìíîãî÷ëåíà A(x).
Ïóñòü f (x) � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ÷èñëà α. Ìíîãî÷ëåíû

A(x) è f (x) èìåþò îáùèé êîðåíü α. Ìíîãî÷ëåí f (x)
íåïðèâîäèì íàä Q, ïîýòîìó f (x) | A(x) â êîëüöå Q[x ]. Èìååì
A(x) = f (x)Q(x), ãäå Q(x) ∈ Q[x ]. Ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû
ìíîãî÷ëåíîâ A(x) è f (x) ðàâíû 1, çíà÷èò, è ñòàðøèé

êîýôôèöèåíò Q(x) ðàâåí åäèíèöå. Ïóñòü qr > 0 � íàèìåíüøèé

îáùèé çíàìåíàòåëü êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà Q, òî åñòü

Q(x) = x r +
qr−1
qr

x r−1 + . . .+
q0
qr
.

×èñëà q0 . . . , qr−1, qr âçàèìíî ïðîñòû â ñîâîêóïíîñòè, èíà÷å qr
íå áûë áû íàèìåíüøèì îáùèì çíàìåíàòåëåì êîýôôèöèåíòîâ

Q(x).
Ãëàâà III. Àëãåáðàè÷åñêèå è òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà.



Ìíîãî÷ëåí Q(x) ïðåäñòàâèì â âèäå Q(x) = 1
qr
U(x), ãäå U(x)

ïðèìèòèâíûé ìíîãî÷ëåí. Àíàëîãè÷íî f (x) = 1
ps
V (x), ãäå V (x)

ïðèìèòèâíûé. Íî òîãäà A(x) = 1
qrps

U(x)V (x) è
U(x)V (x) = qrpsA(x). Ïî ëåììå Ãàóññà ìíîãîëåí U(x)V (x)
ïðèìèòèâåí, à ïî óñëîâèþ A(x) ∈ Z[x ], ïîýòîìó qrps = 1, è
ps = qr = 1. Çíà÷èò, f (x) ∈ Z[x ] è α öåëîå àëãåáðàè÷åñêîå

÷èñëî.

Ãëàâà III. Àëãåáðàè÷åñêèå è òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà.



Òåîðåìà 10

Ìíîæåñòâî öåëûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë çàìêíóòî

îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ è óìíîæåíèÿ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî â óñëîâèÿõ

äàííîé òåîðåìû ïîñòðîåííûå â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 9

ïîëèíîìû R1(x),R2(x),R4(x) ëåæàò â êîëüöå Z[x ] è èõ ñòàðøèå

êîýôôèöèåíòû ðàâíû 1. Ýòî îáåñïå÷èò âûïîëíèìîñòü óñëîâèé

ñëåäñòâèÿ 1 è, çíà÷èò, ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû 10. Ñàìî

äîêàçàòåëüñòâî äîñëîâíî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 9,

ñ çàìåíîé â òåîðåìå î ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãîëåíàõ è ëåììå 2

êîëüöà Q íà êîëüöî Z.

Ãëàâà III. Àëãåáðàè÷åñêèå è òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà.



Ëåììà 4
Åñëè α àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî, òî äëÿ íåãî íàéäåòñÿ d ∈ N, äëÿ
êîòîðîãî dα öåëîå àëãåáðàè÷åñêîå.

Ïóñòü f (x) ìèíèìàëüíûé ìíîãîëåí ÷èñëà α,
f (x) = xn + an−1x

n−1 + . . .+ a0 ∈ Q[x ]. Ïóñòü d îáùèé

çíàìåíàòåëü âñåõ ai . Äîìíîæèì ìíîãî÷ëåí f (x) íà dn è

âûäåëèì â ìîíîìå ñòåïåíè k ìíîæèòåëü (dα)k :

0 = dn · f (α) = (dα)n + dan−1(dα)
n−1 + . . .+ dna0.

Çíà÷èò, ìíîãî÷ëåí A(x) = xn + dan−1x
n−1 + . . .+ dna0

îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè ïîäñòàíîâêå dα âìåñòî x , à â ñèëó
âûáîðà d èìååì A ∈ Z[x ].

Ãëàâà III. Àëãåáðàè÷åñêèå è òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà.



�3. Òåîðåìà î ïðèìèòèâíîì ýëåìåíòå.

Ïóñòü ξ1, . . . , ξm � àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà. Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì

Q(ξ1, . . . , ξm) íàèìåíüøåå ïîëå, ñîäåðæàùåå âñå ÷èñëà ξi , à
òàêæå ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q, ò.å. ìíîæåñòâî ÷èñåë âèäà

A(ξ1, . . . , ξm)

B(ξ1, . . . , ξm)
, A,B ∈ Q[ξ1, . . . , ξm], B(ξ1, . . . , ξm) 6= 0.

Ãîâîðÿò, ÷òî ÷èñëà ξ1, . . . , ξm ïîðîæäàþò ïîëå Q(ξ1, . . . , ξm). Èç
òåîðåìû 10 ñëåäóåò, ÷òî âñå åãî ýëåìåíòû ÿâëÿþòñÿ

àëãåáðàè÷åñêèìè ÷èñëàìè.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñòðóêòóðó òàêèõ ïîëåé â ñëó÷àå m = 1.

Ëåììà 5
Ïóñòü ξ àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî ñòåïåíè n. Òîãäà êàæäûé ýëåìåíò
α ïîëÿ Q(ξ) åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

α = r0 + r1ξ + · · ·+ rn−1ξ
n−1, rj ∈ Q. (3)

Ãëàâà III. Àëãåáðàè÷åñêèå è òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà.



�3. Òåîðåìà î ïðèìèòèâíîì ýëåìåíòå.

Ïóñòü ξ1, . . . , ξm � àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà. Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì

Q(ξ1, . . . , ξm) íàèìåíüøåå ïîëå, ñîäåðæàùåå âñå ÷èñëà ξi , à
òàêæå ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q, ò.å. ìíîæåñòâî ÷èñåë âèäà

A(ξ1, . . . , ξm)

B(ξ1, . . . , ξm)
, A,B ∈ Q[ξ1, . . . , ξm], B(ξ1, . . . , ξm) 6= 0.

Ãîâîðÿò, ÷òî ÷èñëà ξ1, . . . , ξm ïîðîæäàþò ïîëå Q(ξ1, . . . , ξm). Èç
òåîðåìû 10 ñëåäóåò, ÷òî âñå åãî ýëåìåíòû ÿâëÿþòñÿ

àëãåáðàè÷åñêèìè ÷èñëàìè.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñòðóêòóðó òàêèõ ïîëåé â ñëó÷àå m = 1.

Ëåììà 5
Ïóñòü ξ àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî ñòåïåíè n. Òîãäà êàæäûé ýëåìåíò
α ïîëÿ Q(ξ) åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

α = r0 + r1ξ + · · ·+ rn−1ξ
n−1, rj ∈ Q. (3)

Ãëàâà III. Àëãåáðàè÷åñêèå è òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà.



Îñâîáîæäåíèå îò çíàìåíàòåëåé.

Ïóñòü p(x) � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ξ. Êàæäûé ýëåìåíò

α ∈ Q(ξ) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå α = A(ξ)
B(ξ) , ãäå

A(x),B(x) ∈ Q[x ], B(ξ) 6= 0. Ìíîãî÷ëåí p(x) íåïðèâîäèì. Åñëè
p(x) � äåëèòåëü B(x), òî êàæäûé êîðåíü p(x) è, â ÷àñòíîñòè, ξ,
äîëæåí áûòü êîðíåì ìíîãî÷ëåíà B(x). Íî ýòî íåâåðíî. Çíà÷èò
ìíîãî÷ëåíû p(x) è B(x) âçàèìíî ïðîñòû. Â ýòîì ñëó÷àå

ñóùåñòâóþò òàêèå ìíîãî÷ëåíû u(x), v(x) ∈ Q[x ], ÷òî

u(x)p(x) + v(x)B(x) = 1.

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà x = ξ è ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî p(ξ) = 0, íàõîäèì
v(ξ)B(ξ) = 1 è α = A(ξ)v(ξ).

Ðàçäåëèì òåïåðü ìíîãî÷ëåí

A(x)v(x) íà p(x) ñ îñòàòêîì, ò.å. îïðåäåëèì ìíîãî÷ëåíû

q(x), r(x) ∈ Q[x ] óñëîâèÿìè

A(x)v(x) = q(x)p(x) + r(x), deg r(x) < deg p(x) = n.

Ïîäñòàâëÿÿ x = ξ â ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, íàõîäèì α = r(ξ),
÷òî äîêàçûâàåò (3).

Ãëàâà III. Àëãåáðàè÷åñêèå è òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà.



Îñâîáîæäåíèå îò çíàìåíàòåëåé.
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q(x), r(x) ∈ Q[x ] óñëîâèÿìè

A(x)v(x) = q(x)p(x) + r(x), deg r(x) < deg p(x) = n.

Ïîäñòàâëÿÿ x = ξ â ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, íàõîäèì α = r(ξ),
÷òî äîêàçûâàåò (3). Ãëàâà III. Àëãåáðàè÷åñêèå è òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà.



Òåîðåìà î ïðèìèòèâíîì ýëåìåíòå

Ñóùåñòâîâàíèå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ r(x), s(x) ∈ Q[x ] ñ óñëîâèÿìè

α = r(ξ), α = s(ξ), deg r(x) < n, deg s(x) < n,

îçíà÷àëî áû, ÷òî r(ξ) = s(ξ) è, ñîãëàñíî âòîðîìó èç ñâîéñòâ
ìèíèìàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ, ÷òî p(x)|(r(x)− s(x)). Ñòåïåíü
äåëèìîãî ìåíüøå n = deg p(x), ïîýòîìó r(x) = s(x).

Òåîðåìà 11 (Î ïðèìèòèâíîì ýëåìåíòå.)

Âñÿêîå ïîëå E = Q(ξ1, . . . , ξm), ïîðîæäåííîå àëãåáðàè÷åñêèìè
÷èñëàìè ξ1, . . . , ξm, ìîæåò áûòü ïîðîæäåíî îäíèì ÷èñëîì.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî θ ∈ E , ÷òî E = Q(θ).

×èñëî θ, ïîðîæäàþùåå ïîëå E , íàçûâàåòñÿ åãî ïðèìèòèâíûì

ýëåìåíòîì.

Ãëàâà III. Àëãåáðàè÷åñêèå è òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà.
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ìèíèìàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ, ÷òî p(x)|(r(x)− s(x)). Ñòåïåíü
äåëèìîãî ìåíüøå n = deg p(x), ïîýòîìó r(x) = s(x).

Òåîðåìà 11 (Î ïðèìèòèâíîì ýëåìåíòå.)

Âñÿêîå ïîëå E = Q(ξ1, . . . , ξm), ïîðîæäåííîå àëãåáðàè÷åñêèìè
÷èñëàìè ξ1, . . . , ξm, ìîæåò áûòü ïîðîæäåíî îäíèì ÷èñëîì.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî θ ∈ E , ÷òî E = Q(θ).
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Ãëàâà III. Àëãåáðàè÷åñêèå è òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà.



Ïðèìåð.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ïîëå Q(
√
2,
√
3) è ÷èñëî

θ =
√
2 +
√
3 ∈ Q(

√
2,
√
3). Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

(θ −
√
2)2 = 3, (θ −

√
3)2 = 2,

èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî

√
2 =

θ2 − 1

2θ
,

√
3 =

θ2 + 1

2θ
.

Ïîýòîìó
√
2,
√
3 ∈ Q(θ) è Q(

√
2,
√
3) = Q(θ).

Ãëàâà III. Àëãåáðàè÷åñêèå è òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà.



Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 11.

Äîêàæåì ñíà÷àëà íóæíîå óòâåðæäåíèå äëÿ ïîëÿ, ïîðîæäåííîãî

äâóìÿ àëãåáðàè÷åñêèìè ÷èñëàìè, ò.å. áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

E = Q(α, β). Ïóñòü ñòåïåíè ÷èñåë α, β ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî m
è n, à

f (x) = xm+am−1x
m−1+. . .+a0, g(x) = xn+bn−1x

n−1+. . .+b0

� èõ ìèíèìàëüíûå ìíîãî÷ëåíû. Êîðíè ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ, ò.å.

÷èñëà ñîïðÿæåííûå ñ α, β, îáîçíà÷èì α1, . . . , αm è β1, . . . , βn
ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü α = α1, β = β1. Âñå
÷èñëà αi , ðàâíî êàê è ÷èñëà βj , ðàçëè÷íû ìåæäó ñîáîé.

Âûáåðåì c ∈ Q òàê, ÷òîáû

αi + cβk 6= α1 + cβ1, ïðè (i , k) 6= (1, 1). (4)

Ýòî, î÷åâèäíî, ìîæíî ñäåëàòü, âåäü êàæäîå óðàâíåíèå

αi + xβk = α1 + xβ1 ïðè (i , k) 6= (1, 1) èìååò íå áîëåå îäíîãî
ðåøåíèÿ, à ïîëå Q áåñêîíå÷íî. Ãëàâà III. Àëãåáðàè÷åñêèå è òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà.



Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 11.

Ïîëîæèì θ = α+ cβ è îáîçíà÷èì L = Q(θ). Ñïðàâåäëèâî
âêëþ÷åíèå L ⊂ Q(α, β). Â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ áóäåò

èñïîëüçîâàòüñÿ ìíîãî÷ëåí

h(x) = f (θ − cx) ∈ L[x ].

Ïðèíàäëåæàùèå êîëüöó L[x ] ìíîãî÷ëåíû g(x) è h(x) èìåþò
îáùèé êîðåíü β, âåäü h(β) = f (θ− cβ) = f (α) = 0. Åñëè d(x) �
èõ íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü, òî ñ íåêîòîðûìè

ìíîãî÷ëåíàìè u(x), v(x) ∈ L[x ] âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

g(x)u(x) + h(x)v(x) = d(x). Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî
÷èñëî β ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà d(x) ∈ L[x ].
Òàê êàê d(x) � äåëèòåëü íåïðèâîäèìîãî íàä ïîëåì Q
ìíîãî÷ëåíà g(x), òî d(x) íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî deg d(x) > 1. Òîãäà ìíîãî÷ëåí d(x) èìååò
êîðåíü γ, îòëè÷íûé îò β. Âñå êîðíè d(x) ñîäåðæàòñÿ ñðåäè

êîðíåé ìíîãî÷ëåíà g(x). Ïîýòîìó γ = βk ñ íåêîòîðûì íîìåðîì

k > 1. Ãëàâà III. Àëãåáðàè÷åñêèå è òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà.



Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 11.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî γ ÿâëÿåòñÿ òàêæå êîðíåì ìíîãî÷ëåíà h(x), ò.å.
0 = h(γ) = f (θ − cγ), çàêëþ÷àåì, ÷òî θ − cγ = αi ñ íåêîòîðûì

íîìåðîì i . Íî òîãäà θ = αi + cβk âîïðåêè (4).

Ïîëó÷èâøååñÿ ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî deg d(x) = 1, ò.å.
d(x) = ax + b ∈ L[x ]. Íî òîãäà β = −b/a ∈ L è α = θ − cβ ∈ L.
Ñëåäîâàòåëüíî, Q(α, β) = L = Q(θ), ÷åì è çàâåðøàåòñÿ

äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 11 äëÿ ïîëåé, ïîðîæäåííûõ äâóìÿ

÷èñëàìè.

Ïóñòü òåïåðü E = Q(ξ1, . . . , ξm). Åñëè ñ÷èòàòü òåîðåìó

äîêàçàííîé äëÿ ïîëåé, ïîðîæäåííûõ m − 1 ÷èñëîì, òî

Q(ξ1, . . . , ξm−1) = Q(η) äëÿ íåêîòîðîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëà

η. Tàê ÷òî E = Q(η, ξm). Ïîëüçóÿñü óæå äîêàçàííûì
óòâåðæäåíèåì äëÿ ïîëåé, ïîðîæäåííûõ äâóìÿ ÷èñëàìè,

çàêëþ÷àåì, ÷òî ñ íåêîòîðûì θ ∈ E áóäåò âûïîëíÿòüñÿ

ðàâåíñòâî E = Q(θ).

Ãëàâà III. Àëãåáðàè÷åñêèå è òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà.



Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 11.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî γ ÿâëÿåòñÿ òàêæå êîðíåì ìíîãî÷ëåíà h(x), ò.å.
0 = h(γ) = f (θ − cγ), çàêëþ÷àåì, ÷òî θ − cγ = αi ñ íåêîòîðûì

íîìåðîì i . Íî òîãäà θ = αi + cβk âîïðåêè (4).

Ïîëó÷èâøååñÿ ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî deg d(x) = 1, ò.å.
d(x) = ax + b ∈ L[x ]. Íî òîãäà β = −b/a ∈ L è α = θ − cβ ∈ L.
Ñëåäîâàòåëüíî, Q(α, β) = L = Q(θ), ÷åì è çàâåðøàåòñÿ

äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 11 äëÿ ïîëåé, ïîðîæäåííûõ äâóìÿ

÷èñëàìè.

Ïóñòü òåïåðü E = Q(ξ1, . . . , ξm). Åñëè ñ÷èòàòü òåîðåìó

äîêàçàííîé äëÿ ïîëåé, ïîðîæäåííûõ m − 1 ÷èñëîì, òî

Q(ξ1, . . . , ξm−1) = Q(η) äëÿ íåêîòîðîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëà

η. Tàê ÷òî E = Q(η, ξm). Ïîëüçóÿñü óæå äîêàçàííûì
óòâåðæäåíèåì äëÿ ïîëåé, ïîðîæäåííûõ äâóìÿ ÷èñëàìè,

çàêëþ÷àåì, ÷òî ñ íåêîòîðûì θ ∈ E áóäåò âûïîëíÿòüñÿ

ðàâåíñòâî E = Q(θ).

Ãëàâà III. Àëãåáðàè÷åñêèå è òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà.



Ñëåäñòâèå 2

Êàæäîå ïîëå, ïîðîæäåííîå êîíå÷íûì êîëè÷åñòâîì

àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë, åñòü êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå

ïðîñòðàíñòâî íàä Q.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü E = Q(ξ1, . . . , ξm) � ïîëå, ïîðîæäåííîå

àëãåáðàè÷åñêèìè ÷èñëàìè ξ1, . . . , ξm, è θ ∈ E ïðèìèòèâíûé

ýëåìåíò E . Ñîãëàñíî ëåììå 5 êàæäûé ýëåìåíò α ïîëÿ

E = Q(θ) åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

α = r0 + r1θ + · · ·+ rn−1θ
n−1, rj ∈ Q, (5)

ãäå n = deg θ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî E = Q(θ) åñòü
êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì Q ñ áàçèñîì

1, θ, θ2, . . . , θn−1.
Ñòåïåíüþ ðàñøèðåíèÿ E ⊃ Q èëè ñòåïåíüþ ïîëÿ E íàä ïîëåì

ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîãî

ïðîñòðàíñòâà E íàä Q. Îíà îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì [E : Q], òî
åñòü [E : Q] = dimQ E = deg θ.

Ãëàâà III. Àëãåáðàè÷åñêèå è òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà.
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Ëåêöèÿ 10.

Òåîðåìà î ïðèìèòèâíîì ýëåìåíòå.
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�3. Òåîðåìà î ïðèìèòèâíîì ýëåìåíòå.
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òàêæå ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q, ò.å. ìíîæåñòâî ÷èñåë âèäà

A(ξ1, . . . , ξm)

B(ξ1, . . . , ξm)
, A,B ∈ Q[ξ1, . . . , ξm], B(ξ1, . . . , ξm) 6= 0.

Ãîâîðÿò, ÷òî ÷èñëà ξ1, . . . , ξm ïîðîæäàþò ïîëå Q(ξ1, . . . , ξm). Èç
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ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè ÷èñëàìè.

Òåîðåìà 11 (Î ïðèìèòèâíîì ýëåìåíòå.)
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 11.

Äîêàæåì ñíà÷àëà íóæíîå óòâåðæäåíèå äëÿ ïîëÿ, ïîðîæäåííîãî

äâóìÿ àëãåáðàè÷åñêèìè ÷èñëàìè, ò.å. áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

E = Q(α, β). Ïóñòü ñòåïåíè ÷èñåë α, β ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî m
è n, à

f (x) = xm+am−1x
m−1+. . .+a0, g(x) = xn+bn−1x

n−1+. . .+b0

� èõ ìèíèìàëüíûå ìíîãî÷ëåíû. Êîðíè ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ, ò.å.

÷èñëà ñîïðÿæåííûå ñ α, β, îáîçíà÷èì α1, . . . , αm è β1, . . . , βn
ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü α = α1, β = β1. Âñå
÷èñëà αi , ðàâíî êàê è ÷èñëà βj , ðàçëè÷íû ìåæäó ñîáîé.

Âûáåðåì c ∈ Q òàê, ÷òîáû

αi + cβk 6= α1 + cβ1, ïðè (i , k) 6= (1, 1). (1)

Ýòî, î÷åâèäíî, ìîæíî ñäåëàòü, âåäü êàæäîå óðàâíåíèå

αi + xβk = α1 + xβ1 ïðè (i , k) 6= (1, 1) èìååò íå áîëåå îäíîãî
ðåøåíèÿ, à ïîëå Q áåñêîíå÷íî.

Ëåêöèÿ 10. Òåîðåìà î ïðèìèòèâíîì ýëåìåíòå. Àëãåáðàè÷åñêàÿ çàìêíóòîñòü ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë. Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ.



Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 11.

Ïîëîæèì θ = α+ cβ è îáîçíà÷èì L = Q(θ). Ñïðàâåäëèâî
âêëþ÷åíèå L ⊂ Q(α, β). Â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ áóäåò

èñïîëüçîâàòüñÿ ìíîãî÷ëåí

h(x) = f (θ − cx) ∈ L[x ].

Ïðèíàäëåæàùèå êîëüöó L[x ] ìíîãî÷ëåíû g(x) è h(x) èìåþò
îáùèé êîðåíü β, âåäü h(β) = f (θ− cβ) = f (α) = 0. Åñëè d(x) �
èõ íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü, òî ñ íåêîòîðûìè

ìíîãî÷ëåíàìè u(x), v(x) ∈ L[x ] âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

g(x)u(x) + h(x)v(x) = d(x). Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî
÷èñëî β ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà d(x) ∈ L[x ].
Òàê êàê d(x) � äåëèòåëü íåïðèâîäèìîãî íàä ïîëåì Q
ìíîãî÷ëåíà g(x), òî d(x) íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî deg d(x) > 1. Òîãäà ìíîãî÷ëåí d(x) èìååò
êîðåíü γ, îòëè÷íûé îò β. Âñå êîðíè d(x) ñîäåðæàòñÿ ñðåäè
êîðíåé ìíîãî÷ëåíà g(x). Ïîýòîìó γ = βk ñ íåêîòîðûì íîìåðîì

k > 1.
Ëåêöèÿ 10. Òåîðåìà î ïðèìèòèâíîì ýëåìåíòå. Àëãåáðàè÷åñêàÿ çàìêíóòîñòü ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë. Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ.



Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 11.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî γ ÿâëÿåòñÿ òàêæå êîðíåì ìíîãî÷ëåíà h(x), ò.å.
0 = h(γ) = f (θ − cγ), çàêëþ÷àåì, ÷òî θ − cγ = αi ñ íåêîòîðûì

íîìåðîì i . Íî òîãäà θ = αi + cβk âîïðåêè (1).

Ïîëó÷èâøååñÿ ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî deg d(x) = 1, ò.å.
d(x) = ax + b ∈ L[x ]. Íî òîãäà β = −b/a ∈ L è α = θ − cβ ∈ L.
Ñëåäîâàòåëüíî, Q(α, β) = L = Q(θ), ÷åì è çàâåðøàåòñÿ

äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 11 äëÿ ïîëåé, ïîðîæäåííûõ äâóìÿ

÷èñëàìè.

Ïóñòü òåïåðü E = Q(ξ1, . . . , ξm). Åñëè ñ÷èòàòü òåîðåìó

äîêàçàííîé äëÿ ïîëåé, ïîðîæäåííûõ m − 1 ÷èñëîì, òî
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çàêëþ÷àåì, ÷òî ñ íåêîòîðûì θ ∈ E áóäåò âûïîëíÿòüñÿ

ðàâåíñòâî E = Q(θ).
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Ñëåäñòâèå 1

Êàæäîå ïîëå, ïîðîæäåííîå êîíå÷íûì êîëè÷åñòâîì

àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë, åñòü êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå

ïðîñòðàíñòâî íàä Q.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü E = Q(ξ1, . . . , ξm) � ïîëå, ïîðîæäåííîå

àëãåáðàè÷åñêèìè ÷èñëàìè ξ1, . . . , ξm, è θ ∈ E ïðèìèòèâíûé

ýëåìåíò E . Ñîãëàñíî ëåììå 5 ïðîøëîé ëåêöèè êàæäûé ýëåìåíò

α ïîëÿ E = Q(θ) åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

α = r0 + r1θ + · · ·+ rn−1θ
n−1, rj ∈ Q, (2)

ãäå n = deg θ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî E = Q(θ) åñòü
êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì Q ñ áàçèñîì

1, θ, θ2, . . . , θn−1.

Ñòåïåíüþ ðàñøèðåíèÿ E ⊃ Q èëè ñòåïåíüþ ïîëÿ E íàä ïîëåì

ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîãî

ïðîñòðàíñòâà E íàä Q. Îíà îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì [E : Q], òî
åñòü [E : Q] = dimQ E = deg θ.

Ëåêöèÿ 10. Òåîðåìà î ïðèìèòèâíîì ýëåìåíòå. Àëãåáðàè÷åñêàÿ çàìêíóòîñòü ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë. Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ.



�4. Àëãåáðàè÷åñêàÿ çàìêíóòîñòü ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ

÷èñåë.

Òåîðåìà 12

Åñëè ÷èñëî ξ � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà

ϕ(x) = αmx
m + . . .+ α1x + α0, αm 6= 0,

ñ àëãåáðàè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè αi , òî ξ � àëãåáðàè÷åñêîå
÷èñëî.

Èíûìè ñëîâàìè, ýòà òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî ïîëå âñåõ

àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë íåëüçÿ ðàñøèðèòü, ïðèñîåäèíèâ ê íåìó

êîðåíü êàêîãî-ëèáî ìíîãî÷ëåíà ñ àëãåáðàè÷åñêèìè

êîýôôèöèåíòàìè. Ýòî ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé

çàìêíóòîñòüþ. Ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë òàêæå îáëàäàåò ýòèì

ñâîéñòâîì.

Ëåêöèÿ 10. Òåîðåìà î ïðèìèòèâíîì ýëåìåíòå. Àëãåáðàè÷åñêàÿ çàìêíóòîñòü ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë. Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ.



Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî αm = 1. Ñîãëàñíî
òåîðåìå î ïðèìèòèâíîì ýëåìåíòå äëÿ íåêîòîðîãî

àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëà θ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

E = Q(α0, α1, . . . , αm−1) = Q(θ). Îáîçíà÷èì n = deg θ. Ïî
ëåììå ?? ñóùåñòâóþò òàêèå ìíîãî÷ëåíû aj(x) ∈ Q[x ],
0 ≤ j < m, ÷òî deg aj(x) < n è αj = aj(θ).
Ïóñòü θ1 = θ, θ2, . . . , θn � ÷èñëà, ñîïðÿæåííûå ñ θ. Oáîçíà÷èì

P(x , y) = xm + am−1(y)x
m−1 + . . .+ a1(y)x + a0(y) ∈ Q[x , y ].

Ïî ëåììå 2 èç ëåêöèè 9

R(x) =
n∏

j=1

P(x , θj) ∈ Q[x ].

Tàê êàê P(ξ, θ1) = 0, òî R(ξ) = 0 è çíà÷èò, ξ � àëãåáðàè÷åñêîå
÷èñëî.

Ëåêöèÿ 10. Òåîðåìà î ïðèìèòèâíîì ýëåìåíòå. Àëãåáðàè÷åñêàÿ çàìêíóòîñòü ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë. Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ.



�5. Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ.

Ïóñòü E ⊃ Q � êîíå÷íî ïîðîæä¼ííîå ðàñøèðåíèå.

Îòîáðàæåíèå σ : E → C íàçûâàåòñÿ âëîæåíèåì, åñëè σ
ñîõðàíÿåò àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè è åñòü âçàèìíî

îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå E íà σ(E ).

Òåîðåìà 13

Ïóñòü E � êîíå÷íî ïîðîæä¼ííîå ðàñøèðåíèå Q è n = [E : Q].
Ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè n âëîæåíèé E â C. Åñëè E = Q(θ) è
θ1, . . . , θn ÷èñëà, ñîïðÿæåííûå ñ θ, òî âñå îòîáðàæåíèÿ
σi : E → C, çàäàâàåìûå äëÿ

α = c0 + c1θ + . . .+ cn−1θ
n−1, cj ∈ Q,

ðàâåíñòâàìè

σi (α) = c0 + c1θi + . . .+ cn−1θ
n−1
i , 1 ≤ i ≤ n,

ñóòü ðàçëè÷íûå âëîæåíèÿ E â C.

Ëåêöèÿ 10. Òåîðåìà î ïðèìèòèâíîì ýëåìåíòå. Àëãåáðàè÷åñêàÿ çàìêíóòîñòü ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë. Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ.



�5. Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ.

Ïóñòü E ⊃ Q � êîíå÷íî ïîðîæä¼ííîå ðàñøèðåíèå.

Îòîáðàæåíèå σ : E → C íàçûâàåòñÿ âëîæåíèåì, åñëè σ
ñîõðàíÿåò àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè è åñòü âçàèìíî

îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå E íà σ(E ).

Òåîðåìà 13

Ïóñòü E � êîíå÷íî ïîðîæä¼ííîå ðàñøèðåíèå Q è n = [E : Q].
Ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè n âëîæåíèé E â C. Åñëè E = Q(θ) è
θ1, . . . , θn ÷èñëà, ñîïðÿæåííûå ñ θ, òî âñå îòîáðàæåíèÿ
σi : E → C, çàäàâàåìûå äëÿ

α = c0 + c1θ + . . .+ cn−1θ
n−1, cj ∈ Q,

ðàâåíñòâàìè

σi (α) = c0 + c1θi + . . .+ cn−1θ
n−1
i , 1 ≤ i ≤ n,

ñóòü ðàçëè÷íûå âëîæåíèÿ E â C.
Ëåêöèÿ 10. Òåîðåìà î ïðèìèòèâíîì ýëåìåíòå. Àëãåáðàè÷åñêàÿ çàìêíóòîñòü ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë. Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ.



Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî σj îòîáðàæàåò ìíîæåñòâî E íà σj(E )
âçàèìíî îäíîçíàíî. Ïóñòü α = g(θ), β = h(θ), ãäå g(x), h(x) �
ìíîãî÷ëåíû èç Q[x ] ñòåïåíè íå âûøå n − 1, è σj(α) = σj(β).
Òîãäà g(θj) = h(θj). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
deg θj = n > deg(g(x)− h(x)), çàêëþ÷àåì, ÷òî g(x) = h(x) è
α = g(θ) = h(θ) = β. Âçàèìíàÿ îäíîçíà÷íîñòü äîêàçàíà.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî σj ñîõðàíÿåò îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ

îáîçíà÷èì ϕ(x) = g(x) + h(x), degϕ(x) ≤ n − 1. Òîãäà
α+ β = ϕ(θ) è

σj(α+ β) = ϕ(θj) = g(θj) + h(θj) = σj(α) + σj(β).

Îáîçíà÷èì f (x) ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ÷èñëà θ,
deg f (x) = n. Ñóùåñòâóþò ìíîãîëåíû
q(x), r(x) ∈ Q[x ], deg r(x) ≤ n − 1 òàêèå, ÷òî

g(x)h(x) = q(x)f (x) + r(x).

Òîãäà, ïîñêîëüêó f (θ) = f (θj) = 0 è αβ = g(θ)h(θ) = r(θ)
èìååì

σj(αβ) = r(θj) = g(θj)h(θj) = σj(α)σj(β).
Ëåêöèÿ 10. Òåîðåìà î ïðèìèòèâíîì ýëåìåíòå. Àëãåáðàè÷åñêàÿ çàìêíóòîñòü ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë. Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ.



Äîêàæåì àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ äëÿ ðàçíîñòè è îòíîøåíèÿ.

Åñëè α− β = γ, òî α = β + γ, σj(α) = σj(β) + σj(γ) è
σj(α− β) = σj(γ) = σj(α)− σj(β).
Åñëè γ = α

β , ãäå β 6= 0, òî α = βγ, σj(α) = σj(β)σj(γ) è

σj

(
α

β

)
= σj(γ) =

σj(α)

σj(β)
.

Çäåñü èñïîëüçîâàëîñü òî, ÷òî σj(β) 6= 0, âåäü ïî äîêàçàííîìó
ðàíåå îòîáðàæåíèå σj âçàèìíî îäíîçíàíî è σj(0) = 0.
Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî σj ñîõðàíÿåò àðèôìåòè÷åñêèå
îïåðàöèè, ò.å. σj ãîìîìîðôèçì äîêàçàíî.

Âñå σj ðàçëè÷íû, ïîñêîëüêó σj(θ) = θj 6= θi = σi (θ) ïðè i 6= j .

Ëåêöèÿ 10. Òåîðåìà î ïðèìèòèâíîì ýëåìåíòå. Àëãåáðàè÷åñêàÿ çàìêíóòîñòü ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë. Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ.



Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî äðóãèõ âëîæåíèé, êðîìå îïðåäåë¼ííûõ â

òåîðåìå 13, íåò. Ïóñòü σ ïðîèçâîëüíîå âëîæåíèå. Òîãäà ïðè

íàòóðàëüíîì n è öåëûõ p, q > 0 èìååì

σ(0) = σ(0 + 0) = σ(0) + σ(0)⇒ σ(0) = 0;

σ(1) = σ(1 · 1) = σ(1) · σ(1)⇒ σ(1) = 1;

σ(n) = σ(1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n

) = σ(1) + · · ·+ σ(1)︸ ︷︷ ︸
n

= nσ(1) = n;

σ(−n) = σ(0− n) = σ(0)− σ(n) = 0− n = −n;

σ

(
p

q

)
=
σ(p)

σ(q)
=

p

q
.

Èòàê, σ åñòü òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå íà ìíîæåñòâå

ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Ïîäåéñòâîâàâ íà ðàâåíñòâî

f (θ) = θν + aν−1θ
ν−1 + . . .+ a0 = 0, aj ∈ Q,

âëîæåíèåì σ, ïîëó÷èì

σ(θ)ν + aν−1σ(θ)
ν−1 + . . .+ a0 = 0.

Ëåêöèÿ 10. Òåîðåìà î ïðèìèòèâíîì ýëåìåíòå. Àëãåáðàè÷åñêàÿ çàìêíóòîñòü ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë. Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ.



Òàê ÷òî ÷èñëî σ(θ) äîëæíî ñîâïàäàòü ñ îäíèì èç êîðíåé θj
ìíîãî÷ëåíà f (x). À òîãäà îòîáðàæåíèå σ ñîâïàäàåò ñ σj .
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü α = r(θ), òîãäà σ(α) = r(σ(θ) = r(θj).
Ïî òåîðåìå î ïðèìèòèâíîì ýëåìåíòå êàæäîå êîíå÷íî

ïîðîæä¼ííîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ Q ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â

âèäå Q(θ). Ýòî äîêàçûâàåò òàêæå è ïåðâîå óòâåðæäåíèå

òåîðåìû.

Ëåêöèÿ 10. Òåîðåìà î ïðèìèòèâíîì ýëåìåíòå. Àëãåáðàè÷åñêàÿ çàìêíóòîñòü ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë. Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ.



Ðàññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ, êàê óñòðîåíû îáðàçû

ôèêñèðîâàííîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëà ïîä äåéñòâèåì

âëîæåíèé.

Òåîðåìà 14

Ïóñòü E ⊃ Q, ν = [E : Q], α ∈ E , degα = m. Òîãäà m | ν è

ìíîæåñòâî σ1(α), . . . , σν(α) ñîñòîèò èç ñîïðÿæåííûõ ÷èñëà α.
Êàæäîå èõ íèõ ïîâòîðÿåòñÿ â ýòîì ìíîæåñòâå ðîâíî ν

m ðàç.

Ïóñòü E = Q(θ) è α = r(θ). Òîãäà ìíîãî÷ëåí

F (x) =
ν∏

j=1

(x − σj(α)) =
ν∏

j=1

(x − r(θj)),

ïî ñëåäñòâèmþ èç òåîðåìû î ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ

ëåæèò â Q[x ]. Îáîçíà÷èì ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ÷èñëà α
ñèìâîëîì f (x) è ðàçäåëèì ìíîãî÷ëåí F (x) íà ìàêñèìàëüíî
âîçìîæíóþ ñòåïåíü f (x), ò.å. ïðåäñòàâèì F (x) â âèäå

F (x) = f (x)kd(x), f (x) - d(x), k ≥ 0. (3)

Ëåêöèÿ 10. Òåîðåìà î ïðèìèòèâíîì ýëåìåíòå. Àëãåáðàè÷åñêàÿ çàìêíóòîñòü ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë. Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ.



F (x) =
ν∏

j=1

(x − σj(α)) =
ν∏

j=1

(x − r(θj)),

F (x) = f (x)kd(x), f (x) - d(x), k ≥ 0. (4)

Äîêàæåì, ÷òî d(x) ∈ Q. Åñëè deg d ≥ 1 è β êîðåíü d(x), òî
F (β) = 0. Çíà÷èò, íàéäåòñÿ èíäåêñ j , äëÿ êîòîðîãî β = σj(α) �
êîðåíü ìíîãî÷ëíà f (x). Ïîäåéñòâóåì íà ðàâåíñòâî f (α) = 0
âëîæåíèåì σj . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ f (σj(α) = 0, òî åñòü
f (β) = 0. Ñòàëî áûòü, ìíîãî÷ëåíû f (x) è d(x) èìåþò îáùèé
êîðåíü. Îáà îíè ëåæàò â êîëüöå Q[x ] è f (x) íåïðèâîäèì,
ïîýòîìó f (x) | d(x) âîïðåêè (3). Ïîëó÷èâøååñÿ ïðîòèâîðå÷èå

îçíà÷àåò, ÷òî d(x) íå èìååò êîðíåé. Ïîñêîëüêó ñòàðøèå
êîýôôèöèåíòû ó ìíîãîëåíîâ F (x) è f (x) ðàâíû 1, òî d(x) = 1
è F (x) = f (x)k . Ñëåâà ñòîèò ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè ν, à ñïðàâà
ñòåïåíè km, îòñþäà è ñëåäóåò, ÷òî, âî ïåðâûõ, m | ν, à âî
âòîðûõ, ìíîæåñòâî êîðíåé F (x) ñîñòîèò èç âñåõ êîðíåé f (x),
ïðè÷¼ì êàæäûé êîðåíü ïîâòîðÿåòñÿ k ðàç.

Ëåêöèÿ 10. Òåîðåìà î ïðèìèòèâíîì ýëåìåíòå. Àëãåáðàè÷åñêàÿ çàìêíóòîñòü ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë. Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ.



Âûøå áûëî äîêàçàíî, ÷òî ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà íå ìåíÿþòñÿ

ïîä äåéñòâèåì âëîæåíèé. Âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 2

Åñëè ÷èñëî α ∈ E îñòà¼òñÿ íåèçìåííûì ïîä äåéñòâèåì âñåõ

âëîæåíèé ïîëÿ E â C, òî îíî ðàöèîíàëüíî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî degα ≥ 2. Òîãäà â ñèëó ïðåäûäóùåé
òåîðåìû â íàáîðå σ1(α), . . . , σν(α) äîëæíî áûòü õîòÿ áû äâà

ðàçëè÷íûõ ÷èñëà, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Ëåêöèÿ 10. Òåîðåìà î ïðèìèòèâíîì ýëåìåíòå. Àëãåáðàè÷åñêàÿ çàìêíóòîñòü ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë. Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ.



Ðàñøèðåíèå E ⊃ Q íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî

âëîæåíèÿ σ : E → C âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî σ(E ) = E .
Ïðèìåðû.

1. E = Q(
√
2). Çäåñü òîëüêî äâà âëîæåíèÿ:

σ1(a+ b
√
2) = a+ b

√
2, σ2(a+ b

√
2) = a− b

√
2, a, b ∈ Q

ßñíî, ÷òî äëÿ îáîèõ âëîæåíèé âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

σ(E ) = E . Ïîëå E íîðìàëüíîå.

2. F = Q( 3
√
2). Ìíîãî÷ëåí x3 − 2 èìååò òðè êîðíÿ: 3

√
2, ξ 3
√
2,

ξ2 3
√
2, ãäå ξ = e

2πi
3 . Ðàññìîòðèì âëîæåíèå σ ïîëÿ F â ïîëå C

σ(a+ b
3
√
2 + c

3
√
4)→ a+ bξ

3
√
2 + cξ2

3
√
4.

Òàê êàê F � äåéñòâèòåëüíîå ïîëå, íî σ( 3
√
2) = ξ 3

√
2 � íå

äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, òî σ(F ) 6= F . Çíà÷èò, F ⊃ Q íå

íîðìàëüíîå ðàñøèðåíèå.

Ëåêöèÿ 10. Òåîðåìà î ïðèìèòèâíîì ýëåìåíòå. Àëãåáðàè÷åñêàÿ çàìêíóòîñòü ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë. Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ.



Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íîðìàëüíîñòè

Òåîðåìà 15

Ïóñòü E = Q(ξ1, . . . , ξm), ãäå ξ1, . . . , ξm ñóòü àëãåáðàèåñêèå

÷èñëà, è âñå ñîïðÿæåííûå êàæäîãî èç ξi ïðèíàäëåæàò E . Òîãäà
E íîðìàëüíî.

Ïóñòü α ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç ïîëÿ E . Òîãäà ñïðàâåäëèâî
ïðåäñòàâëåíèå:

α =
A(ξ1, . . . , ξm)

B(ξ1, . . . , ξm)
, A,B ∈ Q[x1, . . . , xm], B(ξ1, . . . , ξm) 6= 0.

Ïîäåéñòâóåì âëîæåíèåì σ íà ýòî ðàâåíñòâî. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

B(σ(ξ1), . . . , σ(ξm)) = σ(B(ξ1, . . . , ξm)) 6= 0, ïîëó÷àåì

σ(α) =
A(σ(ξ1), . . . , σ(ξm))

B(σ(ξ1), . . . , σ(ξm))
.

Òàê êàê σ(ξi ) ñîïðÿæåíî ñ ξi , òî, ñîãëàñíî óñëîâèþ, ïðè ëþáîì

i íàõîäèì σ(ξi ) ∈ E . Çíà÷èò, σ(α) ∈ E è σ(E ) ⊂ E .
Ëåêöèÿ 10. Òåîðåìà î ïðèìèòèâíîì ýëåìåíòå. Àëãåáðàè÷åñêàÿ çàìêíóòîñòü ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë. Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ.



Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íîðìàëüíîñòè

Äîêàæåì òåïåðü îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Ïóñòü E = Q(θ),
θ1, . . . , θν � ÷èñëà, ñîïðÿæåííûå ñ θ. Îáðàç θ ïðè îòîáðàæåíèè

σ � îäíî èç ñîïðÿæ¼ííûõ ñ θ ÷èñåë, ïóñòü ýòî áóäåò θk . ×èñëà
1, θk , . . . , θ

ν−1
k ∈ E îáðàçóþò áàçèñ E (ñòåïåíü θk ðàâíà ν), è

ïîòîìó âñÿêîå β ∈ E ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

β = r0 + r1θk + . . .+ rν−1θ
ν−1
k .

Íàéä¼ì ïðîîáðàç ýòîãî ýëåìåíòà: èìåííî, ïîëîæèì

α = r0 + r1θ + . . .+ rν−1θ
ν−1 ∈ E .

ßñíî ÷òî σ(α) = β. À ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî E ⊂ σ(E ).

Ëåêöèÿ 10. Òåîðåìà î ïðèìèòèâíîì ýëåìåíòå. Àëãåáðàè÷åñêàÿ çàìêíóòîñòü ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë. Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ.



Åñëè E íîðìàëüíîå ðàñøèðåíèå, òî îòîáðàæåíèå, îáðàòíîå ê

âëîæåíèþ, òîæå ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì, è êîìïîçèöèÿ äâóõ

âëîæåíèé ñíîâà âëîæåíèå. Èíà÷å ãîâîðÿ, âëîæåíèÿ îáðàçóþò

ãðóïïó.

Ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ íîðìàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ íàçûâàåòñÿ

åãî ãðóïïîé Ãàëóà.

Ëåêöèÿ 10. Òåîðåìà î ïðèìèòèâíîì ýëåìåíòå. Àëãåáðàè÷åñêàÿ çàìêíóòîñòü ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë. Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ.



�6. Íîðìà â êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ ðàñøèðåíèÿõ

Ïóñòü E ðàñøèðåíèå Q è ν = [E : Q], σ1, . . . , σν âëîæåíèÿ E â

C. Íîðìîé ýëåìåíòà α èç E â Q íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

N(α) =
ν∏

j=1

σj(α).

Òåîðåìà 16 (Ñâîéñòâà íîðìû)

1. Åñëè α ∈ E , ν = [E : Q] è f (x) = xd + ad−1x
d−1 + . . .+ a0

∈ Q[x ] � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí α, òî N(α) = (−1)νaν/d0 . Â

÷àñòíîñòè, åñëè α ∈ Q, òî N(α) = αν .
2. Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà α ∈ E åãî íîðìà N(α) ïðèíàäëåæèò Q, à,
åñëè α � öåëîå àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî, òî N(α) ∈ Z.
3. Èç ðàâåíñòâà N(α) = 0 ñëåäóåò α = 0. Îáðàòíîå òàêæå âåðíî.
4. Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë α, β ïîëÿ E ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

N(α · β) = N(α)N(β).
Ëåêöèÿ 10. Òåîðåìà î ïðèìèòèâíîì ýëåìåíòå. Àëãåáðàè÷åñêàÿ çàìêíóòîñòü ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë. Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ.



Äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâ íîðìû.

1. Ïóñòü α1, . . . , αd âñå ÷èñëà, ñîïðÿæ¼ííûå ñ α. Ïðèìåíÿÿ
òåîðåìó 15 èç ïðåäûäóùåé ëåêöèè è îáîçíà÷àÿ k = ν

d ,

ïîëó÷àåì, ÷òî

N(α) = (α1 · · ·αd)
k =

(
(−1)da0

)k
= (−1)νak0 .

Çäåñü èñïîëüçîâàëàñü ôîðìóëà Âèåòà α1 · · ·αd = (−1)da0.
2. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ïåðâîãî ñâîéñòâà íîðìû è òîãî

ôàêòà, ÷òî a0 ∈ Q. À â ñëó÷àå öåëîãî àëãåáðàè÷åñêîãî α èìååì

a0 ∈ Z.
3. Åñëè N(α) = 0, òî íàéä¼òñÿ èíäåêñ j , äëÿ êîòîðîãî
σj(α) = 0. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî σj âëîæåíèå, çàêëþ÷àåì α = 0.
Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.

4.

N(α · β) =
ν∏

j=1

σj(α · β) =
ν∏

j=1

σj(α)σj(β) = N(α)N(β).

Ëåêöèÿ 10. Òåîðåìà î ïðèìèòèâíîì ýëåìåíòå. Àëãåáðàè÷åñêàÿ çàìêíóòîñòü ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë. Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ.



Êîíåö
äåñÿòîé ëåêöèè.

Ëåêöèÿ 10. Òåîðåìà î ïðèìèòèâíîì ýëåìåíòå. Àëãåáðàè÷åñêàÿ çàìêíóòîñòü ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë. Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ.



Ëåêöèÿ 11.
Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ. Íîðìà â êîíå÷íî

ïîðîæä¼ííûõ ðàñøèðåíèÿõ.
Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ è ñóùåñòâîâàíèå

òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë. Èððàöèîíàëüíîñòü e.

Ëåêöèÿ 11. Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ. Íîðìà â êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ ðàñøèðåíèÿõ. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ è ñóùåñòâîâàíèå òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë. Èððàöèîíàëüíîñòü e.



�5. Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ (ïðîäîëæåíèå).

Ðàñøèðåíèå E ⊃ Q íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî

âëîæåíèÿ σ : E → C âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî σ(E ) = E .
Ïðèìåðû.

1. E = Q(
√
2). Çäåñü òîëüêî äâà âëîæåíèÿ:

σ1(a+ b
√
2) = a+ b

√
2, σ2(a+ b

√
2) = a− b

√
2, a, b ∈ Q

ßñíî, ÷òî äëÿ îáîèõ âëîæåíèé âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

σ(E ) = E . Ïîëå E íîðìàëüíîå.

2. F = Q( 3
√
2). Ìíîãî÷ëåí x3 − 2 èìååò òðè êîðíÿ: 3

√
2, ξ 3
√
2,

ξ2 3
√
2, ãäå ξ = e

2πi
3 . Ðàññìîòðèì âëîæåíèå σ ïîëÿ F â ïîëå C

σ(a+ b
3
√
2 + c

3
√
4)→ a+ bξ

3
√
2 + cξ2

3
√
4.

Òàê êàê F � äåéñòâèòåëüíîå ïîëå, íî σ( 3
√
2) = ξ 3

√
2 � íå

äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, òî σ(F ) 6= F . Çíà÷èò, F ⊃ Q íå

íîðìàëüíîå ðàñøèðåíèå.
Ëåêöèÿ 11. Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ. Íîðìà â êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ ðàñøèðåíèÿõ. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ è ñóùåñòâîâàíèå òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë. Èððàöèîíàëüíîñòü e.



Òåîðåìà 17 (Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íîðìàëüíîñòè)

Ïóñòü E = Q(ξ1, . . . , ξm), ãäå ξ1, . . . , ξm ñóòü àëãåáðàèåñêèå

÷èñëà, è âñå ñîïðÿæåííûå êàæäîãî èç ξi ïðèíàäëåæàò E . Òîãäà
E íîðìàëüíî.

Ïóñòü α ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç ïîëÿ E . Òîãäà ñïðàâåäëèâî
ïðåäñòàâëåíèå:

α =
A(ξ1, . . . , ξm)

B(ξ1, . . . , ξm)
, A,B ∈ Q[x1, . . . , xm], B(ξ1, . . . , ξm) 6= 0.

Ïîäåéñòâóåì âëîæåíèåì σ íà ýòî ðàâåíñòâî. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

B(σ(ξ1), . . . , σ(ξm)) = σ(B(ξ1, . . . , ξm)) 6= 0, ïîëó÷àåì

σ(α) =
A(σ(ξ1), . . . , σ(ξm))

B(σ(ξ1), . . . , σ(ξm))
.

Òàê êàê σ(ξi ) ñîïðÿæåíî ñ ξi , òî, ñîãëàñíî óñëîâèþ, ïðè ëþáîì

i íàõîäèì σ(ξi ) ∈ E . Çíà÷èò, σ(α) ∈ E è σ(E ) ⊂ E .

Ëåêöèÿ 11. Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ. Íîðìà â êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ ðàñøèðåíèÿõ. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ è ñóùåñòâîâàíèå òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë. Èððàöèîíàëüíîñòü e.



Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íîðìàëüíîñòè

Äîêàæåì òåïåðü îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Ïóñòü E = Q(θ),
θ1, . . . , θν � ÷èñëà, ñîïðÿæåííûå ñ θ. Îáðàç θ ïðè îòîáðàæåíèè

σ � îäíî èç ñîïðÿæ¼ííûõ ñ θ ÷èñåë, ïóñòü ýòî áóäåò θk . ×èñëà
1, θk , . . . , θ

ν−1
k ∈ E îáðàçóþò áàçèñ E (ñòåïåíü θk ðàâíà ν), è

ïîòîìó âñÿêîå β ∈ E ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

β = r0 + r1θk + . . .+ rν−1θ
ν−1
k .

Íàéä¼ì ïðîîáðàç ýòîãî ýëåìåíòà: èìåííî, ïîëîæèì

α = r0 + r1θ + . . .+ rν−1θ
ν−1 ∈ E .

ßñíî ÷òî σ(α) = β. À ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî E ⊂ σ(E ).

Ëåêöèÿ 11. Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ. Íîðìà â êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ ðàñøèðåíèÿõ. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ è ñóùåñòâîâàíèå òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë. Èððàöèîíàëüíîñòü e.



Åñëè E íîðìàëüíîå ðàñøèðåíèå, òî îòîáðàæåíèå, îáðàòíîå ê

âëîæåíèþ, òîæå ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì, è êîìïîçèöèÿ äâóõ

âëîæåíèé ñíîâà âëîæåíèå. Èíà÷å ãîâîðÿ, âëîæåíèÿ îáðàçóþò

ãðóïïó.

Ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ íîðìàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ íàçûâàåòñÿ

åãî ãðóïïîé Ãàëóà.

Ëåêöèÿ 11. Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ. Íîðìà â êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ ðàñøèðåíèÿõ. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ è ñóùåñòâîâàíèå òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë. Èððàöèîíàëüíîñòü e.



�6. Íîðìà â êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ ðàñøèðåíèÿõ

Ïóñòü E ðàñøèðåíèå Q è ν = [E : Q], σ1, . . . , σν âëîæåíèÿ E â

C. Íîðìîé ýëåìåíòà α èç E â Q íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

N(α) =
ν∏

j=1

σj(α).

Òåîðåìà 18 (Ñâîéñòâà íîðìû)

1. Åñëè α ∈ E , ν = [E : Q] è f (x) = xd + ad−1x
d−1 + . . .+ a0

∈ Q[x ] � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí α, òî N(α) = (−1)νaν/d0 . Â

÷àñòíîñòè, åñëè α ∈ Q, òî N(α) = αν .
2. Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà α ∈ E åãî íîðìà N(α) ïðèíàäëåæèò Q, à,
åñëè α � öåëîå àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî, òî N(α) ∈ Z.
3. Èç ðàâåíñòâà N(α) = 0 ñëåäóåò α = 0. Îáðàòíîå òàêæå âåðíî.
4. Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë α, β ïîëÿ E ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

N(α · β) = N(α)N(β).
Ëåêöèÿ 11. Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ. Íîðìà â êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ ðàñøèðåíèÿõ. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ è ñóùåñòâîâàíèå òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë. Èððàöèîíàëüíîñòü e.



Äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâ íîðìû.

1. Ïóñòü α1, . . . , αd âñå ÷èñëà, ñîïðÿæ¼ííûå ñ α. Ïðèìåíÿÿ
òåîðåìó 15 èç ïðåäûäóùåé ëåêöèè è îáîçíà÷àÿ k = ν

d ,

ïîëó÷àåì, ÷òî

N(α) = (α1 · · ·αd)
k =

(
(−1)da0

)k
= (−1)νak0 .

Çäåñü èñïîëüçîâàëàñü ôîðìóëà Âèåòà α1 · · ·αd = (−1)da0.
2. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ïåðâîãî ñâîéñòâà íîðìû è òîãî

ôàêòà, ÷òî a0 ∈ Q. À â ñëó÷àå öåëîãî àëãåáðàè÷åñêîãî α èìååì

a0 ∈ Z.
3. Åñëè N(α) = 0, òî íàéä¼òñÿ èíäåêñ j , äëÿ êîòîðîãî
σj(α) = 0. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî σj âëîæåíèå, çàêëþ÷àåì α = 0.
Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.

4.

N(α · β) =
ν∏

j=1

σj(α · β) =
ν∏

j=1

σj(α)σj(β) = N(α)N(β).

Ëåêöèÿ 11. Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ. Íîðìà â êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ ðàñøèðåíèÿõ. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ è ñóùåñòâîâàíèå òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë. Èððàöèîíàëüíîñòü e.



�7. Ïðèáëèæåíèå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë ðàöèîíàëüíûìè.

Ëþáîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ ñ

ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, íàçûâàåòñÿ

òðàíñöåíäåíòíûì (Ëåéáíèö).

Â 1844ã. Æ. Ëèóâèëëü äîêàçàë, ÷òî àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà íå

ìîãóò ñëèøêîì õîðîøî ïðèáëèæàòüñÿ ðàöèîíàëüíûìè. Ýòî

ñâîéñòâî ïîçâîëèëî åìó ïîñòðîèòü ïåðâûå ïðèìåðû

òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë. Åñëè α � êîìïëåêñíîå ÷èñëî, òî äëÿ

ëþáîãî ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà p
q âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî∣∣∣α− p

q

∣∣∣ ≥ |=α| è ÿñíî, ÷òî ê ÷èñëó α èç C \ R íåëüçÿ

ïðèáëèçèòüñÿ ðàöèîíàëüíûì íà ðàññòîÿíèå ìåíüøåå |=α|. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà âñþäó ïëîòíû íà

äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé è, ìîãóò ïðèáëèæàòü ëþáîå

äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ. Çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ

ñîäåðæàòåëüíîé, åñëè îöåíèâàòü ðàññòîÿíèå, íàïðèìåð, â

çàâèñèìîñòè îò çíàìåíàòåëÿ ïðèáëèæàþùåãî ðàöèîíàëüíîãî

÷èñëà.

Ëåêöèÿ 11. Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ. Íîðìà â êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ ðàñøèðåíèÿõ. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ è ñóùåñòâîâàíèå òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë. Èððàöèîíàëüíîñòü e.



�7. Ïðèáëèæåíèå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë ðàöèîíàëüíûìè.

Ëþáîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ ñ

ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, íàçûâàåòñÿ

òðàíñöåíäåíòíûì (Ëåéáíèö).

Â 1844ã. Æ. Ëèóâèëëü äîêàçàë, ÷òî àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà íå

ìîãóò ñëèøêîì õîðîøî ïðèáëèæàòüñÿ ðàöèîíàëüíûìè. Ýòî

ñâîéñòâî ïîçâîëèëî åìó ïîñòðîèòü ïåðâûå ïðèìåðû

òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë.

Åñëè α � êîìïëåêñíîå ÷èñëî, òî äëÿ

ëþáîãî ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà p
q âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî∣∣∣α− p

q

∣∣∣ ≥ |=α| è ÿñíî, ÷òî ê ÷èñëó α èç C \ R íåëüçÿ

ïðèáëèçèòüñÿ ðàöèîíàëüíûì íà ðàññòîÿíèå ìåíüøåå |=α|. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà âñþäó ïëîòíû íà

äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé è, ìîãóò ïðèáëèæàòü ëþáîå

äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ. Çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ

ñîäåðæàòåëüíîé, åñëè îöåíèâàòü ðàññòîÿíèå, íàïðèìåð, â

çàâèñèìîñòè îò çíàìåíàòåëÿ ïðèáëèæàþùåãî ðàöèîíàëüíîãî

÷èñëà.

Ëåêöèÿ 11. Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ. Íîðìà â êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ ðàñøèðåíèÿõ. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ è ñóùåñòâîâàíèå òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë. Èððàöèîíàëüíîñòü e.



�7. Ïðèáëèæåíèå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë ðàöèîíàëüíûìè.

Ëþáîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ ñ

ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, íàçûâàåòñÿ

òðàíñöåíäåíòíûì (Ëåéáíèö).

Â 1844ã. Æ. Ëèóâèëëü äîêàçàë, ÷òî àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà íå

ìîãóò ñëèøêîì õîðîøî ïðèáëèæàòüñÿ ðàöèîíàëüíûìè. Ýòî

ñâîéñòâî ïîçâîëèëî åìó ïîñòðîèòü ïåðâûå ïðèìåðû

òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë. Åñëè α � êîìïëåêñíîå ÷èñëî, òî äëÿ

ëþáîãî ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà p
q âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî∣∣∣α− p

q

∣∣∣ ≥ |=α| è ÿñíî, ÷òî ê ÷èñëó α èç C \ R íåëüçÿ

ïðèáëèçèòüñÿ ðàöèîíàëüíûì íà ðàññòîÿíèå ìåíüøåå |=α|.

Ñ

äðóãîé ñòîðîíû ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà âñþäó ïëîòíû íà

äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé è, ìîãóò ïðèáëèæàòü ëþáîå

äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ. Çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ

ñîäåðæàòåëüíîé, åñëè îöåíèâàòü ðàññòîÿíèå, íàïðèìåð, â

çàâèñèìîñòè îò çíàìåíàòåëÿ ïðèáëèæàþùåãî ðàöèîíàëüíîãî

÷èñëà.

Ëåêöèÿ 11. Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ. Íîðìà â êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ ðàñøèðåíèÿõ. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ è ñóùåñòâîâàíèå òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë. Èððàöèîíàëüíîñòü e.



�7. Ïðèáëèæåíèå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë ðàöèîíàëüíûìè.

Ëþáîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ ñ

ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, íàçûâàåòñÿ

òðàíñöåíäåíòíûì (Ëåéáíèö).

Â 1844ã. Æ. Ëèóâèëëü äîêàçàë, ÷òî àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà íå

ìîãóò ñëèøêîì õîðîøî ïðèáëèæàòüñÿ ðàöèîíàëüíûìè. Ýòî

ñâîéñòâî ïîçâîëèëî åìó ïîñòðîèòü ïåðâûå ïðèìåðû

òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë. Åñëè α � êîìïëåêñíîå ÷èñëî, òî äëÿ

ëþáîãî ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà p
q âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî∣∣∣α− p

q

∣∣∣ ≥ |=α| è ÿñíî, ÷òî ê ÷èñëó α èç C \ R íåëüçÿ

ïðèáëèçèòüñÿ ðàöèîíàëüíûì íà ðàññòîÿíèå ìåíüøåå |=α|. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà âñþäó ïëîòíû íà

äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé è, ìîãóò ïðèáëèæàòü ëþáîå

äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ. Çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ

ñîäåðæàòåëüíîé, åñëè îöåíèâàòü ðàññòîÿíèå, íàïðèìåð, â

çàâèñèìîñòè îò çíàìåíàòåëÿ ïðèáëèæàþùåãî ðàöèîíàëüíîãî

÷èñëà.
Ëåêöèÿ 11. Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ. Íîðìà â êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ ðàñøèðåíèÿõ. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ è ñóùåñòâîâàíèå òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë. Èððàöèîíàëüíîñòü e.



Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ è íà÷àëî äîêàçàòåëüñòâà.

Òåîðåìà 19 (Ëèóâèëëü)

Ïóñòü α � äåéñòâèòåëüíîå àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî ñòåïåíè ν ≥ 2.
Òîãäà íàéä¼òñÿ êîíñòàíòà c > 0, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò α, òàêàÿ,
÷òî äëÿ ëþáîãî ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà p

q , q > 0, âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî ∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ ≥ c

qν
. (1)

Ïóñòü f (x) ∈ Q[x ] � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ÷èñëà α è d �

îáùèé çíàìåíàòåëü êîýôôèöèåíòîâ f (x). Ïóñòü òàêæå
α = α1, α2, . . . , αν � ÷èñëà, ñîïðÿæåííûå ñ α. Míîãî÷ëåí f (x)
íåïðèâîäèì. Ïîñêîëüêó ñòåïåíü åãî ν íå ìåíüøå 2, òî f (x) íå
èìååò ðàöèîíàëüíûõ êîðíåé è, çíà÷èò, dqν f (p/q) öåëîå
îòëè÷íîå îò íóëÿ ÷èñëî. Íî òîãäà dqν |f (p/q)| ≥ 1. Ðàññìîòðèì
òåïåðü äâà ñëó÷àÿ:

Ëåêöèÿ 11. Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ. Íîðìà â êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ ðàñøèðåíèÿõ. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ è ñóùåñòâîâàíèå òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë. Èððàöèîíàëüíîñòü e.



1) Ïóñòü
∣∣∣α− p

q

∣∣∣ ≤ 1. Òîãäà∣∣∣∣αj −
p

q

∣∣∣∣ ≤ |αj − α|+
∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ ≤ |α− αj |+ 1, j = 2, . . . , ν.

Èç ýòèõ íåðàâåíñòâ ñëåäóåò

1 ≤ dqn |f (p/q)| = dqν
∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ · ν∏
j=2

∣∣∣∣αj −
p

q

∣∣∣∣ ≤
≤ dqν

∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ · ν∏
j=2

(|α− αj |+ 1) .

Îáîçíà÷èâ c = d−1
∏ν

j=2 (|α− αj |+ 1)−1, ïîëó÷àåì îòñþäà

íóæíîå íåðàâåíñòâî.

Ëåêöèÿ 11. Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ. Íîðìà â êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ ðàñøèðåíèÿõ. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ è ñóùåñòâîâàíèå òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë. Èððàöèîíàëüíîñòü e.



Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òðàíñöåíäåíòíîñòè.

2) Â ñëó÷àå
∣∣∣α− p

q

∣∣∣ > 1 ìîæíî âçÿòü òó æå êîíñòàíòó c , ÷òî è â

ïåðâîì ñëó÷àå. Îíà, î÷åâèäíî, óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

c < 1, ïîýòîìó ∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ > 1 ≥ 1

qν
>

c

qν
.

Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1

Åñëè α ∈ R è äëÿ ëþáîãî m ≥ 2 íåðàâåíñòâî 0 <
∣∣∣α− p

q

∣∣∣ < 1
qm

èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé p
q ∈ Q, òî α òðàíñöåíäåíòíî.

Ëåêöèÿ 11. Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ. Íîðìà â êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ ðàñøèðåíèÿõ. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ è ñóùåñòâîâàíèå òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë. Èððàöèîíàëüíîñòü e.



1) Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî α /∈ Q. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê,
è α = a

b , a, b ∈ Z, b > 0. Âîçüì¼ì m = 2. Ïî óñëîâèþ
ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë p/q,

óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì 0 <
∣∣∣α− p

q

∣∣∣ < 1
q2
. Ñðåäè íèõ

åñòü, êîíå÷íî, ðåøåíèÿ ñî ñêîëü óãîäíî áîëüøèìè

çíàìåíàòåëÿìè q. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,∣∣∣∣ab − p

q

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣aq − bp

bq

∣∣∣∣ ≥ 1

bq
.

Ñîïîñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà, çàêëþ÷àåì, ÷òî 1
q2
> 1

bq
è, çíà÷èò, q < b. Ïîëó÷èâøååñÿ ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò
èððàöèîíàëüíîñòü α.

Ëåêöèÿ 11. Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ. Íîðìà â êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ ðàñøèðåíèÿõ. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ è ñóùåñòâîâàíèå òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë. Èððàöèîíàëüíîñòü e.



2) Äîêàæåì, ÷òî α íå åñòü àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî ñòåïåíè

áîëüøåé, ÷åì 1. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, è ïóñòü

degα = ν ≥ 2. Ïîëîæèì m = ν + 1. Ïî óñëîâèþ ñëåäñòâèÿ

ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë p
q ,

óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì 0 <
∣∣∣α− p

q

∣∣∣ < 1
qm = 1

qν+1 . À ñ

äðóãîé ñòîðîíû ïî òåîðåìå 19 ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé c > 0, íå
çàâèñÿùåé îò p è q, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî∣∣∣α− p

q

∣∣∣ ≥ c
qν . Ñîïîñòàâëÿÿ ýòè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì:

c
qν <

1
qν+1 . Íî òîãäà q < 1

c âîïðåêè áåñêîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà

ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé íåðàâåíñòâà èç óñëîâèÿ ñëåäñòâèÿ.

Ëåêöèÿ 11. Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ. Íîðìà â êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ ðàñøèðåíèÿõ. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ è ñóùåñòâîâàíèå òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë. Èððàöèîíàëüíîñòü e.



Ñóùåñòâîâàíèå òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë.

Óêàæåì òåïåðü êîíêðåòíîå òðàíñöåíäåíòíîå ÷èñëî.

Ñëåäñòâèå 2

×èñëî α, îïðåäåëåííîå ðÿäîì

α =
∞∑
k=0

2−k!,

òðàíñöåíäåíòíî.

×ëåíû ýòîãî ðÿäà "áûñòðî"ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, à îáùèé

çíàìåíàòåëü åãî ïåðâûõ n ÷ëåíîâ ðàñòåò "íå î÷åíü áûñòðî".

Ýòè ñâîéñòâà ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

õîðîøèõ ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëèæåíèé ê ÷èñëó α, ÷òî
îáåñïå÷èâàåò ñ ïîìîùüþ ñëåäñòâèÿ 1 òðàíñöåíäåíòíîñòü α.

Ëåêöèÿ 11. Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ. Íîðìà â êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ ðàñøèðåíèÿõ. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ è ñóùåñòâîâàíèå òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë. Èððàöèîíàëüíîñòü e.



Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n îïðåäåëèì öåëûå ÷èñëà

qn = 2n!, pn =
n∑

k=0

2n!−k!.

Ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî

pn
qn

=
n∑

k=0

2−k!

ðàâíî ÷àñòè÷íîé ñóììå ðÿäà, îïðåäåëÿþùåãî α. Ïîñêîëüêó
÷ëåíû ðÿäà ïîëîæèòåëüíû, òî

α− pn
qn

=
∞∑

k=n+1

2−k! > 0.

Ëåêöèÿ 11. Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ. Íîðìà â êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ ðàñøèðåíèÿõ. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ è ñóùåñòâîâàíèå òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë. Èððàöèîíàëüíîñòü e.



Ó÷èòûâàÿ, ÷òî (k + 1)! > k!, ïîëó÷àåì 2−(k+1)!/2−k! < 1
2 è

α− pn
qn

=
∞∑

k=n+1

2−k! < 2−(n+1)!

(
1 +

1

2
+

1

4
+ . . .

)
=

=
2

2(n+1)!
<

1

2n!n
=

1

qnn
.

Èç ýòèõ íåðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî m ≥ 2
íåðàâåíñòâàì

0 <

∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ < 1

qm

óäîâëåòâîðÿåò áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ

ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë pn
qn
, n > m. Â ñîãëàñèè ñî ñëåäñòâèåì 1

ìîæíî óòâåðæäàòü òåïåðü, ÷òî α � òðàíñöåíäåíòíîå ÷èñëî.

Ëåêöèÿ 11. Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ. Íîðìà â êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ ðàñøèðåíèÿõ. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ è ñóùåñòâîâàíèå òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë. Èððàöèîíàëüíîñòü e.



ßñíî, ÷òî òàêèì ñïîñîáîì, âûáèðàÿ âìåñòî 2 äðóãèå
íàòóðàëüíûå îñíîâàíèÿ, ìîæíî ïîñòðîèòü ìíîæåñòâî ïðèìåðîâ

òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë. Íàïðèìåð, âûáðàâ ðÿä ñ ÷ëåíàìè

10−k!, ïîëó÷èì ÷èñëî, çàïèñûâàåìîå â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå

íóëÿìè è åäèíèöàìè. Ïðè÷åì ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñîñåäíèìè

åäèíèöàìè áóäóò âîçðàñòàòü î÷åíü áûñòðî. Ýòî ÷èñëî òàêæå

òðàíñöåíäåíòíî.

Èíîå äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë

áûëî ïðåäëîæåíî â 1874ã. Ã. Êàíòîðîì, óñòàíîâèâøèì

ñ÷åòíîñòü ìíîæåñòâà àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë è íåñ÷åòíîñòü

ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî

äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë íå ìîæåò èñ÷åðïûâàòüñÿ

àëãåáðàè÷åñêèìè ÷èñëàìè. Áîëåå òîãî, òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà

ñîñòàâëÿþò ìíîæåñòâî áîëüøåé ìîùíîñòè, ÷åì

àëãåáðàè÷åñêèå. Âïðî÷åì, ýòî ðàññóæäåíèå íå ïîçâîëÿåò

ñòðîèòü ïðèìåðû òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë.

Ëåêöèÿ 11. Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ. Íîðìà â êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ ðàñøèðåíèÿõ. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ è ñóùåñòâîâàíèå òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë. Èððàöèîíàëüíîñòü e.



ßñíî, ÷òî òàêèì ñïîñîáîì, âûáèðàÿ âìåñòî 2 äðóãèå
íàòóðàëüíûå îñíîâàíèÿ, ìîæíî ïîñòðîèòü ìíîæåñòâî ïðèìåðîâ

òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë. Íàïðèìåð, âûáðàâ ðÿä ñ ÷ëåíàìè

10−k!, ïîëó÷èì ÷èñëî, çàïèñûâàåìîå â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå

íóëÿìè è åäèíèöàìè. Ïðè÷åì ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñîñåäíèìè

åäèíèöàìè áóäóò âîçðàñòàòü î÷åíü áûñòðî. Ýòî ÷èñëî òàêæå

òðàíñöåíäåíòíî.

Èíîå äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë

áûëî ïðåäëîæåíî â 1874ã. Ã. Êàíòîðîì, óñòàíîâèâøèì

ñ÷åòíîñòü ìíîæåñòâà àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë è íåñ÷åòíîñòü

ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî

äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë íå ìîæåò èñ÷åðïûâàòüñÿ

àëãåáðàè÷åñêèìè ÷èñëàìè. Áîëåå òîãî, òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà

ñîñòàâëÿþò ìíîæåñòâî áîëüøåé ìîùíîñòè, ÷åì

àëãåáðàè÷åñêèå. Âïðî÷åì, ýòî ðàññóæäåíèå íå ïîçâîëÿåò

ñòðîèòü ïðèìåðû òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë.

Ëåêöèÿ 11. Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ. Íîðìà â êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ ðàñøèðåíèÿõ. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ è ñóùåñòâîâàíèå òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë. Èððàöèîíàëüíîñòü e.



�8. Èððàöèîíàëüíîñòü è òðàíñöåíäåíòíîñòü ÷èñëà e.

Â 1737ã. Ýéëåð, âîñïîëüçîâàâøèñü ðàçëîæåíèåì ÷èñëà e â

áåñêîíå÷íóþ öåïíóþ äðîáü, äîêàçàë èððàöèîíàëüíîñòü e.

Òåîðåìà 20 (Äîêàçàòåëüñòâî Ôóðüå)

×èñëî e èððàöèîíàëüíî.

Ïðåäñòàâèì ÷èñëî e â âèäå ðÿäà è óìíîæèì åãî íà n!. Ïîëó÷èì

n!e = n!
∞∑
k=0

1

k!
=

n∑
k=0

n!

k!
+

∞∑
k=n+1

n!

k!
= pn + rn. Ïîýòîìó

0 < n!e − pn = rn <
1

n + 1
+

1

(n + 1)2
+ . . . =

1

n
≤ 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî e = a
b ñ öåëûìè a, b, b > 0. Ïîëîæèì n = b.

Òàê êàê n!e − pn ∈ Z (ôàêòîðèàë óáü¼ò çíàìåíàòåëü e), òî
íåðàâåíñòâà 0 < n!e − pn < 1 íåâîçìîæíû. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ëåêöèÿ 11. Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ. Íîðìà â êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ ðàñøèðåíèÿõ. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ è ñóùåñòâîâàíèå òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë. Èððàöèîíàëüíîñòü e.



�8. Èððàöèîíàëüíîñòü è òðàíñöåíäåíòíîñòü ÷èñëà e.

Â 1737ã. Ýéëåð, âîñïîëüçîâàâøèñü ðàçëîæåíèåì ÷èñëà e â

áåñêîíå÷íóþ öåïíóþ äðîáü, äîêàçàë èððàöèîíàëüíîñòü e.

Òåîðåìà 20 (Äîêàçàòåëüñòâî Ôóðüå)

×èñëî e èððàöèîíàëüíî.

Ïðåäñòàâèì ÷èñëî e â âèäå ðÿäà è óìíîæèì åãî íà n!. Ïîëó÷èì

n!e = n!
∞∑
k=0

1

k!
=

n∑
k=0

n!

k!
+

∞∑
k=n+1

n!

k!
= pn + rn. Ïîýòîìó

0 < n!e − pn = rn <
1

n + 1
+

1

(n + 1)2
+ . . . =

1

n
≤ 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî e = a
b ñ öåëûìè a, b, b > 0. Ïîëîæèì n = b.
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Ëåêöèÿ 11. Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ. Íîðìà â êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ ðàñøèðåíèÿõ. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ è ñóùåñòâîâàíèå òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë. Èððàöèîíàëüíîñòü e.



Â 1873ã. Ýðìèò ïðåäëîæèë ïðè ëþáîì m ∈ Z,m > 0,
àíàëèòè÷åñêóþ êîíñòðóêöèþ öåëûõ ÷èñåë b0, b1, . . . , bm òàêèõ,

÷òî âñå ðàçíîñòè b0e
k − bk , 1 ≤ k ≤ m, áëèçêè ê íóëþ, è íà

ýòîé îñíîâå äîêàçàë ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 21

×èñëî e òðàíñöåíäåíòíî.

Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå ðàâíîñèëüíî ëèíåéíîé

íåçàâèñèìîñòè ÷èñåë 1, e, e2, . . . , em íàä Q äëÿ ëþáîãî m ≥ 1.
Çà ïî÷òè 150 ëåò, ïðîøåäøèõ ïîñëå îïóáëèêîâàíèÿ ðàáîòû

Ýðìèòà, áûëî ïðåäëîæåíî ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ

ðàññóæäåíèé. Ìû ïðèâåäåì çäåñü äîêàçàòåëüñòâî,

îïóáëèêîâàííîå â 1890ã. T. Ñòèëòüåñîì.

Ëåêöèÿ 11. Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ. Íîðìà â êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ ðàñøèðåíèÿõ. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ è ñóùåñòâîâàíèå òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë. Èððàöèîíàëüíîñòü e.



Â 1873ã. Ýðìèò ïðåäëîæèë ïðè ëþáîì m ∈ Z,m > 0,
àíàëèòè÷åñêóþ êîíñòðóêöèþ öåëûõ ÷èñåë b0, b1, . . . , bm òàêèõ,

÷òî âñå ðàçíîñòè b0e
k − bk , 1 ≤ k ≤ m, áëèçêè ê íóëþ, è íà

ýòîé îñíîâå äîêàçàë ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 21

×èñëî e òðàíñöåíäåíòíî.

Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå ðàâíîñèëüíî ëèíåéíîé

íåçàâèñèìîñòè ÷èñåë 1, e, e2, . . . , em íàä Q äëÿ ëþáîãî m ≥ 1.
Çà ïî÷òè 150 ëåò, ïðîøåäøèõ ïîñëå îïóáëèêîâàíèÿ ðàáîòû

Ýðìèòà, áûëî ïðåäëîæåíî ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ

ðàññóæäåíèé. Ìû ïðèâåäåì çäåñü äîêàçàòåëüñòâî,

îïóáëèêîâàííîå â 1890ã. T. Ñòèëòüåñîì.

Ëåêöèÿ 11. Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ. Íîðìà â êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ ðàñøèðåíèÿõ. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ è ñóùåñòâîâàíèå òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë. Èððàöèîíàëüíîñòü e.



Â îñíîâå êîíñòðóêöèè Ýðìèòà ñîâìåñòíûõ ðàöèîíàëüíûõ

ïðèáëèæåíèé ê ñòåïåíÿì ÷èñëà e ëåæèò ñëåäóþùåå òîæäåñòâî∫ x

0
e−t f (t)dt = F (0)− F (x)e−x , f (x) ∈ C[x ] (2)

F (x) =
M∑
k=0

f (k)(x), M = deg f (x), (3)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïðàâóþ ÷àñòü (2)(
F (0)− F (x)e−x

)′
= e−x(F (x)− F ′(x)) = e−x f (x)

Ïîëó÷èâøååñÿ âûðàæåíèå ñîâïàäàåò ñ ïðîèçâîäíîé ëåâîé

÷àñòè. Îñòàëîñü ó÷åñòü, ÷òî îáå ÷àñòè äîêàçûâàåìîãî

òîæäåñòâà ñîâïàäàþò ïðè x = 0.
Åñëè f (x) ∈ Z, òî è F (x) ∈ Z. Èíòåãðèðîâàòü â òîæäåñòâå (2)
ìîæíî, íàïðèìåð, ïî îòðåçêó â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè,

ñîåäèíÿþùåìó òî÷êè 0 è x .

Ëåêöèÿ 11. Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ. Íîðìà â êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ ðàñøèðåíèÿõ. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ è ñóùåñòâîâàíèå òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë. Èððàöèîíàëüíîñòü e.



Â îñíîâå êîíñòðóêöèè Ýðìèòà ñîâìåñòíûõ ðàöèîíàëüíûõ

ïðèáëèæåíèé ê ñòåïåíÿì ÷èñëà e ëåæèò ñëåäóþùåå òîæäåñòâî∫ x

0
e−t f (t)dt = F (0)− F (x)e−x , f (x) ∈ C[x ] (2)

F (x) =
M∑
k=0

f (k)(x), M = deg f (x), (3)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïðàâóþ ÷àñòü (2)(
F (0)− F (x)e−x

)′
= e−x(F (x)− F ′(x)) = e−x f (x)

Ïîëó÷èâøååñÿ âûðàæåíèå ñîâïàäàåò ñ ïðîèçâîäíîé ëåâîé

÷àñòè. Îñòàëîñü ó÷åñòü, ÷òî îáå ÷àñòè äîêàçûâàåìîãî

òîæäåñòâà ñîâïàäàþò ïðè x = 0.
Åñëè f (x) ∈ Z, òî è F (x) ∈ Z. Èíòåãðèðîâàòü â òîæäåñòâå (2)
ìîæíî, íàïðèìåð, ïî îòðåçêó â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè,

ñîåäèíÿþùåìó òî÷êè 0 è x .
Ëåêöèÿ 11. Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ. Íîðìà â êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ ðàñøèðåíèÿõ. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ è ñóùåñòâîâàíèå òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë. Èððàöèîíàëüíîñòü e.



Êîíåö
îäèííàäöàòîé ëåêöèè.

Ëåêöèÿ 11. Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ. Íîðìà â êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ ðàñøèðåíèÿõ. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ è ñóùåñòâîâàíèå òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë. Èððàöèîíàëüíîñòü e.



Ëåêöèÿ 12.

Òðàíñöåíäåíòíîñòü e. Èððàöèîíàëüíîñòü π.
Òåîðåìà Ëèíäåìàíà-Âåéåðøòðàññà.

Ëåêöèÿ 12. Òðàíñöåíäåíòíîñòü e. Èððàöèîíàëüíîñòü π. Òåîðåìà Ëèíäåìàíà-Âåéåðøòðàññà.



Â 1873ã. Ýðìèò ïðåäëîæèë ïðè ëþáîì m ∈ Z,m > 0,
àíàëèòè÷åñêóþ êîíñòðóêöèþ öåëûõ ÷èñåë b0, b1, . . . , bm òàêèõ,

÷òî âñå ðàçíîñòè b0e
k − bk , 1 ≤ k ≤ m, áëèçêè ê íóëþ, è íà

ýòîé îñíîâå äîêàçàë ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 17

×èñëî e òðàíñöåíäåíòíî.

Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå ðàâíîñèëüíî ëèíåéíîé

íåçàâèñèìîñòè ÷èñåë 1, e, e2, . . . , em íàä Q äëÿ ëþáîãî m ≥ 1.
Çà ïî÷òè 150 ëåò, ïðîøåäøèõ ïîñëå îïóáëèêîâàíèÿ ðàáîòû

Ýðìèòà, áûëî ïðåäëîæåíî ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ

ðàññóæäåíèé. Ìû ïðèâåäåì çäåñü äîêàçàòåëüñòâî,

îïóáëèêîâàííîå â 1890ã. T. Ñòèëòüåñîì.

Ëåêöèÿ 12. Òðàíñöåíäåíòíîñòü e. Èððàöèîíàëüíîñòü π. Òåîðåìà Ëèíäåìàíà-Âåéåðøòðàññà.



Â 1873ã. Ýðìèò ïðåäëîæèë ïðè ëþáîì m ∈ Z,m > 0,
àíàëèòè÷åñêóþ êîíñòðóêöèþ öåëûõ ÷èñåë b0, b1, . . . , bm òàêèõ,

÷òî âñå ðàçíîñòè b0e
k − bk , 1 ≤ k ≤ m, áëèçêè ê íóëþ, è íà

ýòîé îñíîâå äîêàçàë ñëåäóþùóþ òåîðåìó.
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Çà ïî÷òè 150 ëåò, ïðîøåäøèõ ïîñëå îïóáëèêîâàíèÿ ðàáîòû

Ýðìèòà, áûëî ïðåäëîæåíî ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ

ðàññóæäåíèé. Ìû ïðèâåäåì çäåñü äîêàçàòåëüñòâî,

îïóáëèêîâàííîå â 1890ã. T. Ñòèëòüåñîì.

Ëåêöèÿ 12. Òðàíñöåíäåíòíîñòü e. Èððàöèîíàëüíîñòü π. Òåîðåìà Ëèíäåìàíà-Âåéåðøòðàññà.



Â îñíîâå êîíñòðóêöèè Ýðìèòà ñîâìåñòíûõ ðàöèîíàëüíûõ

ïðèáëèæåíèé ê ñòåïåíÿì ÷èñëà e ëåæèò ñëåäóþùåå òîæäåñòâî∫ x

0
e−t f (t)dt = F (0)− F (x)e−x , f (x) ∈ C[x ] (1)

F (x) =
M∑
k=0

f (k)(x), M = deg f (x), (2)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïðàâóþ ÷àñòü (1)(
F (0)− F (x)e−x

)′
= e−x(F (x)− F ′(x)) = e−x f (x)

Ïîëó÷èâøååñÿ âûðàæåíèå ñîâïàäàåò ñ ïðîèçâîäíîé ëåâîé

÷àñòè. Îñòàëîñü ó÷åñòü, ÷òî îáå ÷àñòè äîêàçûâàåìîãî

òîæäåñòâà ñîâïàäàþò ïðè x = 0.
Åñëè f (x) ∈ Z, òî è F (x) ∈ Z. Èíòåãðèðîâàòü â òîæäåñòâå (1)
ìîæíî, íàïðèìåð, ïî îòðåçêó â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè,

ñîåäèíÿþùåìó òî÷êè 0 è x .

Ëåêöèÿ 12. Òðàíñöåíäåíòíîñòü e. Èððàöèîíàëüíîñòü π. Òåîðåìà Ëèíäåìàíà-Âåéåðøòðàññà.



Â îñíîâå êîíñòðóêöèè Ýðìèòà ñîâìåñòíûõ ðàöèîíàëüíûõ

ïðèáëèæåíèé ê ñòåïåíÿì ÷èñëà e ëåæèò ñëåäóþùåå òîæäåñòâî∫ x

0
e−t f (t)dt = F (0)− F (x)e−x , f (x) ∈ C[x ] (1)

F (x) =
M∑
k=0

f (k)(x), M = deg f (x), (2)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïðàâóþ ÷àñòü (1)(
F (0)− F (x)e−x

)′
= e−x(F (x)− F ′(x)) = e−x f (x)

Ïîëó÷èâøååñÿ âûðàæåíèå ñîâïàäàåò ñ ïðîèçâîäíîé ëåâîé

÷àñòè. Îñòàëîñü ó÷åñòü, ÷òî îáå ÷àñòè äîêàçûâàåìîãî

òîæäåñòâà ñîâïàäàþò ïðè x = 0.
Åñëè f (x) ∈ Z, òî è F (x) ∈ Z. Èíòåãðèðîâàòü â òîæäåñòâå (1)
ìîæíî, íàïðèìåð, ïî îòðåçêó â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè,

ñîåäèíÿþùåìó òî÷êè 0 è x .
Ëåêöèÿ 12. Òðàíñöåíäåíòíîñòü e. Èððàöèîíàëüíîñòü π. Òåîðåìà Ëèíäåìàíà-Âåéåðøòðàññà.



Ïóñòü n - íàòóðàëüíîå ÷èñëî, âïîñëåäñòâèè äîñòàòî÷íî

áîëüøîå, à ìíîãî÷ëåí f (x) ∈ Z[x ] ïðè íåêîòîðîì íàòóðàëüíîì

m îáëàäàåò ñâîéñòâîì

f (i)(0) = f (i)(1) = . . . = f (i)(m) = 0, 0 ≤ i < n, (3)

Òîãäà ïðè ëþáîì k = 0, 1, 2, . . . ,m èìååì

F (k) =
M∑
i=0

f (i)(k) =
M∑
i=n

f (i)(k) = n!bk ,

ãäå bk - öåëûå ÷èñëà. Â ïîñëåäíåé ñóììå êàæäîå ñëàãàåìîå

äåëèòñÿ íà n!. Ýòî ñëåäóåò èç òîæäåñòâà

1

i !
(x r )(i) =

{
0, åñëè r < i ;

r !
i!(r−i)!x

r−i , åñëè r ≥ i .
(4)
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Èç òîæäåñòâà (1) íàõîäèì

b0e
k − bk =

ek

n!

∫ k

0
e−t f (t)dt, 0 ≤ k ≤ m. (5)

Ïðåäïîëîæèì, òåïåðü, ÷òî ÷èñëî e àëãåáðàè÷åñêîå. Òîãäà ïðè

íåêîòîðîì íàòóðàëüíîì m è ñ íåêîòîðûìè öåëûìè

êîýôôèöèåíòàìè a0, . . . , am âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

ame
m + . . .+ a1e + a0 = 0, a0am 6= 0. (6)

Óìíîæèì òåïåðü (5) íà ak è ïðîñóììèðóåì ïî âñåì

k = 0, . . . ,m, ïîëó÷èì:

b0

m∑
k=0

ake
k

︸ ︷︷ ︸
=0

−
m∑

k=0

akbk =
m∑

k=0

ak
ek

n!

∫ k

0
f (x)e−xdx , è

a0b0 + . . .+ ambm = −
m∑

k=0

ak
ek

n!

∫ k

0
e−t f (t)dt.
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Ïîëîæèì, ñëåäóÿ Ñòèëòüåñó,

f (x) = xn(x − 1)n+r1 · · · (x −m)n+rm ,

ãäå ïàðàìåòðû r1, . . . , rm â äàëüíåéøåì áóäóò âûáðàíû

ðàâíûìè 0 èëè 1. ßñíî, ÷òî òàêîé ìíîãî÷ëåí óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèÿì (3) è

max
0≤t≤m

|f (t)| < cn+1, (7)

ãäå c = c(m) - ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò

m,
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a0b0 + . . .+ ambm = −
m∑

k=0

ak
ek

n!

∫ k

0
e−t f (t)dt.

Îáîçíà÷èâ

uk(x) =

{
1, åñëè x ≤ k ,

0, åñëè x > k ,

ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

a0b0 + . . .+ ambm = − 1

n!

∫ m

0
e−t f (t)G (t)dt = I = O

(
cn+1

n!

)
,

(8)

ãäå

G (t) =
m∑

k=0

ake
kuk(t).
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Îòëè÷íàÿ îò òîæäåñòâåííîãî íóëÿ ôóíêöèÿ

G (t) =
m∑

k=0

ake
kuk(t)

çíàêîïîñòîÿííà íà èíòåðâàëàõ ìåæäó öåëûìè òî÷êàìè.

Âûáåðåì òåïåðü ïîêàçàòåëè r1, . . . , rm òàê, ÷òîáû ôóíêöèè G (t)
è f (t) ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êàæäóþ öåëóþ òî÷êó 1, . . . ,m
îäíîâðåìåííî ìåíÿëè áû çíàê èëè ñîõðàíÿëè åãî. Òîãäà ïîä

èíòåãðàëîì â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (8) ñòîèò

çíàêîïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ. Êðîìå òîãî, îíà îòëè÷íà îò íóëÿ íà

èíòåðâàëå (m − 1,m). Ýòî îáåñïå÷èâàåò óñëîâèå I 6= 0.
Íî ïðàâàÿ ÷àñòü (8), ò.å. èíòåãðàë I , åñòü öåëîå ÷èñëî ïî
ìîäóëþ ìåíüøåå 1 ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n. Ïîëó÷èâøååñÿ
ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 17.

Òðàíñöåíäåíòíîñòü e äîêàçàíà.
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�9. Èððàöèîíàëüíîñòü π.

Òåîðåìà 18 (Ýðìèò)

×èñëî π èððàöèîíàëüíî.

Ïóñòü f (x) ∈ C[x ] è F (x) = f (x)− f (2)(x) + f (4)(x)− . . .. Òîãäà(
F ′(x) sin x − F (x) cos x

)′
= (F (x) + F (2)(x)) sin x = f (x) sin x

è

J =

∫ π

0
f (x) sin xdx = F (π) + F (0).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî π = a
b è îáîçíà÷èì

f (x) =
bnxn(π − x)n

n!
=

xn(a− bx)n

n!
.
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Òàê êàê f (x) > 0 è sin x > 0 íà èíòåðâàëå (0, π), òî J > 0.
Êðîìå òîãî,

J < π
bnπ2n

n!
=

bnπ2n+1

n!
→ 0, ïðè n→∞.

Ïîýòîìó ìîæíî âûáðàòü n òàêèì áîëüøèì, ÷òîáû J ∈ (0, 1).
Äàëåå, f (π − x) = f (x), ïîýòîìó f (2k)(π − x) = f (2k)(x), â
÷àñòíîñòè, f (2k)(π) = f (2k)(0). Çíà÷èò, F (π) = F (0).

Îñòàëîñü

ïîêàçàòü, ÷òî F (0) ∈ Z. Â ñàìîì äåëå,

F (0) =
∑
k≥0

(−1)k f (2k)(0) =
∑
2k≥n

(−1)k f (2k)(0).

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé òåîðåìå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî

âûðàæåíèå öåëîå. Ñíîâà ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, ñâÿçàííîå ñ

òåì, ÷òî â èíòåðâàëå (0, 1) íåò öåëûõ ÷èñåë.
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�10. Òåîðåìà Ëèíäåìàíà - Âåéåðøòðàññà.

Â 1882ã. Ô.Ëèíäåìàí, âíåñ â ðàññóæäåíèÿ Ýðìèòà ðÿä íîâûõ

èäåé è äîêàçàë òðàíñöåíäåíòíîñòü ÷èñëà π. Ýòèì áûëà ðåøåíà

çíàìåíèòàÿ ïðîáëåìà êâàäðàòóðû êðóãà. Ôàêòè÷åñêè Ëèíäåìàí

óñòàíîâèë çíà÷èòåëüíî áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 19

Åñëè a - îòëè÷íîå îò íóëÿ àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî, òî ÷èñëî ea

òðàíñöåíäåíòíî.

Èç òåîðåìû 19 ñëåäóåò òàêæå òðàíñöåíäåíòíîñòü íàòóðàëüíûõ

ëîãàðèôìîâ îòëè÷íûõ îò 0 è 1 àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë è, â

÷àñòíîñòè, òðàíñöåíäåíòíîñòü π = i−1 ln(−1).
Ëèíäåìàí ñôîðìóëèðîâàë áåç äîêàçàòåëüñòâà åùå áîëåå îáùóþ

òåîðåìó, óêàçàâ, ÷òî îíà ìîæåò áûòü äîêàçàíà ñ

èñïîëüçîâàíèåì òåõ æå èäåé.
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Òåîðåìà 20

Åñëè α0, α1, . . . , αm,m ≥ 1 ðàçëè÷íûå àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà, òî

eα0 , eα1 , . . . , eαm

ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä ïîëåì âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë A.
Òåîðåìà 19 ñëåäóåò èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïðè

m = 1, α0 = 0, α1 = a.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 20 áûëî îïóáëèêîâàíî

Ê.Âåéåðøòðàññîì â 1885ã.. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ åå ïðèíÿòî

íàçûâàòü òåîðåìîé Ëèíäåìàíà - Âåéåðøòðàññà.

Èçëàãàåìîå íèæå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïî ñóùåñòâó

ñëåäóåò Ëèíäåìàíó è îáîáùàåò íàäëåæàùèì îáðàçîì

ðàññóæäåíèÿ Ýðìèòà.
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Ëåììà 1
Ïóñòü α0, . . . , αm - êîìïëåêñíûå ÷èñëà, ìíîãî÷ëåíû f (t) è g(t)
îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè

f (t) = (t−α0)
n(t−α1)

n+1 · · · (t−αm)
n+1, g(t) =

1

n!

∑
k≥n

f (k)(t),

(9)

ãäå n - íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Åñëè ïðè ýòîì ôóíêöèÿ

A(t) = a0e
α0t + · · ·+ ame

αmt , ai ∈ C,

îòëè÷íà îò òîæäåñòâåííîãî íóëÿ è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

A(1) = 0, òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|a0g(α0) + a1g(α1) + . . .+ amg(αm)| <
cn+1
1

n!
, (10)

ãäå c1 - ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò

a0, . . . , am, α0, . . . , αm è íå çàâèñÿùàÿ îò n.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Èç òîæäåñòâà Ýðìèòà (ñì. òîæäåñòâî (2) ïðåäûäóùåé ëåêöèè)

ñëåäóþò ðàâåíñòâà

1

n!
F (0)eαk − g(αk) =

eαk

n!

∫ αk

0
e−t f (t)dt, k = 0, . . . ,m, (11)

ãäå èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî îòðåçêàì ñ êîíöàìè â òî÷êàõ 0 è
αk . Óìíîæèâ ïðè êàæäîì k ðàâåíñòâî (11) íà ak , ñëîæèâ âñå
ïîëó÷èâøèåñÿ âûðàæåíèÿ è âîñïîëüçîâàâøèñü óñëîâèåì

A(1) = 0, íàéäåì

m∑
k=0

akg(αk) = −
1

n!

m∑
k=0

ake
αk

∫ αk

0
e−t f (t)dt.

Ïðèìåíÿÿ ê ïðàâîé ÷àñòè î÷åâèäíóþ îöåíêó max
|t|≤r
|f (t)| ≤ cn+1,

ãäå r = max
0≤i≤m

|αi |, à c = max(1, (2r)m+1), ïîëó÷àåì (10).
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Ïðåäëîæåíèå 1

Ïóñòü a0, . . . , am, α0, . . . , αm - àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà, ôóíêöèÿ

A(t) îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì

A(t) = a0e
α0t + · · ·+ ame

αmt 6= 0.

Åñëè ðÿä Òåéëîðà A(t) â îêðåñòíîñòè òî÷êè t = 0 èìååò

ðàöèîíàëüíûå êîýôôèöèåíòû, òî A(1) 6= 0.
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A(t) = a0e
α0t + · · ·+ ame

αmt 6= 0.

Îáîçíà÷èì áóêâîé E - íîðìàëüíîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ

ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ïîðîæäåííîå ÷èñëàìè

a0, . . . , am, α0, . . . , αm è âñåìè èõ ñîïðÿæåííûìè. Ñòåïåíü

ðàñøèðåíèÿ E ⊃ Q îáîçíà÷èì áóêâîé ν.

Ñäåëàåì òåïåðü íåñêîëüêî çàìå÷àíèé óïðîùàþùåãî õàðàêòåðà.

1) Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, êîýôôèöèåíòû a0, . . . , am ìîæíî

ñ÷èòàòü öåëûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ÷èñëàìè. Èíà÷å ôóíêöèþ

A(t) ìîæíî äîìíîæèòü íà ëåæàùèé â Z îáùèé çíàìåíàòåëü

÷èñåë aj , è äîêàçûâàòü ïðåäëîæåíèå 1 äëÿ ïîëó÷èâøåéñÿ òàêèì

ñïîñîáîì íîâîé ôóíêöèè.

2) ×èñëà αi ìîæíî ïðåäïîëàãàòü îòëè÷íûìè äðóã îò äðóãà,

âåäü, îáúåäèíèâ ñëàãàåìûå ñ îäèíàêîâûìè ýêñïîíåíöèàëüíûìè

ôóíêöèÿìè, ìû íå èçìåíèì A(t).
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íóëÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a0 6= 0.
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Ïóñòü d ∈ N òàêîâî, ÷òî âñå ÷èñëà dαj öåëûå àëãåáðàè÷åñêèå.

Ëåììà 2
Âûðàæåíèå

I = dm(n+1) (a0g(α0) + . . .+ amg(αm))

åñòü öåëîå àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî.

Èìååì

dm(n+1)f (x) =
1

dn
(dx − dα0)

n · (dx − dα1)
n+1· (12)

· . . . · (dx − dαm)
n+1 =

1

dn
h(dx),

ãäå

h(t) = (t − dα0)
n(t − dα1)

n+1 · · · (t − dαm)
n+1 ∈ ZE [t].
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Ïðèìåíÿÿ òîæäåñòâî (5) èç ïðåäûäóùåé ëåêöèè ê òîæäåñòâó

(12), ïîëó÷àåì

dm(n+1) 1

`!
f (`)(αj) = d−n+`

1

`!
h(`)(dαj) ∈ ZE , ` ≥ n.

Çíà÷èò,

dm(n+1)g(αj) =
∑
`≥n

`!

n!

dm(n+1)

`!
f (`)(αj) ∈ ZE ,

îòêóäà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû

I = dm(n+1) (a0g(α0) + . . .+ amg(αm)) ∈ ZE .
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Ëåììà 3
Ñóùåñòâóþò ñêîëü óãîäíî áîëüøèå öåëûå n òàêèå, ÷òî

I 6= 0 è |N(I )| ≥ 1.

Ïîñ÷èòàåì I (mod (n + 1)). Ïðè ëþáîì j , 0 ≤ j ≤ m, èìååì

dm(n+1)

n!

∑
`≥n+1

f (`)(αj) =
∑
`≥n+1

`!

n!

dm(n+1)

`!
f (`)(αj) = (n + 1)γj .

Çäåñü γj ∈ ZE .Òàê ÷òî, ëåâûå ÷àñòè ýòèõ ðàâåíñòâ äåëÿòñÿ íà

n + 1 â êîëüöå ZE , è ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà è

ñðàâíåíèÿ ïî ìîäóëþ n + 1

I ≡ dm(n+1)a0g(α0) ≡ dm(n+1)a0
1

n!
f (n)(α0) =

= dm(n+1)a0(α0−α1)
n+1·. . .·(α0−αm)

n+1 = a0

m∏
j=1

(dα0−dαj)
n+1.
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Îáîçíà÷èì áóêâîé S ïðîèçâåäåíèå íîðì îòëè÷íûõ îò íóëÿ

öåëûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë d(α0 − αj), 1 ≤ j ≤ m, è a0, ò.å.

S = N(a0)
m∏
j=1

N
(
d(α0 − αj)

)
.

Âûáåðåì òåïåðü n äåëÿùèìñÿ íà S , ò.å. n = Sq, q ∈ Z, q > 0.
Òîãäà ÷èñëà S è n + 1 = Sq + 1 âçàèìíî ïðîñòû.

Åñëè I = 0, òî â êîëüöå ZE èìååò ìåñòî äåëèìîñòü

(n + 1)|a0
m∏
j=1

(dα0 − dαj)
n+1.

Íî òîãäà íîðìà ïðàâîé ÷àñòè áóäåò äåëèòüñÿ íà íîðìó ëåâîé,

ò.å. íà (n + 1)ν è, çíà÷èò, (n + 1)ν |Sn+1. Ïîñëåäíÿÿ äåëèìîñòü

íåâîçìîæíà, ò.ê. ÷èñëà n + 1 è S âçàèìíî ïðîñòû. Ýòî

ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî ïðè óêàçàííîì âûáîðå n
âûïîëíÿåòñÿ I 6= 0. Òàê êàê N(I ) 6= 0 è N(I ) ∈ Z, òî |N(I )| ≥ 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 1

Ïóñòü σ1, . . . , σν âñå àâòîìîðôèçìû ïîëÿ E . Äëÿ êàæäîãî

÷èñëà β ∈ E áóäåì îáîçíà÷àòü β(j) = σj(β) - îáðàç β ïðè

àâòîìîðôèçìå σj . Äëÿ êàæäîãî ñòåïåííîãî ðÿäà

f (t) = β0 + β1t + β2t
2 + . . . ñ êîýôôèöèåíòàìè èç E è

àâòîìîðôèçìà σ áóäåì îáîçíà÷àòü σ(f ) - ðÿä ñ

êîýôôèöèåíòàìè σ(βj). Òàê, σ(e
αt) =

∑
`≥0

σ(α)`

`! t` = eσ(α)t .

ßñíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ ðÿäîâ f (t) è g(t) ñ êîýôôèöèåíòàìè èç E

σ(f (t) + g(t)) = σ(f (t)) + σ(g(t)), (13)

σ(f (t)g(t)) = σ(f (t))σ(g(t)), σ(f ′(t)) = (σ(f (t)))′.

Â ÷àñòíîñòè, ýòè ðàâåíñòâà îçíà÷àþò, ÷òî äëÿ ôóíêöèé Aj(t) =
σj(A(t)), j = 1, ..., ν, ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

Aj(t) =
m∑
`=0

a
(j)
` eα

(j)
` t . (14)
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Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 1

Ñîãëàñíî óñëîâèþ ïðåäëîæåíèÿ 1 êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ

A(t) â ðÿä Òåéëîðà â òî÷êå t = 0 åñòü ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðàçëîæåíèÿ âñåõ ôóíêöèé Aj(t) â
îêðåñòíîñòè òî÷êè t = 0 îäèíàêîâû è, çíà÷èò,

A(t) = A1(t) = . . . = Aν(t).

Ïðåäïîëîæèâ òåïåðü, ÷òî A(1) = 0, ïîëó÷èì ðàâåíñòâà

Aj(1) = 0, j = 1, 2, ..., ν.

Ñïðàâåäëèâû òàêæå ðàâåíñòâà

I (j) = a
(j)
0 gj(α

(j)
0 ) + . . .+ a

(j)
m gj(α

(j)
m ),

ãäå gj(t) = σj(g(t)). Ïðèíèìàÿ òåïåðü âî âíèìàíèå (13), (14),

(9), Ëåììó 1 è îïðåäåëåíèå ÷èñëà I , ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà

|I (j)| ≤ (dmc2)
n+1

n!
, 1 ≤ j ≤ ν, (15)

ãäå c2 - íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò n.

Ëåêöèÿ 12. Òðàíñöåíäåíòíîñòü e. Èððàöèîíàëüíîñòü π. Òåîðåìà Ëèíäåìàíà-Âåéåðøòðàññà.



Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 1

Ñîãëàñíî óñëîâèþ ïðåäëîæåíèÿ 1 êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ

A(t) â ðÿä Òåéëîðà â òî÷êå t = 0 åñòü ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðàçëîæåíèÿ âñåõ ôóíêöèé Aj(t) â
îêðåñòíîñòè òî÷êè t = 0 îäèíàêîâû è, çíà÷èò,

A(t) = A1(t) = . . . = Aν(t).

Ïðåäïîëîæèâ òåïåðü, ÷òî A(1) = 0, ïîëó÷èì ðàâåíñòâà

Aj(1) = 0, j = 1, 2, ..., ν. Ñïðàâåäëèâû òàêæå ðàâåíñòâà

I (j) = a
(j)
0 gj(α

(j)
0 ) + . . .+ a

(j)
m gj(α

(j)
m ),

ãäå gj(t) = σj(g(t)). Ïðèíèìàÿ òåïåðü âî âíèìàíèå (13), (14),

(9), Ëåììó 1 è îïðåäåëåíèå ÷èñëà I , ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà

|I (j)| ≤ (dmc2)
n+1

n!
, 1 ≤ j ≤ ν, (15)

ãäå c2 - íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò n.
Ëåêöèÿ 12. Òðàíñöåíäåíòíîñòü e. Èððàöèîíàëüíîñòü π. Òåîðåìà Ëèíäåìàíà-Âåéåðøòðàññà.



Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 1

Èñïîëüçóÿ (15), ìîæíî îöåíèòü íîðìó N(I ) ÷èñëà I

|N(I )| = |I (1) . . . I (ν)| ≤
cn+1
3

(n!)ν
. (16)

Âûáåðåì òåïåðü äåëÿùååñÿ íà S ÷èñëî n ñòîëü áîëüøèì, ÷òî

(n!)ν > cn+1
3 . Òàê êàê I - öåëîå àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî, òî åãî

íîðìà N(I ) ïðèíàäëåæèò Z è îöåíêà (16) îçíà÷àåò, ÷òî äîëæíî

âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî N(I ) = 0. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò
ñâîéñòâó I 6= 0.
Ýòî ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò íåâîçìîæíîñòü ðàâåíñòâà

A(1) = 0 è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 1.

Ëåêöèÿ 12. Òðàíñöåíäåíòíîñòü e. Èððàöèîíàëüíîñòü π. Òåîðåìà Ëèíäåìàíà-Âåéåðøòðàññà.



Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ëèíäåìàíà � Âåéåðøòðàññà.

Ïðåäïîëîæåíèå î ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ÷èñåë eαi íàä A
îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå ðàâåíñòâà

a0e
α0 + · · ·+ ame

αm = 0

ñ àëãåáðàè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè aj , íå âñå èç íèõ ðàâíû 0.
Ñîãëàñíî óñëîâèþ òåîðåìû 20 âñå ïîêàçàòåëè αj ðàçëè÷íû,

ïîýòîìó ôóíêöèÿ A(t), îïðåäåëåííàÿ â ôîðìóëèðîâêå

ïðåäëîæåíèÿ 1 îòëè÷íà îò òîæäåñòâåííîãî íóëÿ, à âûïèñàííîå

âûøå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî A(1) = 0.
Îïðåäåëèì ðàñøèðåíèå E ⊃ Q, åãî àâòîìîðôèçìû σ1, . . . , σν , à
òàêæå ôóíêöèè Aj(t) êàê â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 1.

Ëåêöèÿ 12. Òðàíñöåíäåíòíîñòü e. Èððàöèîíàëüíîñòü π. Òåîðåìà Ëèíäåìàíà-Âåéåðøòðàññà.



Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ëèíäåìàíà � Âåéåðøòðàññà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü îòëè÷íóþ îò òîæäåñòâåííîãî íóëÿ ôóíêöèþ

B(t) =
ν∏

j=1

Aj(t) = b0e
β0t + b1e

β1t + . . .+ bMeβM t .

Âñå ÷èñëà bj è βj ïðèíàäëåæàò ïîëþ E . Êîýôôèöèåíòû ðÿäà

Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè t = 0 äëÿ ôóíêöèè B(t) òàêæå
ïðèíàäëåæàò E , è äëÿ ëþáîãî àâòîìîðôèçìà σ ïîëÿ E èìååì

σ(B(t)) =
ν∏

j=1

σ(Aj(t)) =
ν∏

j=1

σσj(A(t)) =
ν∏

j=1

σj(A(t)) = B(t).

Ñëåäîâàòåëüíî, âñå êîýôôèöèåíòû ðÿäà Òåéëîðà äëÿ B(t)
ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè, ò.å. ôóíêöèÿ B(t)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ïðåäëîæåíèÿ 1. Íî ðàâåíñòâî

A(1) = 0, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè B(t), âëå÷åò çà ñîáîé
B(1) = 0, âîïðåêè óòâåðæäåíèþ ïðåäëîæåíèÿ 1. Ïîëó÷èâøååñÿ

ïðîòèâîðå÷èå è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 20.

Ëåêöèÿ 12. Òðàíñöåíäåíòíîñòü e. Èððàöèîíàëüíîñòü π. Òåîðåìà Ëèíäåìàíà-Âåéåðøòðàññà.



Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ëèíäåìàíà � Âåéåðøòðàññà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü îòëè÷íóþ îò òîæäåñòâåííîãî íóëÿ ôóíêöèþ

B(t) =
ν∏

j=1

Aj(t) = b0e
β0t + b1e

β1t + . . .+ bMeβM t .

Âñå ÷èñëà bj è βj ïðèíàäëåæàò ïîëþ E . Êîýôôèöèåíòû ðÿäà

Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè t = 0 äëÿ ôóíêöèè B(t) òàêæå
ïðèíàäëåæàò E , è äëÿ ëþáîãî àâòîìîðôèçìà σ ïîëÿ E èìååì

σ(B(t)) =
ν∏

j=1

σ(Aj(t)) =
ν∏

j=1

σσj(A(t)) =
ν∏

j=1

σj(A(t)) = B(t).

Ñëåäîâàòåëüíî, âñå êîýôôèöèåíòû ðÿäà Òåéëîðà äëÿ B(t)
ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè, ò.å. ôóíêöèÿ B(t)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ïðåäëîæåíèÿ 1. Íî ðàâåíñòâî

A(1) = 0, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè B(t), âëå÷åò çà ñîáîé
B(1) = 0, âîïðåêè óòâåðæäåíèþ ïðåäëîæåíèÿ 1. Ïîëó÷èâøååñÿ

ïðîòèâîðå÷èå è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 20.
Ëåêöèÿ 12. Òðàíñöåíäåíòíîñòü e. Èððàöèîíàëüíîñòü π. Òåîðåìà Ëèíäåìàíà-Âåéåðøòðàññà.



Êîíåö
äâåíàäöàòîé ëåêöèè.

Ëåêöèÿ 12. Òðàíñöåíäåíòíîñòü e. Èððàöèîíàëüíîñòü π. Òåîðåìà Ëèíäåìàíà-Âåéåðøòðàññà.



Ëåêöèÿ 13.

Ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû

Ëèíäåìàíà-Âåéåðøòðàññà.

Íåâîçìîæíîñòü êâàäðàòóðû êðóãà.

Ëåêöèÿ 13. Ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû Ëèíäåìàíà-Âåéåðøòðàññà. Íåâîçìîæíîñòü êâàäðàòóðû êðóãà.



Òåîðåìû Ëèíäåìàíà è Ëèíäåìàíà - Âåéåðøòðàññà.

Íà ïðîøëîé ëåêöèè áûëè äîêàçàíû äâå òåîðåìû

Òåîðåìà 22 (Òåîðåìà Ëèíäåìàíà)

Åñëè a - îòëè÷íîå îò íóëÿ àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî, òî ÷èñëî ea

òðàíñöåíäåíòíî.

Òåîðåìà 23 (Òåîðåìà Ëèíäåìàíà-Âåéåðøòðàññà)

Åñëè α0, α1, . . . , αm,m ≥ 1 ðàçëè÷íûå àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà, òî

eα0 , eα1 , . . . , eαm

ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä ïîëåì âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë A.
Òåîðåìà 22 ñëåäóåò èç òåîðåìû 23 ïðè m = 1, α0 = 0, α1 = a.

Ëåêöèÿ 13. Ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû Ëèíäåìàíà-Âåéåðøòðàññà. Íåâîçìîæíîñòü êâàäðàòóðû êðóãà.



Âûâåäåì èç òåîðåìû 22 íåêîòîðûå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû.

Ñëåäñòâèå 1 (Ýðìèò)

×èñëî e òðàíñöåíäåíòíî.

Ïðèâåä¼ì äâà äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ. Ïóñòü

α0 = 0, α1 = 1, · · · , αm = m. Òîãäà ïî òåîðåìå 22 ÷èñëà

1, e, · · · , em ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä ïîëåì àëãåáðàè÷åñêèõ

÷èñåë A è ïîòîìó ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä ïîëåì Q.
Âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî: âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 22 ïðè a = 1.

Ñëåäñòâèå 2 (Ëèíäåìàí)

Åñëè β àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò 0 è 1, òî ïðè ëþáîì

âûáîðå âåòâè ëîãàðèôìà ÷èñëî logβ òðàíñöåíäåíòíî.

Äåéñòâèòåëüíî, e logβ = β ∈ A. Äàëåå ñì. òåîðåìó 22.

Ñëåäñòâèå 3 (Ëèíäåìàí)

×èñëî π òðàíñöåíäåíòíî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî π ∈ A. Òîãäà a = 2πi ∈ A. Ñîãëàñíî òåîðåìå

22 ÷èñëî e2πi = 1 äîëæíî áûòü òðàíñöåíäåíòíûì. Íî 1 ∈ A.
Ëåêöèÿ 13. Ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû Ëèíäåìàíà-Âåéåðøòðàññà. Íåâîçìîæíîñòü êâàäðàòóðû êðóãà.



Ñëåäñòâèå 4

Äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî α ∈ A ÷èñëà

sinα, cosα, tgα

òðàíñöåíäåíòíû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî sinα = β è β ∈ A. Òîãäà

1

2i
e iα − 1

2i
e−iα − βe0 = 0.

. Íî ýòî íåâîçìîæíî ñîãëàñíî òåîðåìå 23. Òðàíñöåíäåíòíîñòü

cosα äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãèíî, òàê êàê cosα = e iα+e−iα

2 . Åñëè

tgα = β ïðè β ∈ A, òî íàõîäèì (β + i)e iα − (β − i) e−iα = 0,
ãäå ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ β + i èëè β − i
îòëè÷åí îò íóëÿ. Òåïåðü ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç òåîðåìû 23.

Ëåêöèÿ 13. Ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû Ëèíäåìàíà-Âåéåðøòðàññà. Íåâîçìîæíîñòü êâàäðàòóðû êðóãà.



Ñëåäñòâèå 5

Ïóñòü β1, · · · , βr àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà, ëèíåéíî íåçàâèñèìûå

íàä Q. Òîãäà
eβ1 , · · · , eβr

àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä Q.
Äîïóñòèì, ÷òî eβ1 , · · · , eβr àëãåáðàè÷åñêè çàâèñèìû íàä Q.
Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí P (x1, · · · , xr )
∈ Q[x1, · · · , xr ], ÷òî P (eβ1 , · · · , eβr ) = 0 ò.å.,∑

(k1,··· ,kr )

ak1,··· ,kr e
k1β1+··· ,+krβr = 0.

Çäåñü íå âñå êîýôôèöèåíòû ak1,··· ,kr ðàâíû íóëþ è âñå ëåæàò â

Q. Îòìåòèì, ÷òî âñå ÷èñëà k1β1 + · · ·+ krβr ðàçëè÷íû, òàê êàê
β1, · · · , βr ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä Q. Ïîëó÷èëîñü
ïðîòèâîðå÷èå ñ òåîðåìîé 23.

Ëåêöèÿ 13. Ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû Ëèíäåìàíà-Âåéåðøòðàññà. Íåâîçìîæíîñòü êâàäðàòóðû êðóãà.



�12. Íåâîçìîæíîñòü êâàäðàòóðû êðóãà.

Çíàìåíèòàÿ ïðîáëåìà êâàäðàòóðû êðóãà ìîæåò áûòü

ñôîðìóëèðîâàíà òàê

ïîñòðîèòü íà ïëîñêîñòè êâàäðàò, ïëîùàäü êîòîðîãî ðàâíÿëàñü

áû ïëîùàäè çàäàííîãî êðóãà.

Ïðè ýòîì "ïîñòðîèòü"îçíà÷àåò ïîñòðîèòü ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ

è ëèíåéêè - èíñòðóìåíòîâ, íàõîäèâøèõñÿ â ðàñïîðÿæåíèè

äðåâíåãðå÷åñêèõ ãåîìåòðîâ. Ìíîãî÷èñëåííûå ïîïûòêè íàéòè

òðåáóåìîå ïîñòðîåíèå ïðîäîëæàëèñü â òå÷åíèå ÷åòûðåõ

òûñÿ÷åëåòèé äî òåõ ïîð, ïîêà â 1882ã. Ô.Ëèíäåìàí íå äîêàçàë,

÷òî òàêîãî ïîñòðîåíèÿ íå ñóùåñòâóåò. Ýòî óòâåðæäåíèå áóäåò

äîêàçàíî íèæå.

Ëåêöèÿ 13. Ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû Ëèíäåìàíà-Âåéåðøòðàññà. Íåâîçìîæíîñòü êâàäðàòóðû êðóãà.



Íåâîçìîæíîñòü êâàäðàòóðû êðóãà.

Êîãäà ãîâîðÿò î ïîñòðîåíèè ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè,

èìåþò ââèäó, ÷òî ïî çàäàííîìó óñëîâèÿìè íàáîðó òî÷åê,

îòðåçêîâ, îêðóæíîñòåé èëè äðóãèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ

òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü íåêîòîðûé íîâûé îòðåçîê, òî÷êó,

îêðóæíîñòü è ò.ï., èñïîëüçóÿ òîëüêî ýòè èíñòðóìåíòû. Ïðè÷åì

ñ èõ ïîìîùüþ ðàçðåøàåòñÿ âûïîëíÿòü ëèøü äâå îñíîâíûå

îïåðàöèè

1) ïðîâåñòè ñ ïîìîùüþ ëèíåéêè ïðÿìóþ ëèíèþ ÷åðåç äâå

çàäàííûå èëè ïîñòðîåííûå ðàíåå òî÷êè;

2) ïðîâåñòè öèðêóëåì îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â çàäàííîé èëè

ïîñòðîåííîé ðàíåå òî÷êå ðàäèóñà, ðàâíîãî ðàññòîÿíèþ

ìåæäó äâóìÿ çàäàííûìè èëè ïîñòðîåííûìè òî÷êàìè.

Ëþáàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ôèãóðà, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà,

çàäàåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ ïðÿìûõ, îêðóæíîñòåé è òî÷åê.

Íàïðèìåð, äëÿ ïîñòðîåíèÿ êâàäðàòà äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü

÷åòûðå åãî âåðøèíû.
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Íåâîçìîæíîñòü êâàäðàòóðû êðóãà.

Â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ â îïðåäåëåííîì ïîðÿäêå óêàçàííûõ

îïåðàöèé íà ïëîñêîñòè âîçíèêíåò ìíîæåñòâî ïðÿìûõ,

îêðóæíîñòåé è íåêîòîðûõ òî÷åê èõ ïåðåñå÷åíèÿ, ñîäåðæàùåå

èñêîìûå òî÷êè, ïðÿìûå èëè îêðóæíîñòè. Íå âñå òî÷êè

ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïðÿìûõ è îêðóæíîñòåé â äåéñòâèòåëüíîñòè

íåîáõîäèìû äëÿ ïîñòðîåíèÿ. Ïåðåíóìåðóåì òåïåðü çàäàííûå

óñëîâèåì òî÷êè, ïðÿìûå è îêðóæíîñòè â íåêîòîðîì ïîðÿäêå, à

çàòåì ïðÿìûå, îêðóæíîñòè è èñïîëüçóåìûå äëÿ ïîñòðîåíèÿ

òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ â ïîðÿäêå èõ âîçíèêíîâåíèÿ. Òîãäà íà

÷åðòåæå ïîÿâèòñÿ êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðÿìûõ,

îêðóæíîñòåé è òî÷åê, ñîäåðæàùàÿ âñå èñêîìûå ãåîìåòðè÷åñêèå

îáúåêòû. Êàêèì æå îáðàçîì â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ ìîãóò

âîçíèêàòü íîâûå ïðÿìûå, îêðóæíîñòè è òî÷êè?
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Íåâîçìîæíîñòü êâàäðàòóðû êðóãà.

Ïåðå÷èñëèì âñå èìåþùèåñÿ âîçìîæíîñòè.

à) Íîâàÿ ïðÿìàÿ ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ëèøü ñ ïîìîùüþ

ëèíåéêè, ïðèëîæåííîé ê äâóì, ïîñòðîåííûì ðàíåå òî÷êàì.

á) Íîâàÿ îêðóæíîñòü ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ëèøü ñ ïîìîùüþ

öèðêóëÿ, ïîìåùåííîãî â ïîñòðîåííóþ ðàíåå òî÷êó. Ïðè

ýòîì ðàäèóñ åå ðàâåí ðàññòîÿíèþ ìåæäó äâóìÿ

ïîñòðîåííûìè ðàíåå òî÷êàìè.

â) Íîâàÿ òî÷êà ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà, êàê ïåðåñå÷åíèå äâóõ

ïîñòðîåííûõ ïðÿìûõ.

ã) Íîâàÿ òî÷êà ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà, êàê ïåðåñå÷åíèå

ïîñòðîåííûõ ïðÿìîé è îêðóæíîñòè.

ä) Íîâàÿ òî÷êà ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà, êàê ïåðåñå÷åíèå äâóõ

ïîñòðîåííûõ îêðóæíîñòåé.

å) Íîâàÿ òî÷êà ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè,

êîòîðóþ ìû íàçîâåì "ïðîèçâîëüíûé âûáîð".

Ïîÿñíèì ïîäðîáíåå, ÷òî çäåñü èìååòñÿ ââèäó.
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Èíîãäà, ïðè âûïîëíåíèè ïîñòðîåíèÿ áûâàåò áåçðàçëè÷íî, ãäå

âçÿòü íåîáõîäèìóþ òî÷êó. Òîãäà ãîâîðÿò, "âîçüìåì

ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó"íà ïëîñêîñòè, íà ïîñòðîåííîé ðàíåå

ïðÿìîé è ò.ï.. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ñëåäóþùóþ äðåâíþþ è

÷àñòî âîçíèêàâøóþ íà ïðàêòèêå çàäà÷ó: ïîñòðîèòü ñ ïîìîùüþ

öèðêóëÿ è ëèíåéêè öåíòð íàðèñîâàííîé îêðóæíîñòè. ßñíî, ÷òî

ïîñòðîåíèå öåíòðà íå ìîæåò íà÷àòüñÿ íè ñ îäíîé èç

ïåðå÷èñëåííûõ âûøå îïåðàöèé à)-ä). Îäíî èç êëàññè÷åñêèõ

ðåøåíèé ýòîé çàäà÷è íà÷èíàåòñÿ ñ ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà òðåõ

òî÷åê A,B è C íà îêðóæíîñòè ñ òåì, ÷òîáû âïîñëåäñòâèè ñ

ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè, òàê êàê ýòî îáúÿñíÿåòñÿ â

øêîëüíîì êóðñå ãåîìåòðèè, ïîñòðîèòü öåíòð îêðóæíîñòè,

îïèñàííîé âîêðóã òðåóãîëüíèêà ABC , ò.å. öåíòð çàäàííîé

îêðóæíîñòè.
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Íåâîçìîæíîñòü êâàäðàòóðû êðóãà.

Ñäåëàâ ýòè âñòóïèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ, ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ñóùåñòâóåò ïîñòðîåíèå ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè,

ðåøàþùåå ïðîáëåìó êâàäðàòóðû êðóãà, ò.å. ïîçâîëÿþùåå äëÿ

ëþáîãî çàäàííîãî êðóãà ïîñòðîèòü ðàâíîâåëèêèé åìó êâàäðàò.

Ââåäåì íà ïëîñêîñòè ñèñòåìó êîîðäèíàò, ïîìåñòèâ åå íà÷àëî â

öåíòð çàäàííîãî êðóãà è âûáðàâ â êà÷åñòâå åäèíèöû èçìåðåíèÿ

äëèíû ðàäèóñ çàäàííîãî êðóãà. Âñÿêàÿ òî÷êà âî ââåäåííîé íà

ïëîñêîñòè ñèñòåìå êîîðäèíàò ìîæåò áûòü çàäàíà ïàðîé ÷èñåë

(x ; y), ïðÿìàÿ è îêðóæíîñòü óðàâíåíèÿìè â êàíîíè÷åñêîé

ôîðìå, ñîîòâåòñòâåííî, ax + by + c = 0 è

(x − x0)
2 + (y − y0)

2 = r2, ãäå (x0, y0) - êîîðäèíàòû öåíòðà è r -
ðàäèóñ îêðóæíîñòè.
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Íåâîçìîæíîñòü êâàäðàòóðû êðóãà.

Îïðåäåëèì òåïåðü íà ïëîñêîñòè êëàññ àëãåáðàè÷åñêèõ òî÷åê,

ïðÿìûõ è îêðóæíîñòåé. Òî÷êó áóäåì íàçûâàòü àëãåáðàè÷åñêîé,

åñëè åå êîîðäèíàòû åñòü àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà, ïðÿìóþ - åñëè

îíà ìîæåò áûòü çàäàíà óðàâíåíèåì ñ àëãåáðàè÷åñêèìè

êîýôôèöèåíòàìè. Îêðóæíîñòü áóäåì íàçûâàòü àëãåáðàè÷åñêîé,

åñëè âåëè÷èíà åå ðàäèóñà è êîîðäèíàòû öåíòðà åñòü

àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà. Â ÷àñòíîñòè, çàäàííàÿ íà ïðåäûäóùåì

ñëàéäå îêðóæíîñòü èìååò óðàâíåíèå x2 + y2 = 1 è ïîòîìó

ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé.
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Íåâîçìîæíîñòü êâàäðàòóðû êðóãà.

Ïîêàæåì, ÷òî îïåðàöèè à)-ä), ïðèìåíåííûå ê àëãåáðàè÷åñêèì

îáúåêòàì, â ðåçóëüòàòå òàêæå äàþò àëãåáðàè÷åñêèå òî÷êè,

ïðÿìûå è îêðóæíîñòè. Â ñàìîì äåëå:

à) Ïðÿìàÿ, ïðîâåäåííàÿ ÷åðåç äâå òî÷êè ñ àëãåáðàè÷åñêèìè

êîîðäèíàòàìè (x1, y1) è (x2, y2), çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

(x2 − x1)(y − y1)− (y2 − y1)(x − x1) = 0.

Ýòî óðàâíåíèå â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå èìååò àëãåáðàè÷åñêèå

êîýôôèöèåíòû è ïîòîìó îïðåäåëÿåò àëãåáðàè÷åñêóþ ïðÿìóþ.

á) Îêðóæíîñòü ñ àëãåáðàè÷åñêèì öåíòðîì, ðàäèóñ êîòîðîé åñòü

àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî, ïî îïðåäåëåíèþ ÿâëÿåòñÿ

àëãåáðàè÷åñêîé.
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Íåâîçìîæíîñòü êâàäðàòóðû êðóãà.

â) Äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå, çàäàâàåìûå óðàâíåíèÿìè

aix + biy + ci = 0, i = 1, 2, ñ àëãåáðàè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè

ai , bi , ci èìåþò îáùóþ òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè,

óäîâëåòâîðÿþùèìè ñèñòåìå óðàâíåíèé{
a1x + b1y = c1,

a2x + b2y + c2.

Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû, íàéäåííîå, íàïðèìåð, ïî ôîðìóëàì

Êðàìåðà, èìååò àëãåáðàè÷åñêèå êîîðäèíàòû x , y . Òàê ÷òî òî÷êà

ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïðÿìûõ ÿâëÿåòñÿ

àëãåáðàè÷åñêîé.
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Íåâîçìîæíîñòü êâàäðàòóðû êðóãà.

ã) Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ïðÿìîé è îêðóæíîñòè

èìåþò êîîðäèíàòû x , y , óäîâëåòâîðÿþùèå ñèñòåìå óðàâíåíèé{
ax + by = c ,

(x − x0)2 + (y − y0)2 = r2,

ñ àëãåáðàè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî b 6= 0. Âûðàçèâ èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ

ñèñòåìû íåèçâåñòíóþ y ÷åðåç x è ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå

âìåñòî y âî âòîðîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå

îòíîñèòåëüíî x , êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî áóäóò

àëãåáðàè÷åñêèìè ÷èñëàìè. Íî òîãäà àëãåáðàè÷åñêèìè ÷èñëàìè

áóäóò îáà êîðíÿ x1 è x2 ïîëó÷èâøåãîñÿ êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ,

à, ñëåäîâàòåëüíî, è âòîðûå êîðäèíàòû yi = −(axi + c) · b−1

òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ. Èòàê, îáå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ (x1, y1) è
(x2, y2) áóäóò àëãåáðàè÷åñêèìè.
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Íåâîçìîæíîñòü êâàäðàòóðû êðóãà.

ä) Êîîðäèíàòû x , y òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ àëãåáðàè÷åñêèõ

îêðóæíîñòåé óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé{
(x − x1)

2 + (y − y1)
2 = r21 ,

(x − x2)2 + (y − y2)2 = r22 ,

ñ àëãåáðàè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè. Âû÷èòàÿ âòîðîå

óðàâíåíèå ñèñòåìû èç ïåðâîãî, ìû, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü,

ïîëó÷èì ëèíåéíîå óðàâíåíèå ñ àëãåáðàè÷åñêèìè

êîýôôèöèåíòàìè. À çàòåì, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå,

ïðîâåðÿåì, ÷òî êîîðäèíàòû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ åñòü

àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà. Ýòèì äîêàçàíî, ÷òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ

äâóõ àëãåáðàè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé áóäóò àëãåáðàè÷åñêèìè.
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Íåâîçìîæíîñòü êâàäðàòóðû êðóãà.

Ñëåäóþùàÿ îïåðàöèÿ å) - "ïðîèçâîëüíûé âûáîð". Çàìåòèì,

÷òî òî÷êè ñ àëãåáðàè÷åñêèìè (è äàæå ðàöèîíàëüíûìè)

êîîðäèíàòàìè âñþäó ïëîòíû íà ïëîñêîñòè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

ñêîëü óãîäíî áëèçêî ê ëþáîé òî÷êå ïëîñêîñòè íàõîäÿòñÿ òî÷êè

ñ àëãåáðàè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè.

Êðîìå òîãî, îíè áóäóò âñþäó

ïëîòíû íà àëãåáðàè÷åñêèõ ïðÿìûõ è îêðóæíîñòÿõ.

Äåéñòâèòåëüíî, â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (x1, y1), ëåæàùåé,
íàïðèìåð, íà àëãåáðàè÷åñêîé îêðóæíîñòè, íàéäåòñÿ òî÷êà

(x2, y2) ñ àáñöèññîé x2 - ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì,

ïðèíàäëåæàùàÿ ýòîé æå îêðóæíîñòè. Íî òîãäà âòîðàÿ

êîîðäèíàòà y2 äîëæíà áûòü àëãåáðàè÷åñêèì ÷èñëîì, òàê ÷òî

òî÷êà (x2, y2) áóäåò àëãåáðàè÷åñêîé.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

åñëè âñå òî÷êè, ïðÿìûå è îêðóæíîñòè, ïîëó÷èâøèåñÿ â

ðåçóëüòàòå îïåðàöèé, ïðåäøåñòâîâàâøèõ "ïðîèçâîëüíîìó

âûáîðó áûëè àëãåáðàè÷åñêèìè, òî è ïðè "ïðîèçâîëüíîì

âûáîðå"ìû ìîæåì ïîñòðîèòü àëãåáðàè÷åñêóþ òî÷êó.
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Íåâîçìîæíîñòü êâàäðàòóðû êðóãà.

Ñëåäóþùàÿ îïåðàöèÿ å) - "ïðîèçâîëüíûé âûáîð". Çàìåòèì,

÷òî òî÷êè ñ àëãåáðàè÷åñêèìè (è äàæå ðàöèîíàëüíûìè)

êîîðäèíàòàìè âñþäó ïëîòíû íà ïëîñêîñòè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

ñêîëü óãîäíî áëèçêî ê ëþáîé òî÷êå ïëîñêîñòè íàõîäÿòñÿ òî÷êè

ñ àëãåáðàè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè.Êðîìå òîãî, îíè áóäóò âñþäó

ïëîòíû íà àëãåáðàè÷åñêèõ ïðÿìûõ è îêðóæíîñòÿõ.

Äåéñòâèòåëüíî, â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (x1, y1), ëåæàùåé,
íàïðèìåð, íà àëãåáðàè÷åñêîé îêðóæíîñòè, íàéäåòñÿ òî÷êà

(x2, y2) ñ àáñöèññîé x2 - ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì,

ïðèíàäëåæàùàÿ ýòîé æå îêðóæíîñòè. Íî òîãäà âòîðàÿ

êîîðäèíàòà y2 äîëæíà áûòü àëãåáðàè÷åñêèì ÷èñëîì, òàê ÷òî

òî÷êà (x2, y2) áóäåò àëãåáðàè÷åñêîé.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

åñëè âñå òî÷êè, ïðÿìûå è îêðóæíîñòè, ïîëó÷èâøèåñÿ â

ðåçóëüòàòå îïåðàöèé, ïðåäøåñòâîâàâøèõ "ïðîèçâîëüíîìó

âûáîðó áûëè àëãåáðàè÷åñêèìè, òî è ïðè "ïðîèçâîëüíîì

âûáîðå"ìû ìîæåì ïîñòðîèòü àëãåáðàè÷åñêóþ òî÷êó.
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Íåâîçìîæíîñòü êâàäðàòóðû êðóãà.

Ñëåäóþùàÿ îïåðàöèÿ å) - "ïðîèçâîëüíûé âûáîð". Çàìåòèì,

÷òî òî÷êè ñ àëãåáðàè÷åñêèìè (è äàæå ðàöèîíàëüíûìè)

êîîðäèíàòàìè âñþäó ïëîòíû íà ïëîñêîñòè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

ñêîëü óãîäíî áëèçêî ê ëþáîé òî÷êå ïëîñêîñòè íàõîäÿòñÿ òî÷êè

ñ àëãåáðàè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè.Êðîìå òîãî, îíè áóäóò âñþäó

ïëîòíû íà àëãåáðàè÷åñêèõ ïðÿìûõ è îêðóæíîñòÿõ.

Äåéñòâèòåëüíî, â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (x1, y1), ëåæàùåé,
íàïðèìåð, íà àëãåáðàè÷åñêîé îêðóæíîñòè, íàéäåòñÿ òî÷êà

(x2, y2) ñ àáñöèññîé x2 - ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì,

ïðèíàäëåæàùàÿ ýòîé æå îêðóæíîñòè. Íî òîãäà âòîðàÿ

êîîðäèíàòà y2 äîëæíà áûòü àëãåáðàè÷åñêèì ÷èñëîì, òàê ÷òî

òî÷êà (x2, y2) áóäåò àëãåáðàè÷åñêîé.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

åñëè âñå òî÷êè, ïðÿìûå è îêðóæíîñòè, ïîëó÷èâøèåñÿ â

ðåçóëüòàòå îïåðàöèé, ïðåäøåñòâîâàâøèõ "ïðîèçâîëüíîìó

âûáîðó áûëè àëãåáðàè÷åñêèìè, òî è ïðè "ïðîèçâîëüíîì

âûáîðå"ìû ìîæåì ïîñòðîèòü àëãåáðàè÷åñêóþ òî÷êó.
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Íåâîçìîæíîñòü êâàäðàòóðû êðóãà.

Ñêàçàííîå âûøå ìîæíî ðåçþìèðîâàòü òàê. Ïîñòðîåíèå ñ

ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè, ðåàëèçóþùåå êâàäðàòóðó

àëãåáðàè÷åñêîãî êðóãà x2 + y2 = 1, ìîæåò áûòü âûïîëíåíî
òàêèì îáðàçîì, ÷òî âñå âñòðå÷àþùèåñÿ â íåì òî÷êè, ïðÿìûå è

îêðóæíîñòè áóäóò àëãåáðàè÷åñêèìè. Â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò,

÷òî àëãåáðàè÷åñêèìè áóäóò è âñå âåðøèíû êâàäðàòà,

ïîëó÷àþùåãîñÿ â êîíöå ïîñòðîåíèÿ, è ðàâíîâåëèêîãî ïî

ïëîùàäè çàäàííîìó êðóãó.

Åñëè (x1, y1), (x2, y2) - ñîñåäíèå âåðøèíû êâàäðàòà, òî åãî

ïëîùàäü, êàê ëåãêî âèäåòü, ðàâíà (x2 − x1)
2 + (y2 − y1)

2 è

ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ÷èñëîì. Íî ýòà æå ïëîùàäü ïî

óñëîâèþ äîëæíà ðàâíÿòüñÿ ïëîùàäè çàäàííîãî êðóãà, ò.å. ÷èñëó

π.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ ïðîòèâîðå÷èå ñ òåîðåìîé

Ëèíäåìàíà î òðàíñöåíäåíòíîñòè ÷èñëà π, îçíà÷àþùåå, ÷òî
êâàäðàòóðà êðóãà ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè íåâîçìîæíà.
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Íåâîçìîæíîñòü êâàäðàòóðû êðóãà.

Â 1837ã. Ï.Âàíòöåëü åùå äî äîêàçàòåëüñòâà òðàíñöåíäåíòíîñòè

π ïîêàçàë, ÷òî ïðè çàäàííîì îòðåçêå åäèíè÷íîé äëèíû ñ

ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû òîëüêî

îòðåçêè, äëèíû êîòîðûõ âûðàæàþòñÿ ÷èñëàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ

êîðíÿìè êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé ñ ðàöèîíàëüíûìè

êîýôôèöèåíòàìè, êîðíÿìè êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé,

êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè êâàäðàòíûõ

óðàâíåíèé ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, è ò.ä., è,

ñëåäîâàòåëüíî, îòðåçêè, äëèíû êîòîðûõ âûðàæàþòñÿ ÷èñëàìè,

ïîëó÷àþùèìèñÿ ïîñëå ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðåøåíèÿ ðÿäà

êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé. Ýòîò ôàêò, óòî÷íÿþùèé ïðèâåäåííûå

âûøå ðàññóæäåíèÿ, ñëóæèò ïðè÷èíîé íåâîçìîæíîñòè ðåøåíèÿ

è äâóõ äðóãèõ ñòàðèííûõ çàäà÷ íà ïîñòðîåíèå ñ ïîìîùüþ

öèðêóëÿ è ëèíåéêè: çàäà÷è òðèñåêöèè óãëà è çàäà÷è óäâîåíèÿ

êóáà.
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Êîíåö êóðñà.
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