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Ãëàâà 1

Àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà

1.1 Êîíå÷íûå è àëãåáðàè÷åñêèå ðàñøèðåíèÿ
ïîëåé

Îïðåäåëåíèå 1. Åñëè E - íåêîòîðîå ïîëå è F - åãî ïîäïîëå, òî E
íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåíèåì ïîëÿ F .
Îïðåäåëåíèå 2. 1. Ýëåìåíò α ∈ E íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì íàä
ïîëåì F , åñëè ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ F [x], f(x) 6= 0, ñ óñëîâèåì
f(α) = 0.

2. Ñðåäè âñåõ òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ âûáåðåì ìíîãî÷ëåí íàèìåíüøåé
ñòåïåíè è ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1. Ýòîò ìíîãî÷ëåí íàçûâàåòñÿ
ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì α íàä F . Åãî ñòåïåíü íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ
α íàä F .
Ïðèìåð 1. Ïóñòü E = C, F = Q. ×èñëà α = 7; i; 3

√
2 àëãåáðàè÷åñêèå

íàä ïîëåì Q ñòåïåíåé 1, 2, 3 ñîîòâåòñòâåííî. Èõ ìèíèìàëüíûå ìíîãî-
÷ëåíû ðàâíû x− 7, x2 + 1 è x3 − 2.

Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí, î÷åâèäíî, íåïðèâîäèì íàä ïîëåì F .
Îïðåäåëåíèå 3. Äëÿ ëþáîãî ðàñøèðåíèÿ ïîëåé E ⊃ F è ýëåìåíòîâ
α1, . . . , αm ∈ E ñèìâîëîì F (α1, . . . , αm) áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ íàèìåíüøåå
ïîäïîëå E, ñîäåðæàùåå êàê ïîëå F , òàê è âñå ýëåìåíòû αj.

Ïîëå F (α1, . . . , αm) ñîñòîèò èç âñåâîçìîæíûõ ýëåìåíòîâ
A(α1, . . . , αm)

B(α1, . . . , αm)
, A, B ∈ F [x1, . . . , xm], B(α1, . . . , αm) 6= 0.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îïèñûâàåò ñòðóêòóðó ðàñøèðåíèé, ïîðîæ-
äàåìûõ îäíèì ýëåìåíòîì, òàê íàçûâàåìûõ ïðîñòûõ ðàñøèðåíèé. Íà-
ïðèìåð, C = R(i) ⊃ R � ïðîñòîå ðàñøèðåíèå.
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Ëåììà 1. Ïóñòü E ⊃ F - ðàñøèðåíèå ïîëåé è ýëåìåíò α ∈ E àëãåáðàè-
÷åí íàä F , deg α = n. Òîãäà êàæäûé ýëåìåíò ïîëÿ F (α) åäèíñòâåííûì
îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

α = r0 + r1α + · · ·+ rn−1α
n−1, rj ∈ F. (1.1)

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîëå F (α) ÿâëÿåòñÿ n - ìåðíûì ëèíåéíûì ïðîñòðàí-
ñòâîì íàä F , à ýëåìåíòû 1, α, . . . , αn−1 ñîñòàâëÿþò íåêîòîðûé áàçèñ
ýòîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p(x) � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí α íàä F . Ñî-
ãëàñíî îïðåäåëåíèþ êàæäûé ýëåìåíò β ∈ F (α) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí
â âèäå β = A(α)

B(α)
, ãäå A(x), B(x) ∈ F [x], ïðè÷åì B(β) 6= 0. Ìíîãî÷ëåí p(x)

íåïðèâîäèì íàä F , ïîýòîìó âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ. Ëèáî B(x) äåëèòñÿ íà
p(x), ëèáî ýòè ìíîãî÷ëåíû âçàèìíî ïðîñòû. Åñëè p(x) � äåëèòåëü B(x),
òî êàæäûé êîðåíü p(x) è, â ÷àñòíîñòè, α, äîëæåí áûòü êîðíåì ìíîãî-
÷ëåíà B(x). Íî ýòî íåâåðíî. Çíà÷èò ìíîãî÷ëåíû p(x) è B(x) âçàèìíî
ïðîñòû. Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû u(x), v(x) ∈ F [x], äëÿ
êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî u(x)p(x) + v(x)B(x) = 1. Ïîäñòàâëÿÿ â
íåãî x = α è ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî p(α) = 0, íàõîäèì v(α)B(α) = 1 è, ñëåäî-
âàòåëüíî, β = A(α)v(α). Îïðåäåëèì òåïåðü ìíîãî÷ëåíû q(x), r(x) ∈ F [x]
óñëîâèÿìè

A(x)v(x) = q(x)p(x) + r(x), deg r(x) < deg p(x) = n.

Ïîäñòàâëÿÿ x = α â ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, íàõîäèì β = r(α), ÷òî äîêà-
çûâàåò (1.1), ïîñêîëüêó ìíîãî÷ëåí r(x) èìååò âèä r(x) = r0 + r1x + . . . +
rn−1x

n−1, rj ∈ F .
Òàê êàê ñòåïåíü α íàä F ðàâíà n, òî ýëåìåíòû 1, α, . . . , αn−1 ëèíåéíî

íåçàâèñèìû íàä F è, çíà÷èò, ñîñòàâëÿþò áàçèñ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà
F (α) íàä F .

Â ëþáîì ðàñøèðåíèè E ⊃ F ïîëå E ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ëè-
íåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä F .

Îïðåäåëåíèå 4. Ðàñøèðåíèå E ⊃ F íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì, åñëè ïî-
ëå E åñòü êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä F . Ðàçìåðíîñòü
ýòîãî ïðîñòðàíñòâà íàä F íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ ðàñøèðåíèÿ è îáîçíà-
÷àåòñÿ [E : F ].

Ëåììà 2. Ïóñòü E ⊃ F, F ⊃ K - êîíå÷íûå ðàñøèðåíèÿ ïîëåé. Òîãäà
ðàñøèðåíèå E ⊃ K êîíå÷íî, ïðè÷åì

[E : K] = [E : F ] · [F : K].
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Åñëè x1, . . . , xn - áàçèñ F íàä K è y1, . . . , ym - áàçèñ E íàä F , òî xiyj, 1 ≤
i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m, - áàçèñ E íàä K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýëåìåíòû xiyj ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä K. Äåéñòâè-
òåëüíî, èç ðàâåíñòâ

0 =
n∑

i=1

m∑
j=1

ci,jxiyj =
m∑

j=1

yj(
n∑

i=1

ci,jxi), ci,j ∈ K,

â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè yj íàä F è âêëþ÷åíèé
∑n

i=1 ci,jxi ∈ F ,
íàõîäèì

n∑
i=1

ci,jxi = 0, j = 1, . . . , m. (1.2)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî xi ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä K, ïîëó÷àåì èç (1.2) ðàâåí-
ñòâà ci,j = 0. Èòàê, ïîïàðíûå ïðîèçâåäåíèÿ xiyj ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä
ïîëåì K.

Ýëåìåíòû yj ñîñòàâëÿþò áàçèñ ïîëÿ E íàä F , ïîýòîìó ëþáîé ýëåìåíò
β ∈ E ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

β = d1y1 + . . . + dmym, dj ∈ F. (1.3)

Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî xi ñîñòàâëÿþò áàçèñ ïîëÿ F íàä K íàõîäèì ïðåäñòàâ-
ëåíèå

dj = c1,jx1 + . . . + cn,jxn, ci,j ∈ K. (1.4)
Èç (1.3) è (1.4) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

β =
n∑

i=1

m∑
j=1

ci,jxiyj,

çàâåðøàþùåå äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïîïàðíûõ ïðî-
èçâåäåíèé xiyj ñîñòàâëÿåò áàçèñ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà E íàä K. Ðàç-
ìåðíîñòü ýòîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ðàâíà mn = [E : F ] · [F : K].

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü E ⊃ F ⊃ K - ðàñøèðåíèÿ ïîëåé. Ðàñøèðåíèå
E ⊃ K êîíå÷íî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîíå÷íû îáà ðàñøèðåíèÿ
E ⊃ F è F ⊃ K.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü E ⊃ K êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå. Ëþáîé íàáîð
ýëåìåíòîâ ïîëÿ E ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ íàä ïîëåì F áóäåò ëèíåéíî íåçà-
âèñèì è íàä ïîëåì K. Ïîýòîìó [E : F ] ≤ [E : K], ò.å. ðàñøèðåíèå E ⊃ F
êîíå÷íî.
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Ïîëå F åñòü ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî êîíå÷íîìåðíîãî ëèíåéíîãî
ïðîñòðàíñòâà E íàä K. Ïîýòîìó ðàçìåðíîñòü F íàä K êîíå÷íà è, çíà÷èò,
F ⊃ K � êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå.

2. Óòâåðæäåíèå â îáðàòíóþ ñòîðîíó ñëåäóåò èç ëåììû 2.

Òåîðåìà 1. 1. Åñëè E ⊃ K - êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå, òî êàæäûé ýëåìåíò
ïîëÿ E àëãåáðàè÷åí íàä K.

2. Ðàñøèðåíèå E ⊃ K êîíå÷íî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùå-
ñòâóþò ýëåìåíòû α1, . . . , αm ∈ E àëãåáðàè÷åñêèå íàä K òàêèå, ÷òî
E = K(α1, . . . , αm).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü α ∈ E è [E : K] = n. Òîãäà ýëåìåíòû

1, α, α2, . . . , αn,

ïðèíàäëåæàùèå E, ëèíåéíî çàâèñèìû íàä K. Ñîîòíîøåíèå

a0 + a1α + · · ·+ anα
n = 0, aj ∈ K,

îçíà÷àåò, ÷òî α åñòü êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f(x) = anxn + . . . + a1x + a0, ò.å.
α àëãåáðàè÷åí íàä K.

2. à) Åñëè E ⊃ K êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå, [E : K] = m è α1, . . . , αm �
áàçèñ E íàä K, òî êàæäûé ýëåìåíò α ïîëÿ E ïðåäñòàâèì â âèäå α = c1α1+
. . .+cmαm, ãäå cj ∈ K. Íî òîãäà α ∈ K(α1, . . . , αm). Ïîñëåäíåå âêëþ÷åíèå
ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà α ∈ E, òàê ÷òî E ⊂ K(α1, . . . , αm).
Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå î÷åâèäíî, ïîýòîìó E = K(α1, . . . , αm).

á) Ïóñòü E = K(α1, . . . , αm) è âñå α1, . . . , αm àëãåáðàè÷íû íàä K. Äî-
êàæåì óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî m. Ïðè m = 1 îíî ñëåäóåò èç ëåììû
1. Îïðåäåëèì F = K(α1, . . . , αm−1). Ñîãëàñíî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëî-
æåíèþ ðàñøèðåíèå F ⊃ K êîíå÷íî. Ýëåìåíò αm àëãåáðàè÷åí íàä ïîëåì
K è, ñëåäîâàòåëüíî, àëãåáðàè÷åí íàä ïîëåì F . Ïîñêîëüêó E = F (αm), òî
ïî ëåììå 1 ðàñøèðåíèå E ⊃ F êîíå÷íî. Òåïåðü ñîãëàñíî ëåììå 2 ìîæíî
óòâåðæäàòü, ÷òî ðàñøèðåíèå E ⊃ K êîíå÷íî.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü E,F - ïîäïîëÿ ïîëÿ L, ñîäåðæàùèå ïîëå K.
Êîìïîçèòîì E, F (îáîçíà÷åíèå EF ) íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå ïîäïîëå L,
ñîäåðæàùåå ïîëÿ E è F .

Ïîëå EF ñîñòîèò èç âñåâîçìîæíûõ ýëåìåíòîâ âèäà

A(α1, . . . , αr, β1, . . . , βs)

B(α1, . . . , αr, β1, . . . , βs)
, A, B ∈ K[x1, . . . , xr, y1, . . . , ys], (1.5)

ãäå αi ∈ E, βj ∈ F è çíàìåíàòåëü îòëè÷åí îò íóëÿ.
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Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü E, F - ïîäïîëÿ ïîëÿ L, ñîäåðæàùèå ïîëå K è
êîíå÷íûå íàä íèì. Òîãäà ðàñøèðåíèå EF ⊃ K êîíå÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè E ⊃ K, F ⊃ K êîíå÷íû, òî ñîãëàñíî òåîðåìå 1
ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû α1, . . . , αm, β1, . . . , βn àëãåáðàè÷åñêèå íàä K, äëÿ
êîòîðûõ E = K(α1, . . . , αm) è F = K(β1, . . . , βn). Íî òîãäà

EF = K(α1, . . . , αm, β1, . . . , βn)

è ñîãëàñíî òåîðåìå 1 ðàñøèðåíèå EF ⊃ K êîíå÷íî.

Îïðåäåëåíèå 6. Ðàñøèðåíèå E ⊃ F íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì, åñëè
êàæäûé ýëåìåíò ïîëÿ E àëãåáðàè÷åí íàä ïîëåì F .

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü E ⊃ F , F ⊃ K - àëãåáðàè÷åñêèå ðàñøèðåíèÿ ïî-
ëåé. Òîãäà ðàñøèðåíèå E ⊃ K - àëãåáðàè÷åñêîå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α ∈ E. Òàê êàê α àëãåáðàè÷åí íàä F , òî ñóùå-
ñòâóåò ìíîãî÷ëåí f(x) = xn + βn−1x

n−1 + . . . + β1x + β0 ∈ F [x] ñ óñëîâèåì
f(α) = 0. Ïîñêîëüêó βj ∈ F è, çíà÷èò, àëãåáðàè÷íû íàä K, òî ïî òåîðåìå
1 ðàñøèðåíèå K(βn−1, . . . , β0) ⊃ K êîíå÷íî. Ðàñøèðåíèå

K(α, βn−1, . . . , β0) ⊃ K(βn−1, . . . , β0)

êîíå÷íî ïî ëåììå 1, ïîýòîìó ñîãëàñíî ëåììå 2 áóäåò êîíå÷íûì è ðàñ-
øèðåíèå K(α, βn−1, . . . , β0) ⊃ K. Òåïåðü ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1
äàåò íàì, ÷òî α àëãåáðàè÷åí íàä K.

Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü E, F - ïîäïîëÿ ïîëÿ L, ñîäåðæàùèå ïîëå K è
àëãåáðàè÷åñêèå íàä íèì. Òîãäà EF ⊃ K - àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäûé ýëåìåíò α ïîëÿ EF ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-
ëåí â âèäå (1.5) ñ íåêîòîðûìè α1, . . . , αr ∈ E, β1, . . . , βs ∈ F . Òîãäà
α ∈ K(α1, . . . , αr, β1, . . . , βs). Âñå ýëåìåíòû αj, βj àëãåáðàè÷íû íàä ïîëåì
K, ïîýòîìó ñîãëàñíî òåîðåìå 1 ðàñøèðåíèå K(α1, . . . , αr, β1, . . . , βs) ⊃ K
êîíå÷íî. Èç ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 1 ñëåäóåò òåïåðü, ÷òî α àëãå-
áðàè÷åí íàä K.

Ëåììà 3. Ïóñòü K - ïîëå è f(x) - ìíîãî÷ëåí ñ êîýôôèöèåíòàìè èç
K, deg f ≥ 1. Ñóùåñòâóåò ðàñøèðåíèå L ⊃ K, â êîòîðîì ìíîãî÷ëåí
f(x) èìååò êîðåíü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ íåïðèâîäèìûõ
ìíîãî÷ëåíîâ. Ïóñòü f(x) � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí. Â ýòîì ñëó÷àå ôàê-
òîð êîëüöî L = K[x]/(f(x)) ÿâëÿåòñÿ ïîëåì. Ýëåìåíò x (mod f(x)) ∈ L
åñòü êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f(x).
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Ñëåäñòâèå 5. Äëÿ êàæäîãî ïîëÿ K è ìíîãî÷ëåíà f(x) ∈ K[x] ñóùå-
ñòâóåò ðàñøèðåíèå E ⊃ K íàä êîòîðûì ìíîãî÷ëåí f(x) ðàñêëàäûâàåò-
ñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè, ò.å.

f(x) = c(x− α1) · · · (x− αn), c ∈ K, αj ∈ E.

Îïðåäåëåíèå 7. K(α1, . . . , αn) - ïîëå ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) íàä
ïîëåì K.

Ïðèìåð 2. Ïîëåì ðàçëîæåíèÿ f(x) = x3 − 2 íàä Q ÿâëÿåòñÿ ïîëå
Q( 3
√

2, e2πi/3).

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïîëå ðàçëîæåíèÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà åäèíñòâåí-
íî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.

1.2 Àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëîâûå ïîëÿ
Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû êðàòêî ñóììèðóåì äîêàçàííûå âûøå óòâåðæäåíèÿ
äëÿ ïîäïîëåé ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 8. 1. Êîìïëåêñíîå ÷èñëî α íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì,
åñëè ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí p(x) ∈ Q[x], p(x) 6= 0, ñ óñëîâèåì p(α) = 0.
Ñðåäè âñåõ òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ âûáåðåì ìíîãî÷ëåí íàèìåíüøåé ñòåïåíè
è ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1. Òàêîé ìíîãî÷ëåí îïðåäåëÿåòñÿ ïî α
åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì è íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì α.

2. Ñòåïåíüþ àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëà α íàçûâàåòñÿ ñòåïåíü åãî ìèíè-
ìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà, îíà îáîçíà÷àåòñÿ deg α.

3. ×èñëàìè ñîïðÿæåííûìè ñ α íàçûâàþòñÿ âñå êîðíè ìèíèìàëüíîãî
ìíîãî÷ëåíà α.

Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ëþáîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëà íåïðèâîäèì
è íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé.

Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè (ñëîæåíèå, âû-
÷èòàíèå, óìíîæåíèå è äåëåíèå), ïðèìåíåííûå ê àëãåáðàè÷åñêèì ÷èñëàì,
äàþò àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà. Èíà÷å ãîâîðÿ, ìíîæåñòâî âñåõ àëãåáðàè÷å-
ñêèõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.

Ïîëå íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì, åñëè êàæäîå åãî àëãåáðà-
è÷åñêîå ðàñøèðåíèå òðèâèàëüíî, ò.å. ñîâïàäàåò ñ íèì ñàìèì. Íàïðèìåð,
ïîëå âñåõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî. Ïî ñëåäñòâèþ 3
êîðíè ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà ñ àëãåáðàè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè ÿâëÿþòñÿ
àëãåáðàè÷åñêèìè ÷èñëàìè, ò.å. ïîëå âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë àëãåáðà-
è÷åñêè çàìêíóòî.

Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ïîëå âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë ñèìâîëîì Q.
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Îïðåäåëåíèå 9. Âñÿêîå ïîäïîëå C, ÿâëÿþùååñÿ êîíå÷íûì ðàñøèðåíè-
åì Q, íàçûâàåòñÿ ïîëåì àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë.

1.3 Òåîðåìà î ïðèìèòèâíîì ýëåìåíòå
Òåîðåìà 2. Âñÿêîå ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë E ìîæåò áûòü ïîðî-
æäåíî îäíèì àëãåáðàè÷åñêèì ÷èñëîì. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò
òàêîå ÷èñëî θ ∈ E, ÷òî E = Q(θ).

×èñëî θ, ïîðîæäàþùåå ïîëå E, íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíûì ýëåìåí-
òîì E.

Ïðèìåð 3. Q(
√

2,
√

3) = Q(
√

2 +
√

3).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ è òåîðåìå 1 âñÿêîå
ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë ïîðîæäàåòñÿ êîíå÷íûì íàáîðîì àëãåáðàè-
÷åñêèõ ÷èñåë. Äîêàæåì ñíà÷àëà íóæíîå óòâåðæäåíèå äëÿ ïîëÿ, ïîðî-
æäåííîãî äâóìÿ àëãåáðàè÷åñêèìè ÷èñëàìè, ò.å. áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî E =
Q(α, β). Ïóñòü ñòåïåíè ÷èñåë α, β ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî m è n, à

f(x) = xm + am−1x
m−1 + . . . + a0, g(x) = xn + bn−1x

n−1 + . . . + b0

� èõ ìèíèìàëüíûå ìíîãî÷ëåíû. Êîðíè ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ, ò.å. ÷èñëà ñî-
ïðÿæåííûå ñ α, β, îáîçíà÷èì α1, . . . , αm è β1, . . . , βn ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè
ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü α = α1, β = β1. Âñå ÷èñëà αi ðàâíî êàê è ÷èñëà βj

ðàçëè÷íû ìåæäó ñîáîé.
Âûáåðåì c ∈ Q òàê, ÷òîáû

αi + cβk 6= α1 + cβ1, (i, k) 6= (1, 1). (1.6)

Ýòî, î÷åâèäíî, ìîæíî ñäåëàòü, âåäü êàæäîå óðàâíåíèå αi+xβk = α1+xβ1

ïðè (i, k) 6= (1, 1) èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ, à ïîëå Q áåñêîíå÷íî.
Ïîëîæèì θ = α + cβ è îáîçíà÷èì L = Q(θ). Ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

L ⊂ Q(α, β). Â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ìíîãî-
÷ëåí

h(x) = f(θ − cx) ∈ L[x].

Ïðèíàäëåæàùèå êîëüöó L[x] ìíîãî÷ëåíû g(x) è h(x) èìåþò îáùèé êî-
ðåíü β. Ïîýòîìó îíè èìåþò íåòðèâèàëüíûé îáùèé äåëèòåëü d(x) ∈ L[x].
×èñëî β ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà d(x). Òàê êàê d(x) � äåëèòåëü
íåïðèâîäèìîãî íàä ïîëåì K ìíîãî÷ëåíà g(x), òî d(x) íå èìååò êðàòíûõ
êîðíåé.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî deg d(x) > 1. Òîãäà ìíîãî÷ëåí d(x) èìååò êîðåíü γ,
îòëè÷íûé îò β. Âñå êîðíè d(x) ñîäåðæàòñÿ ñðåäè êîðíåé ìíîãî÷ëåíà g(x).
Ïîýòîìó γ = βk ñ íåêîòîðûì íîìåðîì k > 1. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî γ ÿâëÿåòñÿ
òàêæå êîðíåì ìíîãî÷ëåíà h(x), ò.å. 0 = h(γ) = f(θ− cγ), çàêëþ÷àåì, ÷òî
θ − cγ = αi ñ íåêîòîðûì íîìåðîì i. Íî òîãäà θ = αi + cβk âîïðåêè (1.6).

Ïîëó÷èâøååñÿ ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî deg d(x) = 1, ò.å. d(x) =
ax + b ∈ L[x]. Íî òîãäà β = −b/a ∈ L è α = θ − cβ ∈ L. Ñëåäîâàòåëüíî,
Q(α, β) = L = Q(θ), ÷åì è çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 äëÿ
ïîëåé, ïîðîæäåííûõ äâóìÿ ÷èñëàìè.

Ïóñòü òåïåðü E = Q(ξ1, . . . , ξm). Åñëè ñ÷èòàòü òåîðåìó äîêàçàííîé
äëÿ ïîëåé, ïîðîæäåííûõ m − 1 ÷èñëîì, òî Q(ξ1, . . . , ξm−1) = Q(η) äëÿ
íåêîòîðîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëà η. Tàê ÷òî E = Q(η, ξm). Ïîëüçóÿñü
óæå äîêàçàííûì óòâåðæäåíèåì äëÿ ïîëåé, ïîðîæäåííûõ äâóìÿ ÷èñëàìè,
çàêëþ÷àåì, ÷òî ñ íåêîòîðûì θ ∈ E áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî E =
Q(θ).

Ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ïîëÿ ìîæåò âûáèðàòüñÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáà-
ìè. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 6. Ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ïîëÿ E = Q(ξ1, . . . , ξm) ìîæåò
áûòü âûáðàí â âèäå

θ = c1ξ1 + . . . + cmξm, cj ∈ Q.

Ýòîò ôàêò óñòàíîâëåí ïðè m = 2 â õîäå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2. Â
îáùåì ñëó÷àå îí ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî m.

Ñëåäñòâèå 7. Ïóñòü E - ïîäïîëå C. Ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùèå ñâîé-
ñòâà:

1. E åñòü ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë.

2. Ðàñøèðåíèå E ⊃ Q ïîðîæäàåòñÿ êîíå÷íûì íàáîðîì àëãåáðàè÷å-
ñêèõ ÷èñåë.

3. Ðàñøèðåíèå E ⊃ Q ïîðîæäàåòñÿ îäíèì àëãåáðàè÷åñêèì ÷èñëîì.

Òåîðåìà 2 ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáîãî ðàñøèðåíèÿ E ⊃ K, êîòîðîå êî-
íå÷íî è îáëàäàåò íåêîòîðûì ñâîéñòâîì ñåïàðàáåëüíîñòè, ñì. [7], ãë. VII.
Â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî ïîëÿ K âñå ðàññóæäåíèÿ ñîõðàíÿþòñÿ áåç èçìå-
íåíèé. Åñëè æå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ïîëÿ K êîíå÷íî, íå âñåãäà ìîæíî
ãàðàíòèðîâàòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (1.6). Â ýòîì ñëó÷àå òåîðåìà äîêàçû-
âàåòñÿ èíûì ñïîñîáîì. Ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå ðàññóæäåíèÿ.
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Åñëè K � êîíå÷íîå ïîëå, òî ïîëå E òàêæå áóäåò êîíå÷íûì. Îáîçíà÷èì
áóêâîé p õàðàêòåðèñòèêó ïîëåé K è E. Òîãäà E ⊃ K ⊃ Fp. Åñëè n = [E :
Fp], òî ïîëå E ñîäåðæèò pn ýëåìåíòîâ. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí

g(x) = (xp − x)(xp2 − x) · · · (xpn−1 − x).

Äëÿ åãî ñòåïåíè èìååì îöåíêó ñâåðõó

deg g(x) = p + p2 + . . . + pn−1 =
pn − 1

p− 1
− 1 < pn.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñå ýëåìåíòû ïîëÿ E íå ìîãóò áûòü êîðíÿìè g(x),
è ïîòîìó íàéäåòñÿ ýëåìåíò θ ∈ E, äëÿ êîòîðîãî g(θ) 6= 0.

Îáîçíà÷èì d = deg θ è L = Fp(θ) ⊂ E. Òîãäà ïîëå L ñîäåðæèò pd

ýëåìåíòîâ è ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ L èìååò
ïîðÿäîê pd − 1. Â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò ðàâåíñòâà θpd−1 = 1 è θpd

= θ.
Èç îïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòà θ òåïåðü ñëåäóåò íåðàâåíñòâî d ≥ n. Íî d =
[L : Fp] ≤ [E : Fp] = n, òàê ÷òî d = n è E = L = Fp(θ). Âêëþ÷åíèÿ E =
Fp(θ) ⊂ K(θ) ⊂ E äîêàçûâàþò òåïåðü íåîáõîäèìîå ðàâåíñòâî E = K(θ).

Ýëåìåíò θ ñ óñëîâèåì E = K(θ) íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíûì ýëåìåí-
òîì ïîëÿ E íàä K.

1.4 Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ ïîëåé.
Ãðóïïà Ãàëóà

Îïðåäåëåíèå 10. Ïóñòü F - ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë. Îòîáðàæåíèå
σ : F → C íàçûâàåòñÿ âëîæåíèåì, åñëè îíî åñòü ãîìîìîðôèçì (ñîõðà-
íÿåò àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè) è èíúåêòèâíî (îáðàçû ðàçëè÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ ðàçëè÷íû). Ïóñòü E - ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë, ñîäåðæàùåå
F è τ : E → C - âëîæåíèå. Â ñëó÷àå, åñëè τ íà ïîëå F ñîâïàäàåò ñ σ,
ãîâîðÿò, ÷òî τ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì σ íà ïîëå E. Åñëè ïðè ýòîì σ
òîæäåñòâåííî íà F , òî ãîâîðÿò, ÷òî τ åñòü âëîæåíèå ïîëÿ E íàä F .

Êàæäîå âëîæåíèå σ : F → C åñòü âëîæåíèå íàä Q. Ýòî ëåãêî ïðîâåðèòü,
äîêàçàâ ïîñëåäîâàòåëüíî, ÷òî îáðàçîì 1 ïîä äåéñòâèåì σ áóäåò òàêæå 1,
÷òî íàòóðàëüíûå ÷èñëà îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè, ÷òî îñòàþòñÿ íåèçìåí-
íûìè îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà è 0, íàêîíåö, ÷òî σ(p/q) = p/q äëÿ ëþáîãî
ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà p/q.

Ïðèìåð. Ïóñòü F = Q(
√

2) è îòîáðàæåíèå σ ïåðåâîäèò êàæäîå ÷èñëî
α = a + b

√
2 ∈ F, a, b ∈ Q â a− b

√
2. Òîãäà σ åñòü âëîæåíèå Q(

√
2) â C.
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Ëåììà 4. Ïóñòü E - ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë è τ - âëîæåíèå E íàä
F . Òîãäà äëÿ ëþáîãî α ∈ E ÷èñëî τ(α) ñîïðÿæåíî ñ α íàä F .

Ãîâîðÿò, ÷òî àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà α, β ñîïðÿæåíû íàä ïîëåì F , åñëè
èõ ìèíèìàëüíûå ìíîãî÷ëåíû íàä F ñîâïàäàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p(x) = xm + am−1x
m−1 + . . . + am ∈ F [x] � ìèíè-

ìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ÷èñëà α íàä ïîëåì F . Ïðèìåíÿÿ ê ðàâåíñòâó

αm + am−1α
m−1 + . . . + am = p(α) = 0

âëîæåíèå τ è ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî τ òîæäåñòâåí íà F è ñîõðàíÿåò àðèô-
ìåòè÷åñêèå îïåðàöèè, ïîëó÷èì

τ(α)m + am−1τ(α)m−1 + . . . + am = p(τ(α)) = 0.

Ïîëó÷èâøååñÿ ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî τ(α) åñòü êîðåíü ìíîãî÷ëå-
íà p(x), ò.å. ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ñîïðÿæåíî ñ α.

Ïóñòü F � ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë è σ : F → σ(F ) ⊂ C - âëîæåíèå.
Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè óñëîâèìñÿ èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ a = σ(a)
äëÿ êàæäîãî ÷èñëà a ∈ F . Äëÿ êàæäîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) = anxn + . . . +
a1x + a0 ∈ F [x] áóäåì òàêæå îáîçíà÷àòü f(x) = anxn + . . . + a1x + a0.

Ëåììà 5. Ïóñòü E ⊃ F - ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë, σ : F → C -
âëîæåíèå. Òîãäà ñóùåñòâóåò ðîâíî n = [E : F ] âëîæåíèé ïîëÿ E, ïðî-
äîëæàþùèõ σ.

Ïóñòü θ - ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ïîëÿ E íàä F è p(x) = anx
n + · · ·+

a0 ∈ F [x] - ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí θ. Ïóñòü òàêæå θ - íåêîòîðûé
êîðåíü ìíîãî÷ëåíà p(x). Òîãäà îòîáðàæåíèå τ : E → C, ïåðåâîäÿùåå
÷èñëî

α = r0 + r1θ + · · ·+ rn−1θ
n−1 ∈ E, ri ∈ F

â
τ(α) = r0 + r1θ + · · ·+ rn−1θ

n−1 (1.7)
åñòü âëîæåíèå, ïðîäîëæàþùåå σ. Â ÷àñòíîñòè, τ(θ) = θ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî îòîáðàæåíèå, îïðåäåëåííîå ðà-
âåíñòâîì (1.7) åñòü âëîæåíèå ïîëÿ E, ïðîäîëæàþùåå σ. Òîò ôàêò, ÷òî
îãðàíè÷åíèå τ íà ïîëå F ñîâïàäàåò ñ σ î÷åâèäíî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ
(1.7). Âåäü äëÿ ÷èñåë α ∈ F èìååì τ(α) = α = σ(α).

Äîêàæåì, ÷òî îïðåäåëåííîå (1.7) îòîáðàæåíèå ñîõðàíÿåò ñëîæåíèå è
óìíîæåíèå. Ïóñòü α = a(θ), β = b(θ), ãäå a(x), b(x) ∈ F [x] è deg a(x) <
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n, deg b(x) < n. Òîãäà ñîãëàñíî (1.7) èìååì τ(α) = a(θ) è τ(β) = b(θ).
Ïîñêîëüêó α + β = a(θ) + b(θ) è deg(a(x) + b(x)) < n, òî

τ(α + β) = a(θ) + b(θ) = τ(α) + τ(β).

Äàëåå, îïðåäåëèì ìíîãî÷ëåíû u(x), v(x) ∈ F [x] óñëîâèÿìè

a(x)b(x) = u(x)p(x) + v(x), deg v(x) < deg p(x) = n. (1.8)

Èç ðàâåíñòâà (1.8) ñëåäóåò, ÷òî αβ = a(θ)b(θ) = v(θ). Ñîãëàñíî îïðå-
äåëåíèþ τ òåïåðü íàõîäèì τ(αβ) = v(θ). Êðîìå òîãî èç (1.8) ñëåäóåò
v(x) = a(x)b(x) − u(x)p(x). Ïîýòîìó v(θ) = a(θ)b(θ) = τ(α)τ(b). Èòàê,
äîêàçàíû ðàâåíñòâà

τ(α + β) = τ(α) + τ(β), τ(αβ) = τ(α)τ(b).

Ïîñêîëüêó τ(0) = σ(0) = 0, òî 0 = τ(α+(−α)) = τ(α)+τ(−α). Îòñþäà íà-
õîäèì τ(−α) = −τ(α) è τ(β−α) = τ(β)+τ(−α) = τ(β)−τ(α). Ðàâåíñòâî
τ(β/α) = τ(β)/τ(α) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî, ïîñêîëüêó τ(1) = σ(1) = 1.

Èòàê, îòîáðàæåíèå τ , îïðåäåëåííîå (1.7) åñòü âëîæåíèå ïîëÿ E, ïðî-
äîëæàþùåå σ ñ ïîëÿ F .

Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí p(x) ÷èñëà θ íåïðèâîäèì íàä ïîëåì F . Ïî-
ýòîìó ìíîãî÷ëåí p(x) áóäåò íåïðèâîäèì íàä ïîëåì σ(F ). Â ÷àñòíîñòè,
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îí èìååò n ðàçëè÷íûõ êîðíåé θ1, . . . , θn. Ñëåäîâàòåëü-
íî, îïèñàííàÿ â óñëîâèè ëåììû êîíñòðóêöèÿ ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü n
âëîæåíèé τ1, . . . , τn, ïðîäîëæàþùèõ ñ F íà E âëîæåíèå σ. Âñå îíè áóäóò
ðàçëè÷íû, ïîñêîëüêó ïðè j 6= k âûïîëíÿåòñÿ τj(θ) = θj 6= θk = τk(θ).

Íàêîíåö, äîêàæåì, ÷òî êàæäîå ïðîäîëæåíèå âëîæåíèÿ σ ñ ïîëÿ F
íà E ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ïîñòðîåííûõ τj. Åñëè κ � âëîæåíèå ïîëÿ E,
ïðîäîëæàþùåå σ, òî èç ðàâåíñòâà p(θ) = 0 ñëåäóåò p(κ(θ)) = 0. Ýòî
çíà÷èò, ÷òî ÷èñëî κ(θ) ñîâïàäàåò ñ êàêèì-òî èç êîðíåé ìíîãî÷ëåíà p(x).
Åñëè κ(θ) = θj, òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà α = a(θ) ∈ E èìååì

κ(α) = a(κ(θ)) = a(θj) = τj(α).

Èòàê, âëîæåíèå κ ñîâïàäàåò ñ τj.

Åñëè E � ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë, ñîäåðæàùåå ïîëå F , òî êàæäîå
âëîæåíèå E íàä F ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì òîæäåñòâåííîãî âëîæåíèÿ
ïîëÿ F . Ïîýòîìó ñîãëàñíî ëåììå 5 ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî
âëîæåíèé E íàä F ðàâíî ñòåïåíè ðàñøèðåíèÿ E ⊃ F , ò.å. [E : F ].

Êàæäîå âëîæåíèå ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë îñòàâëÿåò íåïîäâèæíû-
ìè ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, ò.å. ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì íàä Q. Ñëåäîâàòåëüíî,
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êîëè÷åñòâî âëîæåíèé ïðîèçâîëüíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëîâîãî ïîëÿ E
ðàâíî ñòåïåíè ýòîãî ïîëÿ, ò.å. [E : Q].

Ýëåìåíòû ïîëÿ F îñòàþòñÿ íåïîäâèæíûìè ïîä äåéñòâèåì ëþáîãî
âëîæåíèÿ ïîëÿ E íàä F . Âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 8. Åñëè E ⊃ F � ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë, α ∈ E, è äëÿ
ëþáîãî âëîæåíèÿ τ ïîëÿ E íàä F èìååì τ(α) = α, òî α ∈ F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäîå âëîæåíèå ïîëÿ E íàä F ÿâëÿåòñÿ, ñîãëàñíî
óñëîâèþ ñëåäñòâèÿ, âëîæåíèåì íàä ïîëåì F (α), è íàîáîðîò, êàæäîå âëî-
æåíèå íàä F (α) áóäåò âëîæåíèåì íàä F . Ïîýòîìó êîëè÷åñòâî âëîæåíèé
E íàä F (α), ò.å. [E : F (α)] ðàâíî êîëè÷åñòâó âëîæåíèé íàä F , ò.å. [E : F ].
Ýòî è ðàâåíñòâî

[E : F ] = [E : F (α)] · [F (α) : F ],

ñëåäóþùåå èç ëåììû 2, îçíà÷àþò, ÷òî [F (α) : F ] = 1, ò.å. F (α) = F .
Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ ëèøü â ñëó÷àå α ∈ F .

Òåîðåìà 3. Ïóñòü E ⊃ F - ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë. Ýêâèâàëåíòíû
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. Âñÿêîå âëîæåíèå τ ïîëÿ E íàä F åñòü àâòîìîðôèçì ïîëÿ E.
2. Äëÿ êàæäîãî ÷èñëà α ∈ E âñå åãî ñîïðÿæåííûå íàä F ïðèíàäëå-

æàò E.
3. Âñÿêèé íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ F [x], èìåþùèé êîðåíü â

E, ðàñêëàäûâàåòñÿ íàä E íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè.
4. Åñëè E = F (α1, . . . , αm), òî âñå ñîïðÿæåííûå íàä F êàæäîãî èç

αi ïðèíàäëåæàò ïîëþ E.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) ⇒ 2) Ïóñòü α ∈ E è α � ÷èñëî, ñîïðÿæåííîå ñ α íàä
ïîëåì F . Ïî ëåììå 5 ñóùåñòâóåò âëîæåíèå σ : F (α) → C íàä F òàêîå,
÷òî α = σ(α). Ïóñòü τ � ïðîäîëæåíèå σ íà E. Òîãäà τ � àâòîìîðôèçì
ïîëÿ E íàä F . Ïîñêîëüêó τ(α) = σ(α) = α, ïîëó÷àåì, ÷òî α ∈ E.

2) ⇒ 3) Ïóñòü f(x) ∈ F [x] � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí è α ∈ E � åãî
êîðåíü. Åñëè p(x) ∈ F [x] � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí α íàä ïîëåì F , òî,
ïîñêîëüêó p(x) òàêæå íåïðèâîäèì íàä ïîëåì F , âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
f(x) = c ·p(x), c ∈ F . Âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà p(x) ñîãëàñíî óñëîâèþ ëåæàò
â ïîëå E. Ïîýòîìó è ñîâïàäàþùèå ñ íèìè êîðíè ìíîãî÷ëåíà f(x) òàêæå
ïðèíàäëåæàò ïîëþ E.

3) ⇒ 4) Îáîçíà÷èì pi(x) ∈ F [x] � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ÷èñëà
αi íàä ïîëåì F . Ñîãëàñíî óñëîâèþ âñå êîðíè ýòîãî ìíîãî÷ëåíà, ò.å. âñå
÷èñëà, ñîïðÿæåííûå ñ αi íàä F , ïðèíàäëåæàò ïîëþ E.

4) ⇒ 1) Ïóñòü τ � íåêîòîðîå âëîæåíèå ïîëÿ E íàä F . Ïî ëåììå 4
÷èñëî τ(αi) ñîïðÿæåíî ñ αi è ïîòîìó τ(αi) ∈ E, i = 1, . . . ,m. Êàæäîå
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÷èñëî ξ èç ïîëÿ E ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ξ = A(α1,...,αm)
B(α1,...,αm)

, ãäå
A,B ∈ F [x1, . . . , xm], ïðè÷åì B(α1, . . . , αm) 6= 0. Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî
îçíà÷àåò, ÷òî

B(τ(α1), . . . , τ(αm)) = τ(B(α1, . . . , αm)) 6= 0.

Òåïåðü èìååì
τ(ξ) =

A(τ(α1), . . . , τ(αm))

B(τ(α1), . . . , τ(αm))
∈ E.

Âêëþ÷åíèå τ(ξ) ∈ E, âûïîëíÿþùååñÿ äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ξ ∈ E, îçíà÷àåò,
÷òî τ(E) ⊂ E.

Îòîáðàæåíèå τ ïîëÿ E ëèíåéíî íàä F . Ïîýòîìó îáðàç τ(E) ⊃ F åñòü
ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî E. Íî τ � âëîæåíèå, è ïîòîìó èìååò íóëåâîå
ÿäðî. Ýòî çíà÷èò, ÷òî dimF τ(E) = dimF E. Ñëåäîâàòåëüíî τ(E) = E è τ
åñòü àâòîìîðôèçì ïîëÿ E íàä F .

Îïðåäåëåíèå 11. Ðàñøèðåíèå E ⊃ F íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì, åñëè
îíî óäîâëåòâîðÿåò óòâåðæäåíèÿì òåîðåìû 3. Ïî èíîìó â ýòîì ñëó÷àå
ãîâîðÿò: ïîëå E íîðìàëüíî íàä F .

Ïðèìåð 4. Ïîëå Q(
√

2) íîðìàëüíî íàä Q. Ïîëå Q( 4
√

2) íå íîðìàëüíî,
ò.ê. íå ñîäåðæèò ÷èñëî i 4

√
2, ñîïðÿæåííîå ñ 4

√
2 íàä Q.

Îïðåäåëåíèå 12. Äâà ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë E è F , ñîäåðæàùèå
ïîëå K, íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæåííûìè íàä K, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå âëî-
æåíèå τ : E → C íàä K, ÷òî τ(E) = F .

Ñëåäñòâèå 9. Ïóñòü E ⊃ F ⊃ K - ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë, ïðè÷åì
ðàñøèðåíèå E ⊃ K íîðìàëüíî. Òîãäà ïîëå E íîðìàëüíî íàä F , à âñå
ïîëÿ, ñîïðÿæåííûå ñ F íàä K, ñîäåðæàòñÿ â E.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäîå âëîæåíèå σ ïîëÿ E â C íàä F ÿâëÿåòñÿ îäíî-
âðåìåííî è âëîæåíèåì íàä ïîëåì K. Íîðìàëüíîñòü ðàñøèðåíèÿ E ⊃ K
îçíà÷àåò, ÷òî σ åñòü àâòîìîðôèçì ïîëÿ E. Ñîãëàñíî ïåðâîìó óòâåðæäå-
íèþ òåîðåìû 3 ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî E ⊃ F � íîðìàëüíîå ðàñøèðåíèå.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ íîðìàëüíîñòè, êàæäîå âëîæåíèå σ ïîëÿ E íàä
K åñòü àâòîìîðôèçì ïîëÿ E. Â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò ðàâåíñòâî σ(E) =
E, èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî σ(F ) ⊂ E.

Îïðåäåëåíèå 13. Ïóñòü E ⊃ K - íîðìàëüíîå ðàñøèðåíèå. Ñîãëàñíî
ïåðâîìó óòâåðæäåíèþ òåîðåìû 3 âñå âëîæåíèÿ ïîëÿ E íàä K îáðàçó-
þò ãðóïïó. Ýòà ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé Ãàëóà ðàñøèðåíèÿ E ⊃ K,
îáîçíà÷àåòñÿ îíà G(E/K).
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Åñëè ïðè ýòîì F - ïðîìåæóòî÷íîå ïîëå ìåæäó E è K, òî G(E/F ) ⊂
G(E/K).

Òåîðåìà 4. Ïóñòü E ⊃ K - íîðìàëüíîå ðàñøèðåíèå. Îïðåäåëåííîå âû-
øå îòîáðàæåíèå

φ : F −→ G(E/F ).

óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñîâîêóïíî-
ñòüþ ïîäïîëåé E, ñîäåðæàùèõ K, è ìíîæåñòâîì ïîäãðóïï G(E/K).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H � ïîäãðóïïà ãðóïïû Ãàëóà G(E/K) è F = EH

� ñîâîêóïíîñòü íåïîäâèæíûõ îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ H ýëåìåíòîâ ïîëÿ
E. Î÷åâèäíî, F åñòü ïîäïîëå E. Òîãäà H ⊂ G(E/F ), è

|H| ≤ |G(E/F )| = [E : F ]. (1.9)

Ïóñòü α ∈ E òàêîå ÷èñëî, ÷òî E = F (α). Îáîçíà÷èì

f(x) =
r∏

j=1

(x− σj(α)),

ãäå σ1, . . . , σr � âñå ýëåìåíòû ãðóïïû H. Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà τ ∈ H ìíî-
æåñòâî àâòîìîðôèçìîâ τσ1, . . . , τσr åñòü íåêîòîðàÿ ïåðåñòàíîâêà ìíîæå-
ñòâà σ1, . . . , σr, âåäü H � ãðóïïà. Ïîýòîìó

τ(f)(x) =
r∏

j=1

(x− τσj(α)) =
r∏

j=1

(x− σj(α)) = f(x).

Òàê êàê ýòî âåðíî äëÿ ëþáîãî τ ∈ H, òî, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 8, ïîëó÷àåì
f(x) ∈ F [x]. È äàëåå, ïîñêîëüêó f(α) = 0, íàõîäèì

[E : F ] = degF α ≤ deg f(x) = r = |H|. (1.10)

Ñðàâíèâàÿ (1.9) è (1.10), çàêëþ÷àåì, ÷òî |H| = |G(E/F )|, ò.å. H =
G(E/F ). Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå F → G(E/F ) åñòü îòîáðàæåíèå
"íà".

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ñóùåñòâóåò åùå îäíî ïîëå F1 ⊂ E, äëÿ
êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî G(E/F1) = H. Òîãäà ëþáîé ýëåìåíò
σ ∈ H îñòàâëÿåò íåïîäâèæíûìè âñå ÷èñëà èç ïîëÿ F1, è, çíà÷èò, ñîãëàñíî
îïðåäåëåíèþ F èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå F1 ⊂ EH = F . Âìåñòå ñ òåì
ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

[E : F1] = |G(E/F1)| = |G(E/F )| = [E : F ].

Ñîãëàñíî ëåììå 2 ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî [F : F1] = 1, ò.å. F1 = F .
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Ñëåäñòâèå 10. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ïîëåé àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë F ⊃ K
ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ïðîìåæóòî÷íûõ ïîäïîëåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå î ïðèìèòèâíîì ýëåìåíòå íàéäåòñÿ
÷èñëî α ∈ F , ïîðîæäàþùåå ïîëå F , ò.å. F = K(α). Îáîçíà÷èì áóêâà-
ìè α1, α2, . . . αm � âñå êîðíè ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà α íàä ïîëåì K,
ò.å. ÷èñëà, ñîïðÿæåííûå ñ α íàä K. Ïóñòü òàêæå E = K(α1, . . . , αm).
Ñîãëàñíî òåîðåìå 3 ðàñøèðåíèå E ⊃ K íîðìàëüíî. Â ñèëó òåîðåìû 4
ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïîäïîëÿìè E, ñî-
äåðæàùèìè ïîëå K, è ïîäãðóïïàìè ãðóïïû G(E/K). Ãðóïïà G(E/K)
êîíå÷íà, ïîýòîìó áóäåò êîíå÷íîé è ñîâîêóïíîñòü åå ïîäìíîæåñòâ. Â ÷àñò-
íîñòè, ñîâîêóïíîñòü ïîäãðóïï G(E/K) êîíå÷íà. Îòñþäà ñëåäóåò êîíå÷-
íîñòü ìíîæåñòâà ïðîìåæóòî÷íûõ ïîäïîëåé ìåæäó E è K. Íî êàæäîå
ïîëå, ïðîìåæóòî÷íîå ìåæäó F è K, áóäåò ëåæàòü ìåæäó E è K. Ýòî
çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ.

Ìîæíî äîêàçàòü, ñì. [7, ãë.8], ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4 äëÿ ëþáî-
ãî τ ∈ G(E/K) è ïðîìåæóòî÷íîãî ïîäïîëÿ F èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
G(E/τF ) = τG(E/F )τ−1 è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîäïîëÿì F íîðìàëüíûì íàä
K ñîîòâåòñòâóþò íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû â G(E/K).

1.5 Íîðìà è ñëåä â àëãåáðàè÷åñêèõ ðàñøè-
ðåíèÿõ.

Ïóñòü E ⊃ K - êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå è α ∈ E. Óìíîæåíèå ýëåìåíòîâ E íà
α îïðåäåëÿåò íåêîòîðîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ïîëÿ E íà ñåáÿ, x → αx.
Åñëè n = [E : K] è ω1, . . . , ωn � áàçèñ ïîëÿ E íàä K, òî

αωi =
n∑

j=1

ai,jωj, ai,j ∈ K, (1.11)

è A = ‖ai,j‖ � ìàòðèöà ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ � óìíîæåíèÿ íà α â
áàçèñå ωj.

Îïðåäåëåíèå 14. Ñëåä ìàòðèöû ýòîãî ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ íàçû-
âàåòñÿ ñëåäîì α (îáîçíà÷åíèå TrE

K(α) èëè Tr(α)), à îïðåäåëèòåëü ìàò-
ðèöû îòîáðàæåíèÿ - íîðìîé α (îáîçíà÷åíèå NE

K(α) èëè N(α)). Òàêèì
îáðàçîì,

Tr(α) = Tr(A) = a1,1 + a2,2 + . . . + an,n, N(α) = det A.
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Âåëè÷èíû Tr(α) è N(α) ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ïîëÿ K è, êàê õîðîøî
èçâåñòíî, íå çàâèñÿò îò âûáîðà áàçèñà â E.

Ëåììà 6. Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë α, β ∈ E âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà
1. Tr(α + β) = Tr(α) + Tr(β), è Tr(λα) = λTr(α) ïðè ëþáîì λ ∈ K.
2. N(αβ) = N(α)N(β).

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî (1.11) èìååì

βωi =
n∑

j=1

bi,jωj, bi,j ∈ K, (1.12)

è B = ‖bi,j‖. Ðàâåíñòâà (1.11) è (1.12) ìîãóò áûòü çàïèñàíû â ìàòðè÷íîì
âèäå αω = Aω è βω = Bω, ãäå ω � âåêòîð-ñòîëáåö ñ ýëåìåíòàìè ω1, . . . , ωn.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî (α + β)ω = (A + B)ω è, çíà÷èò, A + B åñòü ìàòðèöà
óìíîæåíèÿ íà α + β. Èìååì

Tr(α + β) = Tr(A + B) = Tr(A) + Tr(B) = Tr(α) + Tr(β).

Èç (1.11) ñëåäóåò λαω = λAω, ïðè÷åì âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû λA ïðè-
íàäëåæàò ïîëþ K. Çíà÷èò, λA åñòü ìàòðèöà óìíîæåíèÿ íà λα. Â ñîîò-
âåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì íàõîäèì

Tr(λα) = Tr(λA) = λTr(A) = λTr(α).

Èç (1.11) è (1.12) ñëåäóåò

αβω = αBω = Bαω = BAω.

Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî BA åñòü ìàòðèöà ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ � óìíî-
æåíèÿ íà αβ. Òåïåðü èìååì

N(αβ) = det(BA) = det(B) · det(A) = N(β)N(α).

Îïðåäåëåíèå 15. Ïóñòü α ∈ E è A - ìàòðèöà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
óìíîæåíèþ íà α â íåêîòîðîì áàçèñå. Ìíîãî÷ëåí fα(x) = det ‖x · I −
A‖, ãäå I � åäèíè÷íàÿ n× n ìàòðèöà, íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì
ìíîãî÷ëåíîì ÷èñëà α.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà ïîëÿ.
Åñëè fα(x) = xn + an−1x

n−1 + · · ·+ a0, òî, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü,

Tr(α) = −an−1, N(α) = (−1)na0. (1.13)
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Ëåììà 7. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

fα(x) = pα(x)s,

ãäå pα(x) - åñòü ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí α íàä K è s = [E : K(α)].

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì áàçèñ ðàñøèðåíèÿ E ⊃ K íåêîòîðûì ñïåöè-
àëüíûì îáðàçîì. Ïóñòü θ1, . . . , θs � êàêîé-ëèáî áàçèñ ïîëÿ E íàä K(α)
è m = [K(α) : K] = deg pα(x). Ïî ëåììå 2 ñîâîêóïíîñòü ÷èñåë θiα

j,
1 ≤ i ≤ s, 0 ≤ j < m ñîñòàâëÿåò áàçèñ ïîëÿ E íàä K. Îáîçíà÷èì áóêâîé
A ìàòðèöó óìíîæåíèÿ íà α â ýòîì áàçèñå.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âû÷èñëèòü A çàïèøåì pα(x) = xm + cm−1x
m−1 + . . .+

c1x + c0 è çàìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

α · θi = αθi, α · αθi = α2θi, . . . , α · αm−2θi = αm−1θi,

α · αm−1θi = −c0θi − c1αθi − . . .− cm−1α
m−1θi.

Èç íèõ ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà A ðàñïàäàåòñÿ íà s îäèíàêîâûõ áëîêîâ

C =




0 1 . . . 0
. . .

0 0 . . . 1
−c0 −c1 . . . −cm−1


 ,

ðàñïîëîæåííûõ íà ãëàâíîé äèàãîíàëè. Òàêèì îáðàçîì,

fα(x) = (det ‖xIm − C‖)s,

ãäå Is � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà s× s.
Ïðèáàâëÿÿ ê ïåðâîìó ñòîëáöó ìàòðèöû xIm − C åå âòîðîé ñòîëáåö,

óìíîæåííûé íà x, çàòåì òðåòèé ñòîëáåö, óìíîæåííûé íà x2, è ò.ä., ïî-
ëó÷àåì ìàòðèöó ñ òåì æå îïðåäåëèòåëåì, â ëåâîì íèæíåì óãëó êîòîðîé
ñòîèò ìíîãî÷ëåí pα(x), à îñòàëüíûå ýëåìåíòû ïåðâîãî ñòîëáöà ðàâíû 0.
Îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî det ‖xIm − C‖ = pα(x), çàâåðøàþùåå äîêàçà-
òåëüñòâî ëåììû 7.

Ñëåäñòâèå 11. Ïóñòü M - ñîâîêóïíîñòü âñåõ âëîæåíèé ïîëÿ E íàä
K. Ìíîæåñòâî ÷èñåë σ(α), σ ∈ M , ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì êîðíåé
ìíîãî÷ëåíà fα(x). Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

Tr(α) =
∑
σ∈M

σ(α), N(α) =
∏
σ∈M

σ(α). (1.14)



ÃËÀÂÀ 1. ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÅ ×ÈÑËÀ 19

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 5 ñóùåñòâóåò ðîâíî m âëîæåíèé σ1,
. . . , σm ïîëÿ K(α) â ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë íàä K. Ïðè ýòîì ÷èñëà
αj = σj(α) ñîñòàâëÿþò ìíîæåñòâî âñåõ êîðíåé ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëå-
íà pα(x). Ïî òîé æå ëåììå êàæäîå èç âëîæåíèé σj äîïóñêàåò ðîâíî s
ïðîäîëæåíèé τj,i, 1 ≤ i ≤ s, íà ïîëå E. Ïîëó÷åííûå ms = n âëîæåíèé τj,i

èñ÷åðïûâàþò ñîâîêóïíîñòü âñåõ âëîæåíèé ïîëÿ E íàä K. Òàêèì îáðàçîì,
ñîâîêóïíîñòü îáðàçîâ α ïðè âñåõ âëîæåíèÿõ ïîëÿ E â C íàä K ñîñòîèò
èç êîðíåé ìíîãî÷ëåíà pα(x), êàæäûé èç êîòîðûõ ïîâòîðÿåòñÿ ðîâíî s
ðàç. Ñîãëàñíî ëåììå 7 ýòî ìíîæåñòâî ñîâïàäàåò ñ ñîâîêóïíîñòüþ êîðíåé
ìíîãî÷ëåíà fα(x). Ðàâåíñòâà (1.14) ñëåäóþò òåïåðü èç (1.13) è ôîðìóë
Âèåòà, ñâÿçûâàþùèõ êîðíè ìíîãî÷ëåíà ñ åãî êîýôôèöèåíòàìè.

Ñëåäñòâèå 12. Åñëè pα(x) = xm + c1x
m−1 + · · ·+ cm è s = [E : K(α)], òî

Tr(α) = −s · c1, N(α) = (−1)ncs
m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîäñòàâèòü â ðàâåíñòâà (1.13) ïðåäñòàâëå-
íèÿ an−1 = scm−1 è a0 = cs

0, ñëåäóþùèå èç ëåììû 7.

1.6 Äèñêðèìèíàíò ñîâîêóïíîñòè ÷èñåë è åãî
ñâîéñòâà.

Îïðåäåëåíèå 16. Ïóñòü E ⊃ K - ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë, [E :
K] = n, è ξ1 . . . , ξn íàáîð ÷èñåë èç ïîëÿ E. Äèñêðèìèíàíòîì ýòîãî íàáîðà
íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëü ∆(ξ1, . . . , ξn) = det ‖Tr(ξiξj)‖, 1 ≤ i, j ≤ n.

Ëåììà 8. Ïóñòü σ1, . . . , σn - âëîæåíèÿ ïîëÿ E íàä K. Òîãäà äëÿ ëþáûõ
÷èñåë ξ1, . . . , ξn ∈ E ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∆(ξ1, . . . , ξn) = (det ‖σi(ξj)‖)2.

Ýòà ëåììà, â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ëþáûõ ïåðåñòàíîâêàõ ÷èñåë
ξi âåëè÷èíà äèñêðèìèíàíòà íå ìåíÿåòñÿ, è îí äåéñòâèòåëüíî ìîæåò áûòü
íàçâàí äèñêðèìèíàíòîì ñîâîêóïíîñòè ÷èñåë áåç óêàçàíèÿ ïîðÿäêà èõ
ñëåäîâàíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàâåíñòâà

Tr(ξjξk) =
n∑

i=1

σi(ξj)σi(ξk), 1 ≤ i, k ≤ n,
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âûïîëíÿþùèåñÿ ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 11, ìîãóò áûòü ïåðåïèñàíû â ìàò-
ðè÷íîì âèäå ñëåäóþùèì îáðàçîì

Tr(ξjξk) = ‖σi(ξj)‖ · ‖σi(ξk)‖T .

Ïðèðàâíèâàÿ îïðåäåëèòåëè ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé, ïîëó÷àåì íóæíîå
ïðåäñòàâëåíèå äëÿ äèñêðèìèíàíòà.

Ëåììà 9. Ïóñòü ξ1, . . . , ξn è ω1, . . . , ωn - äâà íàáîðà ÷èñåë èç ïîëÿ E è

ξi =
n∑

k=1

ci,kωk, ci,k ∈ K, 1 ≤ i ≤ n (1.15)

Òîãäà
∆(ξ1, . . . , ξn) = (det ‖ci,k‖)2∆(ω1, . . . , ωn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàâåíñòâ (1.15), ïîëüçóÿñü ëèíåéíîñòüþ ñëåäà, íà-
õîäèì

Tr(ξiξj) =
n∑

k=1

n∑

`=1

ci,kcj,`Tr(ωkω`).

Îïðåäåëèâ ìàòðèöó C = ‖ci,j‖, íàéäåííûå ðàâåíñòâà ìîæíî ïåðåïèñàòü
â ìàòðè÷íîì âèäå

‖Tr(ξiξj)‖ = C · ‖Tr(ωkω`)‖ · CT . (1.16)

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïðèðàâíÿòü îïðåäåëèòåëè
ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé (1.16).

Òåîðåìà 5. ×èñëà ω1, . . . , ωn ∈ E îáðàçóþò áàçèñ ïîëÿ E íàä K òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∆(ω1, . . . , ωn) 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ÷èñëà ω1, . . . , ωn ëèíåéíî çàâèñèìû íàä K, òî
íàéäóòñÿ íå âñå ðàâíûå íóëþ ci ∈ K, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåí-
ñòâî

c1ω1 + . . . + cnωn = 0.

Óìíîæàÿ ýòî ðàâåíñòâî íà ωi è âû÷èñëÿÿ ñëåä, íàõîäèì

0 = Tr(ωi · 0) = Tr(ωi

n∑
j=1

cjωj) =
n∑

j=1

cjTr(ωiωj).

Ïîëó÷èâøèåñÿ ðàâåíñòâà ñïðàâåäëèâû ïðè âñåõ i = 1, . . . , n, ïîýòîìó
ñòîëáöû ìàòðèöû ‖Tr(ωiωj)‖ ëèíåéíî çàâèñèìû íàä K, è ∆(ω1, . . . , ωn) =
0.
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü óòâåðæäåíèå â îáðàòíóþ ñòîðîíó, çàìå-
òèì, ÷òî ðàâåíñòâî ∆(ω1, . . . , ωn) = 0 îçíà÷àåò ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü
ñòîëáöîâ ìàòðèöû ‖Tr(ωiωj)‖, ò.å. íàëè÷èå íåòðèâèàëüíîãî íàáîðà ÷è-
ñåë cj ∈ K, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

n∑
j=1

cjTr(ωiωj) = 0, i = 1, . . . , n. (1.17)

Îáîçíà÷èâ α = c1ω1 + . . . + cnωn, ìîæíî ïåðåïèñàòü ðàâåíñòâà (1.17) â
âèäå

Tr(αωi) = 0, i = 1, . . . , n.

Ïîñêîëüêó ÷èñëà ωi îáðàçóþò áàçèñ ðàñøèðåíèÿ E ⊃ K, òî â ñëó÷àå α 6= 0
ñ íåêîòîðûìè dj ∈ K ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå α−1 = d1ω1 + . . .+dnωn.
Ïîýòîìó

n = Tr(1) = Tr(αα−1) =
n∑

i=1

diTr(αωi) = 0.

Ïîëó÷èâøååñÿ ïðîòèâîðå÷èå îçíà÷àåò α = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, îçíà÷àåò
ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü ÷èñåë ωj íàä K.

Ñëåäñòâèå 13. Ïóñòü ω1, . . . , ωn - áàçèñ ïîëÿ E íàä K. Òîãäà äëÿ ëþáîé
ñîâîêóïíîñòè ÷èñåë b1, . . . , bn ∈ K íàéäåòñÿ åäèíñòâåííîå ÷èñëî α ∈ E
ñ óñëîâèåì Tr(αωi) = bi, i = 1, . . . , n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
n∑

j=1

Tr(ωiωj)xj = bi, i = 1, . . . , n,

ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ K è îòëè÷íûì îò íóëÿ, ñîãëàñíî òåîðåìå
5, îïðåäåëèòåëåì ∆(ω1, . . . , ωn), èìååò ïðè ëþáîì âûáîðå ÷èñåë bi ∈ K,
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå xi = ci. Ïðè ýòîì ci ∈ K. Îáîçíà÷èâ α = c1ω1 +
. . . + cnωn, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ÷èñëî.

Ñëåäñòâèå 14. Ïóñòü ω1, . . . , ωn - áàçèñ ïîëÿ E íàä K. Ñóùåñòâóåò
áàçèñ ω

′
1, . . . , ω

′
n ïîëÿ E ñ óñëîâèåì

Tr(ωiω
′
j) =

{
1, åñëè i = j,

0, åñëè i 6= j.
(1.18)
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Äîêàçàòåëüñòâî. ×èñëî ω
′
j íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäñòâèÿ 13, ïðèìå-

íåííîãî ê âåêòîð-ñòîëáöó ñ íîìåðîì j åäèíè÷íîé ìàòðèöû ðàçìåðà n×n.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäåííûå ÷èñëà ω

′
j óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

c1ω
′
1 + . . . + cnω

′
n = 0, cj ∈ K.

Óìíîæèâ åãî íà ωi, ïîëüçóÿñü ëèíåéíîñòüþ ñëåäà è ðàâåíñòâàìè (1.18),
íàõîäèì

0 = Tr(ωi

n∑
j=1

cjω
′
j) = ci, i = 1, . . . , n.

Íî ýòî îçíà÷àåò ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü ÷èñåë ω
′
j íàä ïîëåì K. Òàêèì

îáðàçîì, íàéäåííûå ÷èñëà ñîñòàâëÿþò áàçèñ ïîëÿ E íàä K.

Äâà áàçèñà, ñâÿçàííûå ñîîòíîøåíèÿìè (1.18), íàçûâàþòñÿ âçàèìíû-
ìè. Ýòî îòíîøåíèå ñèììåòðè÷íî. Âçàèìíûé áàçèñ ïîçâîëÿåò âûðàæàòü
êîýôôèöèåíòû ïðåäñòàâëåíèÿ çàäàííîãî ÷èñëà ÷åðåç çàäàííûé áàçèñ.
Òàê, åñëè α =

∑n
j=1 ajωj, aj ∈ K, òî aj = Tr(αω

′
j).

1.7 Ìîäóëè è ïîðÿäêè.
Äàëåå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü áåç äîêàçàòåëüñòâà ôàêòû î ñâîáîäíûõ
àáåëåâûõ ãðóïïàõ. Îíè ñâåäåíû â ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü G - êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ àáåëåâà ãðóïïà (àä-
äèòèâíàÿ), íå èìåþùàÿ ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Òîãäà G ñâî-
áîäíà, ò.å ñóùåñòâóþò òàêèå ëèíåéíî íåçàâèñèìûå íàä Z ýëåìåíòû
ω1, . . . , ωm ∈ G (áàçèñ), ÷òî G = Zω1 + · · · + Zωm. Êîëè÷åñòâî m ýëå-
ìåíòîâ â áàçèñå íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà. Âñÿêàÿ ïîäãðóïïà H ⊂ G
êîíå÷íî ïîðîæäåíà è ïîòîìó ñâîáîäíà. Áàçèñ η1, . . . , ηk ïîäãðóïïû H
ìîæåò áûòü âûáðàíà òàê, ÷òî

η1 = c11ω1+ c12ω2 + · · ·+ c1kωk + · · ·+ c1mωm,
η2 = c22ω2 + · · ·+ c2kωk + · · ·+ c2mωm,

· · · · · · · · · · · · · ·
ηk = ckmωk + · · ·+ ckmωm,

ãäå ci,j ∈ Z, ci,i > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [1, ãë. 2, ï.2]
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Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î äèñêðåòíûõ ïîäãðóïïàõ â Rn ñòîèò îñîá-
íÿêîì â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå. Îíî ïîíàäîáèòñÿ íåñêîëüêî ïîçæå ïðè
äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Äèðèõëå î åäèíèöàõ, ñì. � 1.10. Âìåñòå ñ òåì
åãî äîêàçàòåëüñòâî èäåéíî áëèçêî ê èçëàãàåìîìó çäåñü ìàòåðèàëó.

Îïðåäåëåíèå 17. Àääèòèâíàÿ ïîäãðóïïà G ⊂ Rm íàçûâàåòñÿ äèñêðåò-
íîé, åñëè ïðè ëþáîì äåéñòâèòåëüíîì C îíà ñîäåðæèò ëèøü êîíå÷íîå
ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ x, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó |x| ≤ C.

Ëåììà 10. Ïóñòü G äèñêðåòíàÿ ïîäãðóïïà Rm. Òîãäà G ñâîáîäíàÿ àáå-
ëåâà ãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü e1, . . . , ek � ìàêñèìàëüíûé íàáîð ýëåìåíòîâ èç
G, ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ íàä R. Êîíå÷íî, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî k ≤
m. Ïóñòü òàêæå

H = Ze1 + . . . + Zek ⊂ G

� ïîäãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòàìè ej. Äîêàæåì, ÷òî èíäåêñ (G : H)
êîíå÷åí. Ïîëîæèì äëÿ ýòîãî

C = |e1|+ . . . + |em|,

è îáîçíà÷èì M ñîâîêóïíîñòü âñåõ ýëåìåíòîâ η ãðóïïû G, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ íåðàâåíñòâó |η| < C. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ñîâîêóïíîñòè ej ëþáîé
ýëåìåíò x ∈ G ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

x = ξ1e1 + . . . + ξkek, ξj ∈ R.

Îïðåäåëèì öåëûå ÷èñëà uj = [ξj] è ïîëîæèì y = u1e1 + . . . + ukek ∈ H.
Òîãäà âåêòîð x−y = {ξ1}e1 + . . .+{ξk}ek ∈ G óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó
|x− y| ≤ C è, çíà÷èò, ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå M. Äîêàçàííîå îçíà÷àåò,
÷òî êàæäûé ñìåæíûé êëàññ G ïî ïîäãðóïïå H ñîäåðæèò íåêîòîðûé ýëå-
ìåíò èç êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà M è ïîòîìó èíäåêñ N = (G : H) êîíå÷åí.

Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà, ïðèìåíåííîé ê ôàêòîðãðóïïå G/H, äëÿ êàæ-
äîãî ýëåìåíòà x ∈ G ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå Nx ∈ H, ò.å.

G ⊂ H1 = Z · 1

N
e1 + . . . + Z · 1

N
em.

Òàêèì îáðàçîì, G åñòü ïîäãðóïïà ñâîáîäíîé ãðóïïû H1. Ñîãëàñíî ïðåä-
ëîæåíèþ 1 ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ãðóïïà G ñâîáîäíà.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê èçó÷åíèþ îñíîâíîãî â ýòîì è ïîñëåäóþùèõ ïàðà-
ãðàôàõ ïîíÿòèÿ � ìîäóëåé ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë.
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Îïðåäåëåíèå 18. Ïóñòü K - ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë è µ1, . . . , µm

- ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷íàÿ ñèñòåìà ÷èñåë èç K. Ñîâîêóïíîñòü M âñåõ
ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé

c1µ1 + · · ·+ cmµm, cj ∈ Z,

íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì â ïîëå K. Ñàìè ÷èñëà µ1, . . . , µm íàçûâàþòñÿ îá-
ðàçóþùèìè ìîäóëÿ M . Åñëè µi, 1 ≤ i ≤ m ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä Q,
òî ýòà ñèñòåìà îáðàçóþùèõ íàçûâàåòñÿ áàçèñîì M .

Ëåììà 11. Ïóñòü M - ìîäóëü â ïîëå K, òîãäà M èìååò áàçèñ, ñî-
ñòîÿùèé íå áîëåå ÷åì èç n = [K : Q] ýëåìåíòîâ. Âñÿêàÿ àääèòèâíàÿ
ïîäãðóïïà ìîäóëÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ìîäóëü M åñòü êîíå÷íî ïîðî-
æäåííàÿ àääèòèâíàÿ ãðóïïà, à òàê êàê îí ê òîìó æå ñîäåðæèòñÿ â ïîëå,
òî íå èìååò ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1 M
ñâîáîäåí è, çíà÷èò, èìååò êîíå÷íûé áàçèñ. Ïî òîìó æå ïðåäëîæåíèþ êàæ-
äàÿ àääèòèâíàÿ ïîäãðóïïà M êîíå÷íî ïîðîæäåíà, òàê ÷òî ñàìà ÿâëÿåòñÿ
ìîäóëåì.

Äëÿ êàæäîãî ìîäóëÿ M â ïîëå K ñèìâîëîì EM áóäåì îáîçíà÷àòü
ñîâîêóïíîñòü ýëåìåíòîâ α ∈ K, äëÿ êîòîðûõ αM ⊂ M . Èòàê,

EM = {α ∈ K |αM ⊂ M}.

Ìíîæåñòâî EM ñîäåðæèò âñå öåëûå ÷èñëà è, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì.
Îíî íàçûâàåòñÿ êîëüöîì ìíîæèòåëåé ìîäóëÿ M .

Îïðåäåëåíèå 19. Ìîäóëü M â ïîëå K íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè îí
èìååò áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç n = [K : Q] ýëåìåíòîâ.

Ëåììà 12. Êîëüöî ìíîæèòåëåé ïîëíîãî ìîäóëÿ ñàìî ÿâëÿåòñÿ ïîë-
íûì ìîäóëåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì êàêîé-ëèáî íåíóëåâîé ýëåìåíò γ ∈ M . Ñî-
ãëàñíî îïðåäåëåíèþ êîëüöà ìíîæèòåëåé èìååì âêëþ÷åíèå γEM ⊂ M ,
òàê ÷òî EM ⊂ γ−1M . Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî γ−1M ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì, à
EM � åãî àääèòèâíàÿ ïîäãðóïïà, ïî ëåììå 11 ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî
EM åñòü ìîäóëü.

Ïóñòü ω1, . . . , ωn � áàçèñ M . Îäíîâðåìåííî îí ÿâëÿåòñÿ è áàçèñîì
ïîëÿ K. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ÷èñëà α ∈ K âñå ïðîèçâåäåíèÿ αωi ìîãóò
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áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ωj ñ ðàöèîíàëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè, ò.å.

αωi =
n∑

j=1

ai,jωj, ai,j ∈ Q.

Ïóñòü d � íàèìåíüøèé îáùèé çíàìåíàòåëü âñåõ êîýôôèöèåíòîâ ai,j. Òî-
ãäà dai,j ∈ Z è, ñëåäîâàòåëüíî, dαωi ∈ M , i = 1, . . . , n. Ïî äðóãîìó ýòî
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå dα ∈ EM . Èòàê, êàæäîå ÷èñëî ïîëÿ ïîñëå äîìíî-
æåíèÿ íà íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ìîæåò áûòü ïîìåùåíî â êîëüöî
ìíîæèòåëåé EM .

Åñëè ïðèìåíèòü äîêàçàííîå ñâîéñòâî ê êàæäîìó èç ÷èñåë ωi, òî ìîæ-
íî óòâåðæäàòü, ÷òî ñ íåêîòîðûì íàòóðàëüíûì b âûïîëíÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ
bωi ∈ EM . Çíà÷èò, êîëüöî ìíîæèòåëåé EM ñîäåðæèò n ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìûõ ÷èñåë, è ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ìîäóëåì.

Îïðåäåëåíèå 20. Ìíîæåñòâî E ⊂ K íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì, åñëè E -
êîëüöî ñ 1 è ïîëíûé ìîäóëü.

Äëÿ êàæäîãî ïîëíîãî ìîäóëÿ M - ìíîæåñòâî EM åñòü ïîðÿäîê. Äëÿ
ëþáîãî ïîðÿäêà E, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî EE = E.
Ïîýòîìó ëþáîé ïîðÿäîê ÿâëÿåòñÿ ñâîèì êîëüöîì ìíîæèòåëåé.

1.8 Öåëûå àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà. Ôóíäàìåí-
òàëüíûé áàçèñ è äèñêðèìèíàíò ïîëÿ.

Ïî ñóùåñòâó â ýòîì ïàðàãðàôå ìû íà÷èíàåì èçó÷åíèå àðèôìåòèêè ïîëåé
àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 21. Ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ Z[x] íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíûì,
åñëè åãî êîýôôèöèåíòû â ñîâîêóïíîñòè âçàèìíî ïðîñòû.

Ëåììà 13 (Ëåììà Ãàóññà). Ïðîèçâåäåíèå ïðèìèòèâíûõ ìíîãî÷ëåíîâ
ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì ìíîãî÷ëåíîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

f(x) = amxm + . . . + a1x + a0, g(x) = b`x
` + . . . + b1x + b0

� êàêèå-ëèáî ïðèìèòèâíûå ìíîãî÷ëåíû. Èõ ïðîèçâåäåíèå ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíî â âèäå

f(x)g(x) = cm+`x
m+` + . . . + c1x + c0,
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ãäå
ck =

∑

i+j=k

aibj, k = 0, 1, . . . , m + `. (1.19)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí f(x)g(x) íå ïðèìèòèâåí. Òîãäà åãî êîýô-
ôèöèåíòû ck èìåþò íåòðèâèàëüíûé îáùèé äåëèòåëü, è ìîæíî íàéòè ïðî-
ñòîå ÷èñëî p, äåëÿùåå âñå êîýôôèöèåíòû ck.

Êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà f(x) âçàèìíî ïðîñòû â ñîâîêóïíîñòè, ïî-
ýòîìó íå âñå îíè äåëÿòñÿ íà ÷èñëî p. Îáîçíà÷èì áóêâîé u íàèìåíüøèé
èíäåêñ ñ óñëîâèåì p - au. Àíàëîãè÷íî îáîçíà÷èì áóêâîé v íàèìåíüøèé
èíäåêñ ñ óñëîâèåì p - bv. Âûáåðåì òàêæå k = u + v. Åñëè â ñóììå (1.19)
èíäåêñ i óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó i < u, òî p|ai. Òî÷íî òàê æå â ñëó-
÷àå j < v èìååò ìåñòî äåëèìîñòü p|bj. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âûáðàííîì
çíà÷åíèè k èìååò ìåñòî ñðàâíåíèå

ck ≡ aubv (mod p). (1.20)

Ñîãëàñíî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ öåëîå ÷èñëî ck äåëèòñÿ íà p, à ïî îïðå-
äåëåíèþ èíäåêñîâ u è v îáà ìíîæèòåëÿ au, bv, ñòîÿùèå ñïðàâà, íà p íå
äåëÿòñÿ. Íî òîãäà ñðàâíåíèå (1.20) íåâîçìîæíî, âåäü p � ïðîñòîå ÷èñ-
ëî. Ïîëó÷èâøååñÿ ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû Ãàóñ-
ñà.

Ïóñòü M - ïðîèçâîëüíûé ìîäóëü ïîëÿ K.

Ëåììà 14. Åñëè α ∈ EM , òî ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí pα(x) ÷èñëà α
èìååò öåëûå êîýôôèöèåíòû. Â ÷àñòíîñòè, N(α), T r(α) ∈ Z.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ξ1, . . . , ξm � áàçèñ ìîäóëÿ M . Åñëè α ∈ M , òî ñ
íåêîòîðûìè öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè ai,j ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

αωi =
n∑

j=1

ai,jωj, ai,j ∈ Z, i = 1, . . . , m. (1.21)

Åñëè îáîçíà÷èòü f(x) = det ‖xIm − A‖, ãäå A = ‖ai,j‖, à Im � åäèíè÷íàÿ
m×m ìàòðèöà, òî f(x) ∈ Z[x] è ñîãëàñíî ðàâåíñòâàì (1.21) âûïîëíÿåòñÿ
f(α) = 0. Íî òîãäà ìíîãî÷ëåí f(x) äåëèòñÿ íà ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí
pα(x) ÷èñëà α, ò.å. f(x) = pα(x)g(x).

Ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ f(x), pα(x) ðàâíû 1, ïîýòîìó è
ñòàðøèé êîýôôèöèåíò g(x) òàêæå ðàâåí 1. Ïóñòü d - íàèìåíüøèé îáùèé
çíàìåíàòåëü êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà pα(x). Òàê êàê åãî ñòàðøèé êî-
ýôôèöèåíò ðàâåí 1, òî ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå pα(x) = 1

d
q(x), ãäå
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q(x) ∈ Z[x] � ïðèìèòèâíûé ìíîãî÷ëåí. Àíàëîãè÷íî èìååò ìåñòî ïðåä-
ñòàâëåíèå g(x) = 1

c
h(x), ãäå c � îáùèé çíàìåíàòåëü êîýôôèöèåíòîâ ìíî-

ãî÷ëåíà g(x) è h(x) � ïðèìèòèâíûé ìíîãî÷ëåí. Ñî âíîâü ââåäåííûìè
îáîçíà÷åíèÿìè èìååì ðàâåíñòâî dc ·f(x) = q(x)h(x). Ìíîãî÷ëåí q(x)h(x)
ïðèìèòèâåí ñîãëàñíî ëåììå Ãàóññà, à ìíîãî÷ëåí f(x) ïî ñâîåìó îïðåäå-
ëåíèþ èìååò öåëûå êîýôôèöèåíòû. Ïîýòîìó dc = 1 è d = 1. Íî òîãäà
pα(x) = q(x) ∈ Z[x].

Òåïåðü ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 12 ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî Tr(α) = sc1 è
N(α) = (−1)ncs

m åñòü öåëûå ÷èñëà.

Îïðåäåëåíèå 22. Àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî α ∈ C íàçûâàåòñÿ öåëûì àë-
ãåáðàè÷åñêèì, åñëè pα(x) ∈ Z[x]. Äëÿ ëþáîãî ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë
K ñèìâîëîì ZK áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ïîäìíîæåñòâî K, ñîñòîÿùåå èç
öåëûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë.

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ è ëåììû 14 ñëåäóåò, ÷òî ýëåìåíòû ëþáîãî êîëü-
öà ìíîæèòåëåé ÿâëÿþòñÿ öåëûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ÷èñëàìè, ò.å. äëÿ ëþ-
áîãî ìîäóëÿ M èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå EM ⊂ ZK .

Êðîìå òîãî, ÿñíî, ÷òî êàæäîå ðàöèîíàëüíîå è îäíîâðåìåííî öåëîå
àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî áóäåò îáû÷íûì öåëûì ÷èñëîì, ò.å. áóäåò ïðèíàä-
ëåæàòü Z.

Òåîðåìà 6. Ìíîæåñòâî ZK åñòü ïîðÿäîê. Äëÿ êàæäîãî ìîäóëÿ M ⊂ K
èìååì EM ⊂ ZK, ò.å. ZK åñòü ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê â ïîëå K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ëèøü,
÷òî ZK åñòü ïîðÿäîê. Óñòàíîâèì ñíà÷àëà, ÷òî ZK � êîëüöî. Ïóñòü α, β ∈
ZK , r = deg α è s = deg β. Ðàññìîòðèì ìîäóëü M ñ ñèñòåìîé îáðàçóþùèõ

αiβj, 0 ≤ i < r, 0 ≤ j < s

Òàê êàê ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí pα(x) èìåþò öåëûå êîýôôèöèåíòû, òî
α ∈ EM . ×òîáû äîêàçàòü ýòî çàïèøåì pα(x) = xr + ar−1x

r−1 + . . . + a1x +
a0 ∈ Z[x]. Ïðè i < r − 1 ïðîèçâåäåíèå α · αiβj = αi+1βj åñòü îäèí èç
îáðàçóþùèõ ýëåìåíòîâ ìîäóëÿ M . Åñëè æå i = r − 1, íàõîäèì

α · αr−1βj = αrβj = −a0β
j − a1αβj − · · · − ar−1α

r−1βj ∈ M,

òàê ÷òî è ÷èñëî α · αr−1βj ëåæèò â ìîäóëå M . Íî ïðîâåðåííûå âûøå
âêëþ÷åíèÿ îçíà÷àþò, ÷òî α ∈ EM . Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ âêëþ÷åíèå
β ∈ EM .

Ïîñêîëüêó EM åñòü êîëüöî, èìååì âêëþ÷åíèÿ α ± β, αβ ∈ EM . À
òàê êàê EM ⊂ ZK , çàêëþ÷àåì, ÷òî α ± β, αβ ∈ ZK . Ýòè âêëþ÷åíèÿ
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äîêàçûâàþò, ÷òî ZK åñòü êîëüöî. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1 ∈ ZK , òàê ÷òî
ZK åñòü êîëüöî ñ åäèíèöåé.

Âûáåðåì êàêîé-íèáóäü ïîëíûé ìîäóëü T . Ñîãëàñíî ëåììå 12 êîëü-
öî ìíîæèòåëåé ET åñòü ïîëíûé ìîäóëü, ò.å. èìååò áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç
n = [K : Q] ýëåìåíòîâ. Ïóñòü ET = {ω1, . . . , ωn}. Îáîçíà÷èì ω

′
1, . . . , ω

′
n

âçàèìíûé ê {ωj} áàçèñ ïîëÿ K. Ïóñòü α ∈ ZK . Òàê êàê ÷èñëà ω
′
j ñî-

ñòàâëÿþò áàçèñ ïîëÿ K, òî ñ íåêîòîðûìè ðàöèîíàëüíûìè cj èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî

α = c1ω
′
1 + . . . + cnω

′
n.

Óìíîæàÿ ýòî ðàâåíñòâî íà ÷èñëî ωi è âû÷èñëÿÿ ñëåä, íàõîäèì

Tr(ωiα) =
n∑

j=1

cjTr(ωiω
′
j) = ci.

Òàê êàê α ∈ ZK è ωi ∈ ET ⊂ ZK , à òàêæå, ïîñêîëüêó ZK , êàê óæå äî-
êàçàíî, ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì, çàêëþ÷àåì, ÷òî ωiα ∈ ZK . Ñîãëàñíî ëåììå 14
ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ci = Tr(ωiα) ∈ Z. Òàê êàê ïîñëåäíåå âêëþ÷å-
íèå èìååò ìåñòî ïðè ëþáîì i = 1, . . . , n, òî α ∈ Zω

′
1 + . . . + Zω

′
1. Ýòî

äîêàçûâàåò âêëþ÷åíèå

ZK ⊂ {ω′
1, . . . , ω

′
n}.

Â ñèëó ëåììû 11 ìîæíî ñäåëàòü çàêëþ÷åíèå, ÷òî ZK åñòü ìîäóëü. Ïî-
ñêîëüêó ET åñòü ïîëíûé ìîäóëü è ET ⊂ ZK , ïîëó÷àåì, ÷òî ZK åñòü
ïîëíûé ìîäóëü. Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Èç òåîðåìû 6 ñëåäóåò, ÷òî êîëüöî ZK ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

ZK = Zω1 + . . . + Zωn,

ãäå ÷èñëà ωj ∈ K ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä Q.

Îïðåäåëåíèå 23. Êîëüöî ZK íàçûâàåòñÿ êîëüöîì öåëûõ àëãåáðàè÷å-
ñêèõ ÷èñåë ïîëÿ K. Ëþáîé áàçèñ ωj êîëüöà ZK íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåí-
òàëüíûì áàçèñîì ïîëÿ K.

Îïðåäåëåíèå 24. Åñëè ξ1, . . . , ξn - áàçèñ ïîëíîãî ìîäóëÿ M , òî âåëè÷è-
íà DM = ∆(ξ1, . . . , ξn) íàçûâàåòñÿ äèñêðèìèíàíòîì ìîäóëÿ M . Äèñêðè-
ìèíàíò êîëüöà öåëûõ ÷èñåë ZK ïîëÿ K íàçûâàåòñÿ äèñêðèìèíàíòîì
ïîëÿ K. Îí áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ DK.



ÃËÀÂÀ 1. ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÅ ×ÈÑËÀ 29

Ëþáûå äâà áàçèñà ïðîèçâîëüíîãî ïîëíîãî ìîäóëÿ M ñâÿçàíû ëèíåé-
íûì ïðåîáðàçîâàíèåì, ìàòðèöà êîòîðîãî ‖ci,j‖ èìååò öåëûå ýëåìåíòû è
îáðàòèìà íàä êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë. Äðóãèìè ñëîâàìè det ‖ci,j‖ = ±1. Â
ñèëó ëåììû 9 ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî äèñêðèìèíàíò ïîëíîãî ìîäóëÿ íå
çàâèñèò îò âûáîðà â íåì áàçèñà.

Åñëè E = {ξ1, . . . , ξn} - ïîðÿäîê, òî âñå ïîïàðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ξiξj

ïðèíàäëåæàò E ⊂ ZK , ò.å. ÿâëÿþòñÿ öåëûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ÷èñëàìè.
Òàê ÷òî â ñèëó ëåììû 14 äèñêðèìèíàíò DE åñòü öåëîå ÷èñëî. Â ÷àñòíî-
ñòè, DK ∈ Z.

Êðîìå òîãî, èç âêëþ÷åíèÿ E ⊂ ZK ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò áà-
çèñà E âûðàæàåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýëåìåíòîâ ôóíäàìåí-
òàëüíîãî áàçèñà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ñîãëàñíî ëåììå 9 ìîæíî
çàêëþ÷èòü, ÷òî äèñêðèìèíàíò DE äåëèòñÿ â êîëüöå öåëûõ ÷èñåë íà äèñ-
êðèìèíàíò DK ïîëÿ K.

1.9 Òåîðåìà Ìèíêîâñêîãî î âûïóêëîì òåëå.
Â äàëüíåéøåì áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïîíÿòèå n�ìåðíîãî îáúåìà ìíî-
æåñòâ (ìåðà Æîðäàíà).

Òåîðåìà 7 (Áëèõôåëüä). Ïóñòü L - ïîäìíîæåñòâî Rn ñ îáüåìîì
V (L) (ìîæåò áûòü è áåñêîíå÷íûì). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëèáî V (L) > 1,
ëèáî V (L) = 1 è L êîìïàêòíî. Òîãäà â L íàéäóòñÿ äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè
x1, x2 ñ óñëîâèåì x1 − x2 ∈ Zn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî âåêòîðà u = (u1, . . . , un) ∈ Zn îïðåäåëèì
ìíîæåñòâî

C(u) = {x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn |uj ≤ xj < uj + 1 }.

Ýòè ìíîæåñòâà, î÷åâèäíî, íå ïåðåñåêàþòñÿ è îáúåäèíåíèå èõ ïî âñåì
âåêòîðàì u ∈ Z ñîñòàâëÿåò âñå ïðîñòðàíñòâî Rn. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâû
ðàâåíñòâà

L = ∪u(L ∩ C(u)), V (L) =
∑

u

V (L ∩ C(u)).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè V (L) = ∞, òî ïîñëåäíèé ðÿä ðàñõîäèòñÿ.
Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè áóêâîé C åäèíè÷íûé êóá, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèé íóëåâîìó âåêòîðó, è

L(u) = (L ∩ C(u))− u = C ∩ (L− u). (1.22)
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Òîãäà V (L(u)) = V (L ∩ C(u)) è

V (L) =
∑

u

V (L(u)). (1.23)

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé V (L) > 1. Ñîãëàñíî (1.22) âñå ìíîæåñòâà
L(u) ðàñïîëîæåíû â åäèíè÷íîì êóáå C. Íî ñóììà èõ îáúåìîâ, ñîãëàñíî
(1.23) ïðåâîñõîäèò îáúåì C, ðàâíûé 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò äâà
ðàçëè÷íûõ âåêòîðà u1, u2 ∈ Zn, äëÿ êîòîðûõ L(u1) ∩ L(u2) 6= ∅. Ïóñòü
v0 ∈ L(u1) ∩ L(u2). Îáîçíà÷èì

x1 = v0 + u1 ∈ L, x2 = v0 + u2 ∈ L.

Òîãäà x1−x2 = u1−u2 ∈ Zn, ïðè÷åì òî÷êè x1, x2 ðàçëè÷íû. Óòâåðæäåíèå
äîêàçàíî.

Â ñëó÷àå V (L) = 1 ïî óñëîâèþ ìíîæåñòâî L êîìïàêòíî, ò.å. îãðàíè-
÷åíî è çàìêíóòî. Â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ B > 0 òàêàÿ, ÷òî
ëþáîé âåêòîð x ∈ L óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó |x| ≤ B. Äëÿ êàæäîãî
íàòóðàëüíîãî k îáîçíà÷èì Lk = (1+1/k)L � ìíîæåñòâî, ïîëó÷åííîå ðàñ-
òÿæåíèåì â 1 + 1/k ðàç ìíîæåñòâà L. Òîãäà V (Lk) = (1 + 1/k)nV (L) > 1.
Ïî äîêàçàííîìó ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå òî÷êè xk, ŷk ∈ Lk ñ óñëîâèåì
xk − ŷk ∈ Zn. Òàê êàê êàæäàÿ òî÷êà x èç ìíîæåñòâà Lk óäîâëåòâîðÿåò
íåðàâåíñòâó |x| ≤ (1+1/k)B ≤ 2B, òî ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü k(`) äëÿ êîòîðîé îáå ïîñëåäîâàòåüíîñòè xk(`), ŷk(`) ñõîäÿòñÿ, ò.å.

xk(`) → x0, ŷk(`) → ŷ0.

Âêëþ÷åíèå (1 + 1/k)−1xk ∈ L â ñèëó çàìêíóòîñòè ìíîæåñòâà L îçíà-
÷àåò, ÷òî x0 ∈ L. Àíàëîãè÷íî èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå ŷ0 ∈ L. À òàê
êàê xk(`) − ŷk(`) ∈ Zn, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë, èìåþùàÿ ïðå-
äåë, ñòàáèëèçèðóåòñÿ, òî äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ íîìåðîâ ` äîëæíî
âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî x0 − ŷ0 = xk(`) − ŷk(`) ∈ Zn. Ýòî çàâåðøàåò äîêà-
çàòåëüñòâî òåîðåìû.

Òåîðåìà 8 (Ìèíêîâñêèé). Ïóñòü L - ñèììåòðè÷íîå îòíîñèòåëü-
íî íà÷àëà êîîðäèíàò âûïóêëîå òåëî ñ îáúåìîì V (L) (âîçìîæíî áåñ-
êîíå÷íûì). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëèáî V (L) > 2n, ëèáî V (L) = 2n è L

êîìïàêòíî. Òîãäà L ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå îäíó òî÷êó èç Zn, íå
ñîâïàäîþùóþ ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ê òåëó 2−1L òåîðåìó Áëèõôåëüäà. Òàê êàê
V (2−1L) = 2−nV (L) ≥ 1 è òåëî 2−1L êîìïàêòíî â ñëó÷àå V (L) = 2n,
íàéäóòñÿ äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè x1, x2 ∈ 2−1L ñ óñëîâèåì v = x1 − x2 ∈
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Zn. Çàìåòèì, ÷òî v 6= 0. Ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ 2x1 ∈ L, 2x2 ∈ L.
Ïîñêîëüêó L öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò,
èìååì −2x2 ∈ L. Ðàâåíñòâî

v =
2x1 + (−2x2)

2
.

â ñèëó âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà L îçíà÷àåò, ÷òî v ∈ L.
Ïðèìåíèì òåîðåìó Ìèíêîâñêîãî ê ïàðàëëåëåïèïåäó.

Ñëåäñòâèå 15. Ïóñòü äàíû n ëèíåéíûõ ôîðì

Lp(x) =
n∑

q=1

ap,qxq, p = 1, . . . , n,

ñ òàêèìè äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ap,q, ÷òî ∆ = det ‖ap,q‖ 6=
0, è ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà κ1, . . . ,κn, óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâó

κ1 · · ·κn ≥ |∆|.
Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ îòëè÷íàÿ îò íà÷àëà êîîðäèíàò òî÷êà x0 =
(x0

1, . . . , x
0
n) ∈ Zn, ÷òî

|Lp(x0)| ≤ κp, p = 1, . . . , n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì
L = {x ∈ Rn | |Lp(x)| ≤ κp, p = 1, . . . , n}. (1.24)

Äëÿ ëþáûõ òî÷åê x1, x2 ∈ L è ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî a, 0 ≤ a ≤ 1,
âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà
|Lp(ax1 + (1− a)x2)| ≤ a|Lp(x1)|+ (1− a)|Lp(x2)| ≤ aκp + (1− a)κp = κp.

Çíà÷èò L � âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Îíî, î÷åâèäíî, ñèììåòðè÷íî îòíîñè-
òåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò, à ôîðìóëû Êðàìåðà, ïîçâîëÿþùèå âûðàçèòü
xk â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè Lp(x) ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè, äîêàçûâàþò îãðàíè÷åííîñòü L. Ìíîæåñòâî L, îïðåäåëåííîå íåñòðî-
ãèìè íåðàâåíñòâàìè (ñì. (1.24)), î÷åâèäíî, çàìêíóòî, òàê ÷òî L � êîì-
ïàêò. Îöåíèì òåïåðü îáúåì ìíîæåñòâà L. Â ñëåäóþùåì äàëåå âû÷èñ-
ëåíèè êðàòíîãî èíòåãðàëà èñïîëüçóåòñÿ ïåðåõîä ê íîâûì ïåðåìåííûì
èíòåãðèðîâàíèÿ yp, p = 1, . . . , n, ñâÿçàííûì ñî ñòàðûìè ïåðåìåííûìè ðà-
âåíñòâàìè yp = Lp(x). Èìååì

V (L) =

∫

L
dx1 · · · dxn = |∆|−1

∫

|yk|≤{k

dy1 · · · dyn = 2n|∆|−1κ1 · · ·κn ≥ 2n.

Ïðèìåíÿÿ òåïåðü ê ïîñòðîåííîìó òåëó L òåîðåìó Ìèíêîâñêîãî, ïîëó÷àåì
íóæíîå óòâåðæäåíèå.



ÃËÀÂÀ 1. ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÅ ×ÈÑËÀ 32

Ðàññìîòðèì ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë K ñòåïåíè n. Ïóñòü θ � ïðè-
ìèòèâíûé ýëåìåíò K è θ1, . . . , θn � âñå ÷èñëà, ñîïðÿæåííûå ñ θ. Îäíî èç
íèõ ñîâïàäàåò ñ θ. Îáîçíà÷èì áóêâîé s êîëè÷åñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
ñðåäè θj. Îñòàâøèåñÿ ÷èñëà ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû êîìïëåêñíî ñîïðÿæåí-
íûõ, êîëè÷åñòâî òàêèõ ïàð îáîçíà÷èì áóêâîé t. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
n = s+2t. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íóìåðàöèÿ ñîïðÿæåííûõ âûáðàíà òàê, ÷òî
âñå ÷èñëà θ1, . . . , θs äåéñòâèòåëüíû, à ïðè j = 1, . . . , t êàæäîå èç ÷èñåë θs+j

êîìïëåêñíî ñîïðÿæåíî ñ θs+t+j. Ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ïåðåíóìåðó-
åì è âëîæåíèÿ ïîëÿ K â C. Òîãäà â ñèëó ëåììû 5 ïðè i = 1, . . . , s äëÿ
êàæäîãî α ∈ K ÷èñëà σi(α) äåéñòâèòåëüíû, à ïðè j = 1, . . . , t ÷èñëà
σs+j(α) è σs+t+j(α) êîìïëåêñíî ñîïðÿæåíû.

Ñëåäñòâèå 16. Ïóñòü M � ïîëíûé ìîäóëü ïîëÿ K ñ äèñêðèìèíàíòîì
DM è κ1, . . . ,κs+t ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà ñ óñëîâèåì

κ1 · · ·κs · κ2
s+1 · · ·κ2

s+t ≥
√
|DM |.

Òîãäà ìîäóëü M ñîäåðæèò ÷èñëî α 6= 0, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåí-
ñòâàì

|σk(α)| ≤ κk, k = 1, . . . , s + t.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ξ1, . . . , ξn � áàçèñ ìîäóëÿ M . Òîãäà êàæäûé ýëå-
ìåíò α ∈ M ïðåäñòàâèì â âèäå

α = x1ξ1 + · · ·+ xnξn, xj ∈ Z.

Îïðåäåëèì ëèíåéíûå ôîðìû

Mj(x) =
n∑

k=1

σj(ξk) · xk, j = 1, . . . , s + t, (1.25)

M ′
j(x) =

n∑

k=1

σj(ξk) · xk, j = s + 1, . . . , s + t (1.26)

ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïîëîæèì òàêæå

Lj(x) = Mj(x), j = 1, . . . , s,

Lk(x) =
Mk(x) + M ′

k(x)

2
, L′k(x) =

Mk(x)−M ′
k(x)

2i
, k = s + 1, . . . , s + t.

Ëèíåéíûå ôîðìû Lk(x), L′k(x) èìåþò äåéñòâèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû.
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Ðàññìîòðèì ñèñòåìó íåðàâåíñòâ

|Lj(x)| ≤ κj, j = 1, . . . , s, |Lk(x)|, |L′k(x)| ≤ κk√
2
, k = s + 1, . . . , s + t.

(1.27)
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèìåíèòü ê íåé ñëåäñòâèå 15, íåîáõîäèìî îöåíèòü îïðå-
äåëèòåëü ∆(L) ñèñòåìû (1.27). Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëèòåëü ∆(M) ñîâî-
êóïíîñòè ëèíåéíûõ ôîðì (1.25), (1.26) ñîãëàñíî ëåììå 8 óäîâëåòâîðÿåò
ðàâåíñòâó

|∆(M)| =
√
|DM |.

Ïîñêîëüêó ïðè êàæäîì k = s + 1, . . . , s + t ìàòðèöà ïåðåõîäà îò ïàðû
ëèíåéíûõ ôîðì Mk(x),M ′

k(x) ê ïàðå ôîðì Lk(x), L′k(x) èìååò âèä
(

2−1 2−1

(2i)−1 −(2i)−1

)
,

à åå îïðåäåëèòåëü åñòü i/2, òî ïîëó÷àåì ∆(L) = ∆(M) · (i/2)t è

|∆(L)| = |∆(M)| · 2−t = 2−t ·
√
|DM | ≤ κ1 · · ·κs

(
κs+1√

2

)2

· · ·
(
κs+t√

2

)2

.

Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 15 ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé âåêòîð u = (u1, . . . , un) ∈
Zn, óäîâëåòâîðÿþùèé íåðàâåíñòâàì (1.27). Ïîëîæèì òåïåðü

α = u1ξ1 + · · ·+ unξn ∈ M.

Ïðè j = 1, . . . , s èìååì

|σj(α)| = |Mj(u)| = |Lj(u)| ≤ κj.

Åñëè æå èíäåêñ j óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì s + 1 ≤ j ≤ s + t, òî

|σj(α)| = |Mj(u)| =
√
|Lj(u)|2 + |L′j(u)|2 ≤ κj.

1.10 Òåîðåìà Äèðèõëå î åäèíèöàõ.

Îïðåäåëåíèå 25. Ïóñòü K - ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë è ZK - êîëüöî
öåëûõ ÷èñåë ïîëÿ K. ×èñëî ε ∈ ZK íàçûâàåòñÿ åäèíèöåé êîëüöà ZK,
åñëè è ε−1 ïðèíàäëåæèò ZK.
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Åäèíèöû îáðàçóþò ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ãðóïïó. Îíà áóäåò îáîçíà-
÷àòüñÿ áóêâîé Γ. Òåîðåìà Äèðèõëå îïèñûâàåò ñòðóêòóðó ýòîé ãðóïïû.
Íèæå áóäóò èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ, ââåäåííûå ïåðåä ôîðìóëèðîâ-
êîé ñëåäñòâèÿ 16.

Òåîðåìà 9. Â ãðóïïå Γ ñóùåñòâóþò åäèíèöû ε1, . . . , εr, r = s + t − 1,
è ζ = e2πi/m - íåêîòîðûé êîðåíü èç 1 òàêèå, ÷òî êàæäàÿ åäèíèöà ε
îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

ε = ζk · εk1
1 · · · εkr

r , (1.28)

ãäå k, k1, . . . , kr ∈ Z, ïðè÷åì 0 ≤ k < m.

Ëåììà 15. Äëÿ êàæäîãî α ∈ ZK ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî β ∈ ZK, ÷òî
αβ = N(α).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α ∈ ZK è fα(x) = xn + an−1x
n−1 + · · · + a0 - õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ÷èñëà α, ñì. îïðåäåëåíèå 15. Èç ðàâåíñòâà
(1.13), ïîñêîëüêó fα(α) = 0, ñëåäóåò

N(α) = (−1)na0 = (−1)n(−αn − an−1α
n−1 − . . .− a1α) = αβ,

ãäå β = (−1)n−1(αn−1 + an−1α
n−2 + . . . + a1) ∈ ZK .

Ñëåäñòâèå 17. ×èñëî ε ∈ ZK áóäåò åäèíèöåé òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà N(ε) = ±1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàâåíñòâà εε−1 = 1 â ñèëó ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè
íîðìû ñëåäóåò 1 = N(1) = N(εε−1) = N(ε)N(ε−1). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ε -
åäèíèöà, ò.å. ε, ε−1 ∈ ZK , èìååì N(ε), N(ε−1) ∈ Z. Ïîýòîìó N(ε) = ±1.

Íàîáîðîò, åñëè ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî ε ∈ ZK è N(ε) = ±1, òî ñîãëàñíî
ëåììå 15 ñ íåêîòîðûì ÷èñëîì β ∈ ZK äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî
±1 = εβ. Íî òîãäà ε−1 = ±β ∈ ZK . Òàêèì îáðàçîì, ε - åäèíèöà.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå φ : Γ → Rs+t ñëåäóþùèì îáðàçîì

φ(ε) = (log |σ1(ε)|, . . . , log |σs(ε)|, 2 log |σs+1(ε)|, . . . , 2 log |σs+t(ε)|).
Èç ðàâåíñòâà σj(ε1ε2) = σj(ε1) + σj(ε2), ñïðàâåäëèâîãî ïðè ëþáîì j è
äëÿ ëþáûõ åäèíèö ε1, ε2 ∈ Γ, ñëåäóåò, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ
ãîìîìîðôèçìîì Γ â àääèòèâíóþ ãðóïïó Rs+t.

Ëåììà 16. Äëÿ êàæäîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà N â êîëüöå ZK ñóùå-
ñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ α, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåí-
ñòâàì

|σj(α)| ≤ N, j = 1, . . . , n.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî âñå ÷èñëà, ñîïðÿæåííûå ñ α,
ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íå ïðåâîñõîäÿò N . Òåïåðü ñîãëàñíî òåîðåìå Âèå-
òà ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà
÷èñëà α íå ïðåâîñõîäÿò 2nNn. Ïîñêîëüêó α ∈ ZK , òî ýòîò ìíîãî÷ëåí
èìååò öåëûå êîýôôèöèåíòû, è, çíà÷èò, ìíîæåñòâî òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ
êîíå÷íî. Îòñþäà ñëåäóåò êîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà ÷èñåë α, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ óñëîâèþ ëåììû.

Ñëåäñòâèå 18. ßäðî îòîáðàæåíèÿ φ êîíå÷íî. Ñóùåñòâóåò êîðåíü èç
åäèíèöû ζ = e2πi/m ∈ Γ òàêîé, ÷òî ýòî ÿäðî åñòü ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ
ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ ζ.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßäðî φ åñòü ñîâîêóïíîñòü åäèíèö ε, óäîâëåòâîðÿþùèõ
ðàâåíñòâó φ(ε) = 0. Äëÿ êàæäîé èç íèõ èìååì

|σj(ε)| = 1, 1 ≤ j ≤ s + t. (1.29)

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî σj(ε) = σj+t(ε), çàêëþ÷àåì, ÷òî âñå ÷èñëà, σj(ε), 1 ≤
j ≤ n, ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ðàâíû 1. Òåïåðü ñîãëàñíî ëåììå 16 ìîæíî
óòâåðæäàòü, ÷òî ÿäðî îòîáðàæåíèÿ φ êîíå÷íî. Ýòî ÿäðî åñòü ìóëüòèïëè-
êàòèâíàÿ ãðóïïà. Îáîçíà÷èâ åå ïîðÿäîê áóêâîé m, ïîëó÷èì, ïî òåîðåìå
Ëàãðàíæà, ÷òî âñå ýëåìåíòû ÿäðà ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà xm−1.
×èñëî êîðíåé ýòîãî ìíîãî÷ëåíà â ïîëå K íå ïðåâîñõîäèò m. Îòñþäà ñëå-
äóåò, ÷òî ÿäðî ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç êîðíåé ñòåïåíè m èç 1, òî-åñòü åãî
ýëåìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà ζk, 0 ≤ k < m, ãäå ζ = e2πi/m.

Ñëåäñòâèå 19. Îáðàç Γ ïðè îòîáðàæåíèè φ åñòü ñâîáîäíàÿ àáåëåâà
ãðóïïà ðàíãà íå âûøå r = s + t− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáðàç îòîáðàæåíèÿ φ åñòü ïîäãðóïïà â àääèòèâíîé
ãðóïïå Rs+t. Ýòà ïîäãðóïïà äèñêðåòíà. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ëþáîì c > 0
óñëîâèå |φ(ε)| ≤ c îçíà÷àåò, ÷òî |σj(ε)| ≤ ec, 1 ≤ j ≤ n. Ñîâîêóïíîñòü ÷è-
ñåë èç ZK , óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòèì íåðàâåíñòâàì, êîíå÷íà ñîãëàñíî ëåììå
16. Èòàê, Im φ åñòü äèñêðåòíàÿ ïîäãðóïïà Rs+t. Â ñèëó ëåììû 10 ìîæíî
óòâåðæäàòü, ÷òî Im φ åñòü ñâîáîäíàÿ ïîäãðóïïà Rs+t.

Ýòà ïîäãðóïïà ðàñïîëîæåíà â ïëîñêîñòè x1 + · · ·+ xs+t = 0. Äåéñòâè-
òåëüíî, äëÿ êàæäîé åäèíèöû ε ñîãëàñíî ëåììå 15 èìååì

s∑
j=1

ln |σj(ε)|+ 2
s+t∑

j=s+1

ln |σj(ε)| = ln |N(ε)| = 0.

Ïîýòîìó ðàíã Im φ íå ïðåâîñõîäèò s + t− 1.
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Äàëåå ìû äîêàæåì, ÷òî ðàíã ïîäãðóïïû Im φ ðàâåí r = s+ t− 1. Äëÿ
ýòîãî áóäóò ïîñòðîåíû åäèíèöû η1, . . . , ηr, îáðàçû êîòîðûõ ïðè îòîáðà-
æåíèè φ ëèíåéíî íåçàâèñèìû â Rs+t.

Îïðåäåëåíèå 26. Äâà ÷èñëà α è β èç êîëüöà ZK íàçûâàþòñÿ àññîöè-
èðîâàííûìè, åñëè ñóùåñòâóåò åäèíèöà ε ∈ ZK òàêàÿ, ÷òî α = εβ.

Ëåììà 17. Ñðåäè ÷èñåë êîëüöà ZK ñ ôèêñèðîâàííîé íîðìîé a ñóùå-
ñòâóåò òîëüêî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïîïàðíî íå àññîöèèðîâàííûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ω1, . . . , ωn - ôóíäàìåíòàëüíûé áàçèñ ïîëÿ K è
äâà ÷èñëà α, β ∈ ZK óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

α = a1ω1+ . . . + anωn, β = b1ω1 + . . . + bnωn, aj, bj ∈ Z,

aj ≡ bj (mod a), N(α) = a, N(β) = a.

Äîêàæåì, ÷òî ÷èñëà α, β àññîöèèðîâàíû. Èç çàäàííûõ óñëîâèé ñëåäóåò,
÷òî α− β = aη, η ∈ ZK . Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

α

β
= 1 +

N(β)

β
η,

β

α
= 1− N(α)

α
η.

Èç íèõ â ñèëó ëåììû 15 íàõîäèì ε = α/β, ε−1 = β/α ∈ ZK . Ýòî äîêàçû-
âàåò àññîöèèðîâàííîñòü α è β.

Êîëè÷åñòâî êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ a ðàâíî |a|. Ïðèâåäåííîå âû-
øå ðàññóæäåíèå äîêàçûâàåò, ÷òî êîëè÷åñòâî ïîïàðíî íåàññîöèèðîâàííûõ
÷èñåë ñ íîðìîé a íå ïðåâîñõîäèò |a|n.
Ëåììà 18. Ñóùåñòâóþò åäèíèöû η1, . . . , ηs+t òàêèå, ÷òî

|σ`(η`)| > 1, |σj(η`)| < 1, j 6= `

ïðè âñåõ j, ` = 1, . . . , s + t.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì íåêîòîðûé èíäåêñ `, 1 ≤ ` ≤ s + t. Ïîêà-
æåì, êàê ïîñòðîèòü åäèíèöó η`, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì ëåììû.

Âûáðàâ íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî ν ≥ 1 ïîëîæèì

κj = (2|D|)−ν , ïðè âñåõ j 6= `

è îïðåäåëè κ` òàê, ÷òîáû

κ1 · · ·κsκ2
s+1 · · ·κ2

s+t =
√

2|D|,
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ãäå D - äèñêðèìèíàíò ïîëÿ K. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 16 íàéäåòñÿ ÷èñëî
βν ∈ ZK , óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâàì

|σi(βν)| ≤ κi = (2|D|)−ν , i = 1, . . . , s + t. (1.30)

Ïîëüçóÿñü òåïåðü òåì, ÷òî βν ∈ ZK è, çíà÷èò, |N(βν)| ≥ 1, íàõîäèì ïðè
j 6= `

1 ≤ |N(βν)| =
n∏

i=1

|σi(βν)| ≤|σj(βν)| ·
κ1 · · ·κsκ2

s+1 · · ·κ2
s+t

κj

=

|σj(βν)| ·
√

2|D|
(2|D|)−ν

. (1.31)

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïîëó÷åíî çàìåíîé â ïðîèçâåäåíèè âñåõ ìíîæèòå-
ëåé |σi(βν)| êðîìå îäíîãî, ïðè i = j, ïðåâîñõîäÿùèìè èõ âåëè÷èíàìè κi.
Èç (1.31) ñëåäóåò, ÷òî

|σj(βν)| ≥ (2|D|)−ν−1/2 ïðè âñåõ j 6= `. (1.32)

Êàæäîå ÷èñëî â ïîñòðîåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè βν , ν = 1, 2, . . . óäî-
âëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

|N(βν)| =
n∏

i=1

|σi(βν)| ≤ κ1 · · ·κsκ2
s+1 · · ·κ2

s+t =
√

2|D|. (1.33)

Çäåñü ïðè j > s èñïîëüçîâàëîñü ðàâåíñòâî |σj(βν)| = |σj+t(βν)|. Íåðàâåí-
ñòâî (1.33) îçíà÷àåò, ÷òî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë βν , ν ≥ 1, ìîæíî âû-
áðàòü áåñêîíå÷íóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë ñ îäèíàêîâîé íîðìîé.
Ñîãëàñíî æå ëåììå 17 â ýòîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûáðàòü äâà
àññîöèèðîâàííûõ ÷èñëà βν1 , βν2 , ν1 < ν2. Ïîëîæèì η` = βν2/βν1 . Ïîëüçó-
ÿñü òåïåðü íåðàâåíñòâàìè (1.30) è (1.33), ïðè j 6= ` íàõîäèì

|σj(η`)| = |σj(βν2)|
|σj(βν1)|

≤ (2|D|)−ν2

(2|D|)−ν1−1/2
≤ (2|D|)−1/2 < 1.

Äîêàçàííîå íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî ïðè ëþáîì j 6= `. À èç ðàâåíñòâà

|σ1(η`)| · · · |σs(η`)| · |σs+1(η`)|2 · · · |σs+t(η`)|2 = |N(η`)| = 1,

ïîñêîëüêó âñå ñîìíîæèòåëè ïðè j 6= ` ìåíüøå 1, íàõîäèì |σ`(η`)| > 1.

Ëåììà 19. Ïðè r ≥ 1 âåêòîðû φ(η1), . . . , φ(ηr) ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä
R.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé ïî-
ëîæèì uj = 1, ïðè 1 ≤ j ≤ s è uj = 2, ïðè s < j ≤ s + t. Åñëè âåêòîðû
φ(η1), . . . , φ(ηr) ëèíåéíî çàâèñèìû íàä R, òî ðàíã ìàòðèöû

‖uj ln |σj(η`)| ‖1≤j≤s+t,1≤`≤r

ìåíüøå r. Ýòî, â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü ïåðâûõ r
ñòîëáöîâ ýòîé ìàòðèöû (ïðè j = 1, . . . , r), òàê ÷òî ñ íåêîòîðûìè äåéñòâè-
òåëüíûìè ÷èñëàìè aj, íå âñå èç êîòîðûõ ðàâíû 0 âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

r∑
j=1

ajuj ln |σj(η`)| = 0, ` = 1, . . . , r.

Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a1 = maxi ai > 0. Òîãäà ïðè
` = 1 èìååì

0 =
r∑

j=1

ajuj ln |σj(η1)| ≥ a1

r∑
j=1

uj ln |σj(η1)| = −a1us+t ln |σs+t(η1)| > 0.

Çäåñü áûëè èñïîëüçîâàíû íåðàâåíñòâà |σj(η1)| < 1, âûïîëíÿþùèåñÿ ïðè
j > 1. Ïîëó÷åííîå òàêèì îáðàçîì ïðîòèâîðå÷èå îçíà÷àåò ëèíåéíóþ íåçà-
âèñèìîñòü âåêòîðîâ φ(η`), ` = 1, . . . , r.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 9. Èç ñëåäñòâèÿ 19 è ëåììû 19 ñëåäóåò, ÷òî
Im φ åñòü ðåøåòêà ðàíãà r. Ïðè r = 0 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî Γ = Ker φ
è ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíÿ òåîðåìû îáåñïå÷èâàåòñÿ ñëåäñòâèåì 18.

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü r ≥ 1. Îáîçíà÷èì ε1, . . . , εr - åäèíèöû ãðóïïû Γ
òàêèå, ÷òî âåêòîðû φ(ε1), . . . , φ(εr) îáðàçóþò áàçèñ ðåøåòêè Im φ.

Åñëè ε ∈ Γ, òî ñóùåñòâóåò íàáîð öåëûõ ÷èñåë k1, . . . , kr, äëÿ êîòîðûõ
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî φ(ε) = k1φ(ε1)+ · · ·+ krφ(εr). Òîãäà äëÿ åäèíèöû
η = ε · ε−k1

1 · · · ε−kr
r èìååì

φ(η) = φ(ε)− k1φ(ε1)− · · · − krφ(εr) = 0.

Çíà÷èò, η ∈ Ker φ è ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 18 ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëî k, 0 ≤
k < m, äëÿ êîòîðîãî η = ζk. Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
(1.28).

Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî åäèíèöà ε ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå (1.28)
äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè, íàõîäèì

ε = ζk · εk1
1 · · · εkr

r = ζ` · ε`1
1 · · · ε`r

r , 0 ≤ k, ` < m. (1.34)

Ïðèìåíÿÿ ê ýòèì ðàâåíñòâàì îòîáðàæåíèå φ, ïîëó÷àåì

φ(ε) = k1φ(ε1) + · · ·+ krφ(εr) = `1φ(ε1) + · · ·+ `rφ(εr).
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Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà ïî áàçèñó ðåøåòêè îòñþäà
ñëåäóåò k1 = `1, . . . , kr = `r. Òåïåðü èç (1.34) íàõîäèì k = `.

Îïðåäåëåíèå 27. Åäèíèöû ε1, . . . , εr, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðûõ äîêàçàíî
â òåîðåìå Äèðèõëå, íàçûâàþòñÿ îñíîâíûìè åäèíèöàìè ïîðÿäêà ZK.

Îòìåòèì, ÷òî ñòðóêòóðà ãðóïïû åäèíèö ëþáîãî ïîðÿäêà ïîëÿ K îïè-
ñûâàåòñÿ ïîäîáíî òåîðåìå 9.

1.11 Èäåàëû â êîëüöå ZK.
Â êîëüöàõ öåëûõ ÷èñåë ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ ñâîéñòâî åäèíñòâåííîñòè
ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ. Òàê â ïîëå K = Q(

√−23)

êîëüöî öåëûõ ÷èñåë èìååò âèä ZK = Z + Zω, ãäå ω = 1+
√−23
2

. Â ýòîì
êîëüöå íåò åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè:

3 · 3 · 3 = 27 = (2 +
√−23) · (2−√−23).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî êàæäîå èç ÷èñåë 3, 2 ± √−23 íå ìîæåò áûòü ðàç-
ëîæåíî â ïðîèçâåäåíèå íåîáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ êîëüöà ZK , ò.å. ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòûì.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîãî ïàðàãðàôà - òåîðåìà 10, óòâåðæäàþùàÿ,
÷òî â êîëüöàõ ZK èìååò ìåñòî åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ èäåàëîâ â
ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ. ×àñòî ýòî ñâîéñòâî èñïîëüçóåòñÿ âìåñòî îòñóò-
ñòâóþùåé åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ ÷èñåë è ñëóæèò åãî ýôôåêòèâíîé
çàìåíîé.

Íàïîìíèì, ÷òî èäåàë â êîëüöå ZK åñòü àääèòèâíàÿ ïîäãðóïïà ZK ,
çàìêíóòàÿ îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ íà ýëåìåíòû ZK . Èäåàë p ⊂ ZK íà-
çûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ ZK âêëþ÷åíèå
ab ∈ p âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àÿõ a ∈ p èëè b ∈ p.

Êàæäûé èäåàë a ⊂ ZK åñòü ïîëíûé ìîäóëü ñ êîëüöîì ìíîæèòåëåé
ZK . Âåðíî è îáðàòíîå - êàæäûé ïîëíûé ìîäóëü M ⊂ ZK ñ êîëüöîì
ìíîæèòåëåé EM = ZK åñòü èäåàë â êîëüöå ZK .

Îïðåäåëåíèå 28. Äðîáíûì èäåàëîì ïîëÿ K íàçûâàåòñÿ ïîëíûé ìî-
äóëü M ⊂ K, äëÿ êîòîðîãî EM = ZK.

Âñÿêèé èäåàë â êîëüöå ZK åñòü äðîáíûé èäåàë. Êîëüöî ZK òàêæå
ÿâëÿåòñÿ äðîáíûì èäåàëîì.
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Îïðåäåëåíèå 29. Ïóñòü M, M1,M2 - äðîáíûå èäåàëû ïîëÿ K. Îïðå-
äåëèì M1M2 êàê ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ñóìì ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé
ýëåìåíòîâ èç M1 è M2, ò.å.

M1 ·M2 =

{∑
i

αi · βi ; αi ∈ M1, βi ∈ M2

}
.

Îïðåäåëèì òàêæå

M−1 = {α ∈ K ; α ·M ⊂ ZK} .

Äàëåå áóäåò äîêàçàíî, ÷òî òàê îïðåäåëåííûå ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ
äðîáíûìè èäåàëàìè, è îòíîñèòåëüíî ââåäåííîé îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ñî-
âîêóïíîñòü âñåõ äðîáíûõ èäåàëîâ åñòü àáåëåâà ãðóïïà.

Ëåììà 20. 1. Â óñëîâèÿõ îïðåäåëåíèÿ 29 ìíîæåñòâà M1M2 è M−1 åñòü
äðîáíûå èäåàëû.

2. Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ àññîöèàòèâíà è êîììóòàòèâíà.
3. M ·M−1 ⊂ ZK.
4. Åñëè M ⊂ ZK, òî M−1 ⊃ ZK.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ M1M2 åñòü êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ àáå-
ëåâà ãðóïïà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ξ1, . . . , ξn è η1, . . . , ηn åñòü áàçèñû äðîá-
íûõ èäåàëîâ M1,M2 ñîîòâåòñòâåííî, òî êàæäûé ýëåìåíò M1M2 ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ÷èñåë ξiηj, i, j = 1, . . . , n
ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Çíà÷èò, M1M2 åñòü ìîäóëü, è ξiηj � åãî ñèñòå-
ìà îáðàçóþùèõ. Ïóñòü α ∈ ZK . Òîãäà αM1 ⊂ M1, è αM1M2 ⊂ M1M2. Ýòî
çíà÷èò, ÷òî ZK ⊂ EM1M2 . Íî òîãäà M1M2 åñòü ïîëíûé ìîäóëü è ñîãëàñíî
òåîðåìå 6 ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî M1M2 åñòü äðîáíûé èäåàë.

Äëÿ êàæäîãî íåíóëåâîãî ýëåìåíòà ξ ∈ M ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ âû-
ïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå ξM−1 ⊂ ZK . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî M−1 åñòü àääè-
òèâíàÿ ïîäãðóïïà ìîäóëÿ ξ−1ZK è ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì.

Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà η ∈ M−1 èìååì ηM ⊂ ZK , òàê ÷òî ïðè ëþáîì
α ∈ ZK ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå αηM ⊂ ZK è, çíà÷èò, αη ∈ M−1. Ïîñëåä-
íåå âêëþ÷åíèå âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáîì η ∈ M−1, òàê ÷òî αM−1 ⊂ M−1

è ZK ⊂ EM−1 . Ñîãëàñíî òåîðåìå 6 ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî M−1 åñòü
äðîáíûé èäåàë.

Àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äëÿ ëþáûõ òðåõ
äðîáíûõ èäåàëîâ M1,M2,M3 ñ áàçèñàìè {ξi}, {ηj}, {ζk} îáà äðîáíûõ èäå-
àëà (M1M2)M3 è M1(M2M3) èìåþò ñèñòåìîé îáðàçóþùèõ ÷èñëà

ξiηjζk, i, j, k = 1, . . . , n.
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Âêëþ÷åíèå MM−1 ⊂ ZK ñðàçó æå ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ M−1.
Ïóñòü M ⊂ ZK . Äëÿ ëþáîãî α ∈ Zk èìååì αM ⊂ M ⊂ ZK , òàê ÷òî

α ∈ M−1. Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

Òåîðåìà 10. Äëÿ êàæäîãî èäåàëà a ⊂ ZK ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûì
îáðàçîì îïðåäåëåííûå ñîâîêóïíîñòè ïðîñòûõ èäåàëîâ p1, . . . , pr ⊂ ZK è
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë k1, . . . , kr òàêèå, ÷òî

a = pk1
1 · · · pkr

r .

Ïîñëåäóþùèå ëåììû íåîáõîäèìû äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 10. Â
äàëüíåéøåì íåòðèâèàëüíûìè ìû áóäåì íàçûâàòü èäåàëû êîëüöà ZK îò-
ëè÷íûå îò ñàìîãî êîëüöà è îò íóëåâîãî èäåàëà.

Ëåììà 21. Ïóñòü a ⊂ ZK - íåòðèâèàëüíûé èäåàë â êîëüöå ZK. Òîãäà
a ∩ Z 6= (0) è ôàêòîðêîëüöî Z/a êîíå÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α � íåíóëåâîé ýëåìåíò èäåàëà a ⊂ ZK . Îáîçíà-
÷èì p(x) = xd + bd−1x

d−1 + . . .+ b1x+ b0 ∈ Z[x] � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí
÷èñëà α. Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

b0 = α(−αd−1 − bd−1α
d−2 − . . .− b1) = αγ, γ ∈ ZK ,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî b0 ∈ a ∩ Z. Ïîñêîëüêó b0 6= 0, ýòî äîêàçûâàåò
ïåðâîå óòâåðæäåíèå.

Îáîçíà÷èì a = |b0| ∈ a è ïóñòü ω1, . . . , ωn � êàêîé-ëèáî áàçèñ êîëüöà
ZK . Îáîçíà÷èì òàêæå áóêâîé S êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ÷èñåë

k1ω1 + · · ·+ knωn, kj ∈ Z, 0 ≤ kj < a.

Ïóñòü β � êàêîå-ëèáî ÷èñëî èç êîëüöà ZK . Òîãäà èìååì β = c1ω1 + · · ·+
cnωn, cj ∈ Z. Îïðåäåëèì òåïåðü öåëûå ÷èñëà qj, rj ðàâåíñòâàìè

cj = aqj + rj, 0 ≤ rj < a, j = 1, . . . , n.

Èç ýòèõ îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî

β − a(q1ω1 + · · ·+ qnωn) = γ ∈ S.

Ïî äðóãîìó ýòî ðàâåíñòâî ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå β ≡ γ (mod a)
è îçíà÷àåò, ÷òî êàæäûé êëàññ âû÷åòîâ êîëüöà ZK ïî ìîäóëþ èäåàëà
a ñîäåðæèò íåêîòîðûé ýëåìåíò èç ìíîæåñòâà S. Íî ýòè ìíîæåñòâà �
ñìåæíûå êëàññû ïî èäåàëó a, èìåþò ëèøü òðèâèàëüíûå ïåðåñå÷åíèÿ.
Ñëåäîâàòåëüíî êîëè÷åñòâî ñìåæíûõ êëàññîâ íå ïðåâîñõîäèò êîëè÷åñòâà
ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå S.
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Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî íåòðèâèàëüíîãî èäåàëà a ⊂ ZK ïåðåñå÷åíèå
a ∩ Z åñòü íåòðèâèàëüíûé èäåàë â êîëüöå Z. Íî ýòî êîëüöî åñòü êîëüöî
ãëàâíûõ èäåàëîâ, òàê ÷òî ñ íåêîòîðûì öåëûì ÷èñëîì a > 0 âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî a ∩ Z = (a).

Íàïîìíèì, ÷òî íåòðèâèàëüíûé èäåàë m â êîëüöå A íàçûâàåòñÿ ìàê-
ñèìàëüíûì, åñëè îí íå ñîäåðæèòñÿ íè â êàêîì äðóãîì íåòðèâèàëüíîì
èäåàëå. Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ôàêòîðêîëüöî A/m åñòü ïîëå
è ïîòîìó íå èìååò äåëèòåëåé íóëÿ. Íî ýòî ñâîéñòâî îçíà÷àåò, ÷òî èäå-
àë m ïðîñò. Èòàê, êàæäûé ìàêñèìàëüíûé èäåàë ïðîñò. Â êîëüöàõ öåëûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.
Ïðåäëîæåíèå 2. Êàæäûé ïðîñòîé èäåàë â ZK ìàêñèìàëåí.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p ⊂ ZK � ïðîñòîé èäåàë, è α ∈ ZK , α 6∈ p. Ðàñ-
ñìîòðèì êëàññû âû÷åòîâ αm (mod p), m = 1, 2, . . .. Ôàêòîðêîëüöî ZK/p
êîíå÷íî, ïîýòîìó ñóùåñòâóþò äâà íàòóðàëüíûõ ÷èñëà m > `, òàêèå, ÷òî
αm ≡ α` (mod p). Îáîçíà÷èì d = m − ` ≥ 1. Òîãäà α`(αd − 1) ∈ p, è
ïîñêîëüêó α 6∈ p, à èäåàë p ïðîñò, çàêëþ÷àåì, ÷òî αd − 1 ∈ p èëè αd ≡ 1
(mod p). Ïîëîæèì β = αd−1 ∈ ZK . Òîãäà αβ ≡ 1 (mod p). Íî ýòî çíà÷èò,
÷òî êëàññ âû÷åòîâ α (mod p) îáðàòèì â ôàêòîðêîëüöå ZK/p.

Òàê êàê, ïî äîêàçàííîìó, êàæäûé íåíóëåâîé ýëåìåíò ôàêòîðêîëüöà
ZK/p èìååò â ýòîì êîëüöå îáðàòíûé, òî ZK/p åñòü ïîëå, à p � ìàêñèìàëü-
íûé èäåàë â êîëüöå ZK .
Ñëåäñòâèå 20. Åñëè p - ïðîñòîé èäåàë è p ∩ Z = (p), òî p � ïðîñòîå
÷èñëî, è êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ïîëå âû÷åòîâ Fq = ZK/p ðàâíî pf , ãäå
f = [Fq : Fp] � ñòåïåíü ðàñøèðåíèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê èäåàë p ïðîñò, òî ïåðåñå÷åíèå p∩Z = (p) åñòü
ïðîñòîé èäåàë â êîëüöå Z. Íî òîãäà îáðàçóþùàÿ p äîëæíà áûòü ïðîñòûì
÷èñëîì. Èç ýêâèâàëåíòíîñòè

a, b ∈ Z, a ≡ b (mod p) ⇔ a, b ∈ Z, a ≡ b (mod p)

ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå a (mod p) → a (mod p) èç ïîëÿ Fp = Z/pZ â
ïîëå ZK/p åñòü ãîìîìîðôèçì ñ íóëåâûì ÿäðîì, òàê ÷òî ïîëå Fp ìîæ-
íî ñ÷èòàòü ñîäåðæàùèìñÿ â ïîëå Fq = ZK/p. Êàæäûé ýëåìåíò ïîëÿ Fq

èìååò åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå ïî áàçèñó ðàñøèðåíèÿ Fq ⊃ Fp ñ êîýô-
ôèöèåíòàìè èç ïîëÿ Fp. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî q = pf , ãäå f = [Fq : Fp] �
ñòåïåíü ðàñøèðåíèÿ.
Ëåììà 22. Åñëè â êîëüöå ZK çàäàíà âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü èäåàëîâ a1 ⊂ a2 ⊂ · · · , òî ñóùåñòâóåò íîìåð m òàêîé, ÷òî

ak = am, ïðè êàæäîì k ≥ m,
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ò.å. ëþáàÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòàáèëèçèðóåòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì a = ∪∞i=1ai. Ýòî ìíîæåñòâî åñòü àääèòèâ-
íàÿ ïîäãðóïïà â ZK è âûäåðæèâàåò óìíîæåíèå íà ýëåìåíòû êîëüöà ZK .
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè α ∈ ZK è β ∈ a, òî ñ íåêîòîðûì èíäåêñîì j âûïîë-
íÿåòñÿ âêëþ÷åíèå β ∈ aj. Íî òîãäà αβ ∈ aj ⊂ a. Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî a

åñòü èäåàë êîëüöà ZK .
Ïóñòü ξ1, . . . , ξn � áàçèñ a êàê Z - ìîäóëÿ, ò.å. a = Zξ1 + . . . + Zξn.

Èäåàëû aj îáðàçóþò âîçðàñòàþùóþ ïî âêëþ÷åíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
ïîýòîìó íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð m, ÷òî ξi ∈ am, äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n. Íî
òîãäà a ⊂ am è a = am.

Èç ïîñëåäíåé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî â êàæäîé ñîâîêóïíîñòè S èäåàëîâ
êîëüöà ZK ìîæíî íàéòè èäåàë a, íå ñîäåðæàùèéñÿ íè â êàêîì äðóãîì
èäåàëå èç ìíîæåñòâà S, ò.å. ñòðîãîå âêëþ÷åíèå a ⊂ b âîçìîæíî ëèøü
òîãäà, êîãäà èäåàë b íå ñîäåðæèòñÿ â S. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äëÿ êàæäîãî
èäåàëà ai ∈ S ñóùåñòâîâàë áû ñòðîãî áîëüøèé èäåàë ai+1 ∈ S è òàêàÿ
öåïî÷êà áûëà áû áåñêîíå÷íîé.

Ëåììà 23. Äëÿ êàæäîãî íåòðèâèàëüíîãî èäåàëà a ⊂ ZK ñóùåñòâóþò
ïðîñòûå èäåàëû p1, . . . , pr ⊂ ZK òàêèå, ÷òî

p1 · · · pr ⊂ a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êîëüöå ZK ñóùåñòâóþò èäåàëû,
äëÿ êîòîðûõ óòâåðæäåíèå ëåììû íåâåðíî è îáîçíà÷èì áóêâîé S ñîâîêóï-
íîñòü âñåõ òàêèõ èäåàëîâ. Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 22 â ìíîæåñòâå
S ìîæíî íàéòè èäåàë a, íå ñîäåðæàùèéñÿ íè â êàêîì äðóãîì èäåàëå èç
S. Âêëþ÷åíèå a ∈ S îçíà÷àåò, ÷òî èäåàë a íå ïðîñò, à òîãäà ñóùåñòâóþò
÷èñëà

α, β ∈ ZK , αβ ∈ a, α 6∈ a, β 6∈ a. (1.35)
Ïóñòü (a, α) � èäåàë, ïîðîæäåííûé ýëåìåíòàìè a è ÷èñëîì α, ò.å. ñîñòî-
ÿùèé èç ÷èñåë âèäà u + αv, ãäå u ∈ a, v ∈ ZK . Åñëè (a, α) = ZK , òî
ñ íåêîòîðûì ÷èñëîì v ∈ ZK âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå 1 ≡ αv (mod a).
Óìíîæàÿ åãî íà β, ïðèõîäèì ê ñðàâíåíèþ

β ≡ αβv (mod a) ≡ 0 (mod a),

èëè âêëþ÷åíèþ β ∈ a, ÷òî íåâåðíî. Çíà÷èò, âêëþ÷åíèå (a, α) ⊂ ZK ñòðî-
ãîå.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì èäåàë (a, β) 6= ZK . Èç (1.35) ñëåäóåò, ÷òî îáà
èäåàëà (a, α) è (a, β) ñòðîãî ñîäåðæàò èäåàë a è ïîòîìó íå ïðèíàäëåæàò
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ìíîæåñòâó S. Íî òîãäà ñóùåñòâóþò äâå ñîâîêóïíîñòè ïðîñòûõ èäåàëîâ
p1, . . . , ps è ps+1, . . . , pr, äëÿ êîòîðûõ èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ

p1 · · · ps ⊂ (a, α), ps+1 · · · pr ⊂ (a, β).

Ïåðåìíîæàÿ ýòè âêëþ÷åíèÿ, íàõîäèì

p1 · · · ps · ps+1 · · · pr ⊂ (a, α) · (a, β) ⊂ (a, αβ) ⊂ a.

Íî ýòî âêëþ÷åíèå ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà S. Ïîëó÷èâøå-
åñÿ ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî ìíîæåñòâî S ïóñòî.
Ïðåäëîæåíèå 3. Äëÿ êàæäîãî äðîáíîãî èäåàëà M ïîëÿ K ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

M ·M−1 = ZK . (1.36)
Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå äðîáíîãî èäå-
àëà M1, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî MM1 = ZK . Äåéñòâèòåëüíî,
òîãäà ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ èìååì M1 ⊂ M−1 è èç âêëþ÷åíèé

ZK = MM1 ⊂ MM−1 ⊂ ZK

íàõîäèì MM−1 = ZK .
2. Ïóñòü p � ïðîñòîé èäåàë â êîëüöå ZK . Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî âû-

ïîëíÿþùååñÿ ñîãëàñíî ëåììå 20 âêëþ÷åíèå Zk ⊂ p−1, � ñòðîãîå. Âûáå-
ðåì äëÿ ýòîãî êàêîé-íèáóäü íåíóëåâîé ýëåìåíò a ∈ p. Ñîãëàñíî ëåììå 23
íàéäóòñÿ ïðîñòûå èäåàëû p1, . . . , pr, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ
â ãëàâíîì èäåàëå (a) ⊂ ZK . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè ýòîì èäåàëû âûáðà-
íû òàê, ÷òî r ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå. Èìåþò ìåñòî
âêëþ÷åíèÿ

p1 · · · pr ⊂ (a) ⊂ p.

Åñëè íè îäèí èç èäåàëîâ pj íå ñîäåðæèòñÿ â p, òî ìîæíî âûáðàòü ýëå-
ìåíòû bj ∈ pj, bj 6∈ p. Ïåðåìíîæàÿ èõ, íàõîäèì

b1b2 · · · br ∈ p1 · · · pr ⊂ p,

âîïðåêè ïðîñòîòå èäåàëà p. Èòàê, ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç èäåàëîâ pj

äîëæåí ñîäåðæàòüñÿ â p. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
p1 ⊂ p. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäëîæåíèåì 2 èäåàë p1 ìàêñèìàëåí, íî òîãäà
äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî p1 = p.

Èç ìèíèìàëüíîñòè r ñëåäóåò, ÷òî p2 · · · pr 6⊂ (a) è, ñëåäîâàòåëüíî,
íàéäåòñÿ ýëåìåíò b ∈ p2 · · · pr, b 6∈ (a). Ïîëîæèì c = ba−1. Òàê êàê b 6∈ (a),
òî c 6∈ ZK . Èìååì âêëþ÷åíèÿ

cp = a−1bp ⊂ a−1p2 · · · prp1 ⊂ a−1(a) ⊂ ZK .
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Íî òîãäà c ∈ p−1, òàê ÷òî äðîáíûé èäåàë p−1 ñòðîãî ñîäåðæèò êîëüöî
ZK .

3. Äîêàæåì òåïåðü íóæíîå ðàâåíñòâî äëÿ ïðîñòûõ èäåàëîâ êîëüöà
ZK . Åñëè p � ïðîñòîé èäåàë, òî

p ⊂ pp−1 ⊂ ZK .

Èç ðàâåíñòâà p = pp−1 ñëåäóåò p−1 ⊂ Ep ⊂ ZK , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïóíê-
òó 2 äîêàçàòåëüñòâà. Çíà÷èò, âêëþ÷åíèå p ⊂ pp−1 ñòðîãîå. Íî èäåàë p,
ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2 ìàêñèìàëåí, òàê ÷òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðà-
âåíñòâî pp−1 = ZK .

4. Îáîçíà÷èì áóêâîé S ñîâîêóïíîñòü âñåõ èäåàëîâ êîëüöà ZK , äëÿ
êîòîðûõ ðàâåíñòâî (1.36) íå âûïîëíÿåòñÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî
S íåïóñòî è îáîçíà÷èì áóêâîé a òàêîé èäåàë â S, êîòîðûé íå ñîäåðæèòñÿ
íè â êàêîì äðóãîì èäåàëå èç ýòîãî ìíîæåñòâà.

Â ìíîæåñòâå âñåõ èäåàëîâ, ñîäåðæàùèõ a, âûáåðåì êàêîé-íèáóäü ìàê-
ñèìàëüíûé èäåàë p. Ýòîò èäåàë ïðîñò. Ñîãëàñíî ïóíêòó 3 äîêàçàòåëüñòâà
íàõîäèì

a ⊂ ap−1 ⊂ pp−1 = ZK .

Åñëè a = ap−1, òî èìååì p−1 ⊂ Ea ⊂ ZK , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïóíêòó 2. Çíà-
÷èò, âêëþ÷åíèå a ⊂ ap−1 � ñòðîãîå. Åñëè ap−1 = ZK , òî ñîãëàñíî ïóíêòó
1 äîêàçàòåëüñòâà èäåàë a óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó (1.36), ÷òî ïðîòèâîðå-
÷èò åãî ïðèíàäëåæíîñòè ê ìíîæåñòâó S. Èòàê, b = ap−1 � íåòðèâèàëüíûé
èäåàë êîëüöà ZK , ñòðîãî ñîäåðæàùèé a. Òîãäà b 6∈ S è bb−1 = ZK . Òàêèì
îáðàçîì, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî ap−1b−1 = ZK , ïðîòèâîðå÷àùåå ïóíêòó 1
äîêàçàòåëüñòâà. Çíà÷èò, ìíîæåñòâî S ïóñòî, à ðàâåíñòâî (1.36) âûïîëíÿ-
åòñÿ äëÿ ëþáîãî èäåàëà êîëüöà ZK .

5. Ïóñòü, íàêîíåö, M � ïðîèçâîëüíûé äðîáíûé èäåàë ïîëÿ K. Ñ
íåêîòîðûìè ÷èñëàìè ξ1, . . . , ξn èç ïîëÿ K âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî M =
Zξ1 + . . . + Zξn. Åñëè a - íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî aξj ∈ ZK ,
j = 1, . . . , n, òî aM ⊂ ZK � íåòðèâèàëüíûé èäåàë êîëüöà ZK . Îáîçíà÷èâ
M1 = (aM)−1, ïîëó÷èì, ñîãëàñíî ïóíêòó 4, aMM1 = ZK èëè MM2 = ZK ,
ãäå M2 = aM1. Òåïåðü ïî ïóíêòó 1 äîêàçàòåëüñòâà çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ
äðîáíîãî èäåàëà M âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (1.36).

Ñëåäñòâèå 21. Äðîáíûå èäåàëû îáðàçóþò ãðóïïó ïî óìíîæåíèþ ñ åäè-
íèöåé ZK.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ â ìíîæåñòâå äðîáíûõ èäåàëîâ
îïðåäåëåíà â íà÷àëå ïàðàãðàôà. Êàê äîêàçàíî â ëåììå 20 îíà àññîöèà-
òèâíà. Äëÿ êàæäîãî äðîáíîãî èäåàëà M èìååì ðàâåíñòâî EM = ZK , òàê
÷òî ZKM ⊂ M . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 1 ∈ ZK , ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî ZK ·M = M .
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Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 3 èìååì MM−1 = ZK . Ýòî çíà÷èò,
÷òî äðîáíûé èäåàë ZK åñòü åäèíèöà ãðóïïû, à M−1 � îáðàòíûé ýëåìåíò
ê M .

Ñëåäñòâèå 22. Äëÿ êàæäîãî èäåàëà a ⊂ ZK , a 6= (0), ñóùåñòâóþò ïðî-
ñòûå èäåàëû p1, . . . , pr òàêèå, ÷òî

a = p1 · · · pr.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì áóêâîé S ñîâîêóïíîñòü èäåàëîâ êîëüöà ZK ,
äëÿ êîòîðûõ ñëåäñòâèå íåâåðíî. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî S íåïóñòî, îáî-
çíà÷èì áóêâîé a ïðèíàäëåæàùèé S èäåàë, íå ñîäåðæàùèéñÿ íè â êàêèõ
äðóãèõ èäåàëàõ èç S. Ïóñòü òàêæå p � ìàêñèìàëüíûé â êîëüöå ZK èäåàë,
ñîäåðæàùèé a. Òîãäà

a ⊂ ap−1 ⊂ pp−1 = ZK .

Åñëè ap−1 = pp−1 = ZK , òî óìíîæàÿ ýòî ðàâåíñòâî íà p, íàõîäèì a = p,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò âêëþ÷åíèþ a ∈ S. Çíà÷èò, ap−1 � íåòðèâèàëüíûé èäåàë
â êîëüöå ZK . Ðàâåíñòâî ap−1 = a òàêæå íåâîçìîæíî, âåäü â ýòîì ñëó÷àå
p−1 ⊂ Ea ⊂ ZK âîïðåêè âòîðîìó ïóíêòó äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ
3. Èòàê, ap−1 íåòðèâèàëüíûé èäåàë êîëüöà ZK , ñòðîãî ñîäåðæàùèé èäå-
àë a. Ïîýòîìó ap−1 6∈ S è äëÿ ap−1 âûïîëíåíî óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ.
Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñ íåêîòîðûìè ïðîñòûìè èäåàëàìè p2, . . . , pr âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî

ap−1 = p2 · · · pr.

Óìíîæàÿ ýòî ðàâåíñòâî íà èäåàë p è ïîëüçóÿñü ïðåäëîæåíèåì 3, íàõîäèì
a = pp2 · · · pr, âîïðåêè âêëþ÷åíèþ a ∈ S. Ýòî ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò
ïóñòîòó ìíîæåñòâà S è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ.

Äîêàçàííîå ñëåäñòâèå óñòàíàâëèâàåò ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 10
� âîçìîæíîñòü ðàçëîæåíèÿ èäåàëîâ êîëüöà ZK â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ
èäåàëîâ. Òåïåðü ìîæíî çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 10. Îñòàëîñü äîêàçàòü åäèíñòâåííîñòü ðàçëî-
æåíèÿ. Îáîçíà÷èì áóêâîé S ñîâîêóïíîñòü èäåàëîâ êîëüöà ZK , êîòîðûå
ìîæíî ðàçëîæèòü â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ èäåàëîâ ïî êðàéíåé ìåðå äâó-
ìÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî S íåïóñòî è
âûáåðåì â íåì èäåàë a, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ðàçëîæå-
íèÿ

a = p1 · · · pr = q1 · · · qs (1.37)
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ñ íàèìåíüøèì âîçìîæíûì çíà÷åíèåì ñóììû r + s. Íå óìåíüøàÿ îáùíî-
ñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî r ≤ s. Ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

p1 ⊃ p1 · · · pr = q1 · · · qs.

Åñëè íè îäèí èç èäåàëîâ qj íå ñîäåðæèòñÿ â èäåàëå p1, òî ìîæíî íàéòè
÷èñëà b1, . . . , bs, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

bj ∈ qj, bj 6∈ p1, j = 1, . . . s.

Íî òîãäà èìååì
b1 · · · bs ∈ q1 · · · qs ⊂ p1,

âîïðåêè ïðîñòîòå èäåàëà p1. Çíà÷èò, ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç èäåàëîâ qj

ñîäåðæèòñÿ â èäåàëå p1. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî q1 ⊂
p1. Ó÷èòûâûàÿ, ÷òî êàæäûé ïðîñòîé èäåàë êîëüöà ZK è, â ÷àñòíîñòè,
èäåàë q1 ìàêñèìàëåí, çàêëþ÷àåì, ÷òî q1 = p1. Óìíîæàÿ òåïåðü ðàâåíñòâî
(1.37) íà äðîáíûé èäåàë p−1

1 è ïîëüçóÿñü ïðåäëîæåíèåì 3, íàõîäèì

b = p2 · · · pr = q2 · · · qs. (1.38)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ èäåàëîâ, ó÷àñòâóþùèõ â ïîñëåäíåì
ðàâåíñòâå ìåíüøå r + s, çàêëþ÷àåì, ÷òî b 6∈ S.

Åñëè r ≥ 2, òî b - íåòðèâèàëüíûé èäåàë êîëüöà ZK è, òàê êàê b 6∈
S òî ýòîò èäåàë ëèøü åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì ìîæåò áûòü ðàçëîæåí â
ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ èäåàëîâ. Òîãäà r−1 = s−1 è ìíîæåñòâà ïðîñòûõ
èäåàëîâ pj è qj, ó÷àñòâóþùèõ â ðàçëîæåíèè (1.38) ñîñòîÿò èç îäèíàêîâûõ
èäåàëîâ è, ìîæåò áûòü, îòëè÷àþòñÿ ëèøü ïîðÿäêîì èõ ñëåäîâàíèÿ. Íî
ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî â (1.37) ïðèñóòñòâóþò ðàçëè÷íûå ðàçëîæåíèÿ
èäåàëà a â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ èäåàëîâ.

Èòàê, r = 1, ò.å. èäåàë a = p1 ïðîñò è b = ZK . Åñëè s ≥ 2, òî èìååì
âêëþ÷åíèå

1 ∈ ZK = b = q2 · · · qs ⊂ qs,

÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê ïðîñòîé èäåàë qs íåòðèâèàëåí. Â ñëó÷àå s = 1
ïðåäñòàâëåíèÿ (1.37) íå áóäóò ðàçëè÷íûìè, ÷òî òàêæå íåâîçìîæíî. Èòàê,
âî âñåõ ñëó÷àÿõ ìû ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ, ÷òî äîêàçûâàåò ïóñòîòó
ìíîæåñòâà S è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Ñëåäñòâèå 23. Êàæäûé äðîáíûé èäåàë åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ öåëûõ ñòåïåíåé (ïîëîæèòåëüíûõ èëè
îòðèöàòåëüíûõ) ïðîñòûõ èäåàëîâ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè M = Zξ1 + · · · + Zξn � äðîáíûé èäåàë ïîëÿ K è
a � íàòóðàëüíîå ÷èñëî ñ óñëîâèåì aξj ∈ ZK , j = 1, . . . n, òî aM � íåòðè-
âèàëüíûé èäåàë â êîëüöå ZK . Èäåàëû (a) è aM ìîãóò áûòü ðàçëîæåíû
â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ èäåàëîâ

(a) = p1 · · · pr, aM = q1 · · · qs.

Èç ýòèõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò
p1 · · · pr ·M = q1 · · · qs.

Óìíîæàÿ ïîëó÷èâøååñÿ ðàâåíñòâî íà äðîáíûå èäåàëû p−1
1 , . . . , p−1

r , íàõî-
äèì

M = p−1
1 · · · p−1

r · q1 · · · qs,

è ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî ãðóïïà äðîáíûõ èäåàëîâ ïîðîæäàåòñÿ ïðîñòûìè
èäåàëàìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

pk1
1 · · · pkm

m = p`1
1 · · · p`m

m , (1.39)
ãäå p1, . . . , pu � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå èäåàëû, à ïîêàçàòåëè ñòåïåíè kj, `j

åñòü öåëûå ÷èñëà, ìîæåò áûòü è ðàâíûå íóëþ. Îáîçíà÷èì
N = max

1≤j≤m
{|kj|, |`j|}.

Óìíîæèâ ðàâåíñòâî (1.39) íà èäåàë (p1 · · · pm)N è ïîëüçóÿñü åäèíñòâåí-
íîñòüþ ðàçëîæåíèÿ èäåàëîâ êîëüöà ZK â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ èäåàëîâ,
íàõîäèì N + kj = N + `j è, ñëåäîâàòåëüíî, kj = `j ïðè âñåõ j = 1, . . . , m.
Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ.

Ïîêàçàòåëü, ñ êîòîðûì ïðîñòîé èäåàë p âõîäèò â ðàçëîæåíèå äðîáíîãî
èäåàëà M áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ νp(M). Ñëåäñòâèå 23 îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ
ëþáûõ äâóõ äðîáíûõ èäåàëîâ M1 è M2 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

νp(M1 ·M2) = νp(M1) + νp(M2). (1.40)
Äëÿ êàæäîãî α ∈ K áóäåì îáîçíà÷àòü νp(α) = νp((α)), ãäå (α) - äðîáíûé
èäåàë, ïîðîæäåííûé α, ò.å. (α) = αZK .
Ñëåäñòâèå 24. 1. Äëÿ ëþáûõ äâóõ äðîáíûõ èäåàëîâ M1,M2 âêëþ÷åíèå
M1 ⊂ M2 âûïîëíÿåòñÿ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà äëÿ ëþáîãî
ïðîñòîãî èäåàëà p èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

νp(M1) ≥ νp(M2).

2. Ïóñòü a - èäåàë â êîëüöå ZK. Ýëåìåíò α ∈ K ïðèíàäëåæèò a òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî èäåàëà p âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî νp(α) ≥ νp(a).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååò ìåñòî öåïî÷êà ýêâèâàëåíòíûõ óòâåðæäåíèé
à) M1 ⊂ M2,

á) M1M
−1
2 ⊂ ZK ,

â) νp(M1M
−1
2 ) ≥ 0 äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî èäåàëà p ⊂ ZK ,

ã) νp(M1) ≥ νp(M2) äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî èäåàëà p ⊂ ZK .
Ýêâèâàëåíòíîñòü à) è á) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî M2M

−1
2 = ZK . Ýêâèâà-

ëåíòíîñòü á) è â) âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó òîãî, ÷òî êàæäûé èäåàë êîëüöà
ZK ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ñòåïåíåé ïðî-
ñòûõ èäåàëîâ è ïðèòîì åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì. Ýêâèâàëåíòíîñòü â) è
ã) ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà (1.40). Ñëåäóþùàÿ îòñþäà ýêâèâàëåíòíîñòü à) è
ã) äîêàçûâàåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âêëþ÷åíèå α ∈ a âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà (α) ⊂ a. Òåïåðü î÷åâèäíî, ÷òî âòîðîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç
ïåðâîãî.
Ñëåäñòâèå 25. 1. νp(αβ) = νp(α) + νp(β),

2. νp(α/β) = νp(α)− νp(β),
3. νp(α + β) ≥ min(νp(α), νp(β)), è åñëè νp(α) < νp(β), òî νp(α + β) =

νp(α).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå åñòü íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå
ðàâåíñòâà (1.40). Âòîðîå óòâåðæäåíèå èìååò ìåñòî, òàê êàê ñîãëàñíî ïåð-
âîìó νp(α/β) + νp(β) = νp(α/β · β) = νp(α).

Îáîçíà÷èì k = min(νp(α), νp(β)). Áóäåì ñ÷èòàòü ñíà÷àëà, ÷òî α, β ∈
ZK . Òîãäà èç âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäñòâèÿ 24 íàõîäèì α ∈ pk, β ∈ pk

è, çíà÷èò, α+β ∈ pk. Ïðèìåíÿÿ îïÿòü âòîðîå óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ 24,
ïîëó÷àåì νp(α+β) ≥ k, ÷òî äîêàçûâàåò ïåðâîå íåðàâåíñòâî èç ïóíêòà 3 â
ñëó÷àå α, β ∈ ZK . Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî α, β � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà.
Äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî d âûïîëíÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ dα, dβ ∈ ZK .
Ïðèìåíÿÿ äîêàçàííîå íåðàâåíñòâî ê ÷èñëàì dα, dβ, è ïîëüçóÿñü ðàâåí-
ñòâîì èç ïóíêòà 1, ëåãêî ïîëó÷àåì íóæíîå íåðàâåíñòâî è â îáùåì ñëó÷àå.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî
νp(α) < νp(β). (1.41)

Èç îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû νp(β) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî νp(β) =
νp(−β). Îòñþäà íàõîäèì

νp(α) = νp((α + β) + (−β)) ≥ min(νp(α + β), νp(β)).

Â ñèëó íåðàâåíñòâà (1.41) îòñþäà ñëåäóåò νp(α) ≥ νp(α + β), ÷òî è çàâåð-
øàåò äîêàçàòåëüñòâî ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ.
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Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ 25 åñòåñòâåííî ðàñïðîñòðàíèåòñÿ
íà ïðîèçâîëüíîå êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ.

Ñëåäñòâèå 26. Ïóñòü p1, . . . pr - ðàçëè÷íûå ïðîñòûå èäåàëû è a1, . . ., ar

- ïðîèçâîëüíûå öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî
α ∈ ZK òàêîå, ÷òî

νp(α) = aj, j = 1, . . . , r.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì öåëîå ÷èñëî N > aj, j = 1, . . . , r è ðàññìîò-
ðèì èäåàëû

aj = p
aj

j

∏

i6=j

pN
i .

Â ñèëó ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäñòâèÿ 24 íàõîäèì aj 6⊂ p
aj+1
j . Ïîýòîìó

ñóùåñòâóþò ÷èñëà αj ∈ aj, αj 6∈ p
aj+1
j .

Ïðèìåíÿÿ âòîðîå óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ 24 ê ÷èñëó αj è èäåàëàì aj,
p

aj+1
j , çàêëþ÷àåì, ÷òî νpj

(αj) = aj. Â ñëó÷àå i 6= j ñ ïîìîùüþ âòîðîãî
óòâåðæäåíèÿ ñëåäñòâèÿ 24 íàõîäèì νpi

(αj) ≥ N .
Ïîëîæèì α = α1 + . . . + αr. Äëÿ êàæäîãî èíäåêñà j â ýòîé ñóììå

ïðèñóòñòâóåò ëèøü îäíî ñëàãàåìîå αj, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî íåðà-
âåíñòâî νpj

(αi) < N . Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ 25 äàåò íàì
νpj

(α) = νpj
(αj) = aj.

Ñëåäñòâèå 27. Ìíîæåñòâî ïðîñòûõ èäåàëîâ â êîëüöå ZK áåñêîíå÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîïîñòàâèì êàæäîìó ïðîñòîìó ÷èñëó p êîíå÷íûé íà-
áîð ïðîñòûõ èäåàëîâ, âõîäÿùèõ â ðàçëîæåíèå ãëàâíîãî èäåàëà (p) ⊂ ZK .
Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì ñîïîñòàâëåíèè ðàçëè÷íûì ïðîñòûì ÷èñëàì ñòà-
âÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ðàçëè÷íûå ïðîñòûå èäåàëû. Äåéñòâèòåëüíî, äîïó-
ñòèì, ÷òî ïðîñòîé èäåàë p âõîäèò â ðàçëîæåíèå èäåàëîâ (p), (q), ãäå p, q
� ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà. Ïî ñëåäñòâèþ 24 èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ
p ∈ p, q ∈ p. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Z ∩ p = (a) åñòü ãëàâíûé èäåàë, çàêëþ÷àåì,
÷òî â êîëüöå Z ïðîñòûå ÷èñëà p, q èìåþò îáùèé äåëèòåëü a, ÷òî íåâîç-
ìîæíî. Èòàê, êàæäîìó ïðîñòîìó ÷èñëó ñîïîñòàâëÿåòñÿ êîíå÷íîå ìíîæå-
ñòâî ïðîñòûõ èäåàëîâ, ïðè÷åì ýòè ìíîæåñòâà íå ïåðåñåêàþòñÿ. Îòñþäà
ñëåäóåò íóæíîå óòâåðæäåíèå.

1.12 Íîðìà èäåàëà.
Îïðåäåëåíèå 30. Íîðìîé èäåàëà a ⊂ ZK íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî ýëå-
ìåíòîâ â ôàêòîðêîëüöå ZK/a.
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Òåîðåìà 11. Äëÿ ëþáûõ äâóõ èäåàëîâ a, b ⊂ ZK âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

N(ab) = N(a) ·N(b).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òåîðåìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
èäåàë b ïðîñò. ×òîáû ïðîâåðèòü ýòî, äîïóñòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ñïðà-
âåäëèâî äëÿ ïðîñòûõ èäåàëîâ è âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé ïî êîëè÷åñòâó
ïðîñòûõ èäåàëîâ, âõîäÿùèõ â ðàçëîæåíèå b. Åñëè b = pb1, òî ñîãëàñíî
èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ èìååì ðàâåíñòâà

N(ab) =N(ab1p) = N(ab1)N(p) = N(a)N(b1)N(p) =

N(a)N(b1p) = N(a)N(b).

Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èäåàë b = p ïðîñò. Ïîëîæèì c = ap.
Òàê êàê νp(c) > νp(a), òî ïî ñëåäñòâèþ 24 èìååì a 6⊂ c. Çíà÷èò íàéäåòñÿ
÷èñëî t ∈ a, t 6∈ c. Ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ c ⊂ (c, t) ⊂ a, èç êîòîðûõ
ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 24 ïîëó÷àåì

νq(c) ≥ νq((c, t)) ≥ νq(a), äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî èäåàëà q ⊂ ZK .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè èäåàëîâ c è a îòëè÷àþòñÿ
ëèøü îäíèì ïðîñòûì ìíîæèòåëåì p, çàêëþ÷àåì, ÷òî ëèáî (c, t) = a,
ëèáî (c, t) = c. Òàê êàê t 6∈ c, íàõîäèì a = (c, t).

Äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî èäåàëà q èìååì

νq(t) ≥ νq(a),

òàê ÷òî â ñëó÷àå q 6= p âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

νq(t) ≥ νq(c). (1.42)

Åñëè νp(t) ≥ 1 + νp(a) = νp(c), òî ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 24 äîëæíî âû-
ïîëíÿòüñÿ âêëþ÷åíèå t ∈ c, ÷òî íåâåðíî. Òàêèì îáðàçîì, νp(t) ≤ νp(a),
îòêóäà íàõîäèì

νp(t) = νp(a). (1.43)
Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì f : ZK → ZK/a. Òàê êàê c ⊂ a = Ker f , òî

f ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå êîìïîçèöèè äâóõ ãîìîìîðôèçìîâ

f : ZK → ZK/c
ϕ→ ZK/a.

Òàê êàê îáà ýòè ãîìîìîðôèçìà åñòü îòîáðàæåíèÿ "íà", òî íàõîäèì ðà-
âåíñòâà

N(c) = |ZK/c| = |ZK/a| · |Ker ϕ| = N(a) · |Ker ϕ|. (1.44)
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñîñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â Ker ϕ, çàìåòèì,
÷òî β (mod c) ∈ Ker ϕ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà β ∈ a. Ïî äîêàçàííîìó
ðàíåå ýòî âêëþ÷åíèå îçíà÷àåò, ÷òî ñ íåêîòîðûìè α ∈ ZK è γ ∈ c âûïîë-
íÿåòñÿ ðàâåíñòâî β = αt + γ. Îòñþäà ñëåäóåò β (mod c) = αt (mod c).
Èòàê, âñå ýëåìåíòû ÿäðà Ker ϕ èìåþò âèä αt (mod c). Î÷åâèäíî, ÷òî è
êàæäûé ýëåìåíò òàêîãî âèäà ïðèíàäëåæèò ÿäðó ϕ.

Ýëåìåíòû α1, α2 ∈ ZK , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå α1t ≡ α2t
(mod c), óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (α1 − α2)t ∈ c. Ó÷èòûâàÿ, íåðàâåíñòâî
(1.42), à òàêæå ñëåäóþùåå èç (1.43) íåðàâåíñòâî νp(t) ≥ νp(c)− 1, çàêëþ-
÷àåì, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 24, ÷òî âêëþ÷åíèå (α1 − α2)t ∈ c èìååò ìåñòî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà α1−α2 ∈ p. Èíûìè ñëîâàìè, êîëè÷åñòâî ðàç-
ëè÷íûõ ýëåìåíòîâ αt (mod c), α ∈ ZK ðàâíî êîëè÷åñòâó êëàññîâ âû÷åòîâ
α (mod p), òî-åñòü ðàâíî |ZK/p| = N(p). Òàêèì îáðàçîì, |Ker ϕ| = N(p).
Ïîäñòàâëÿÿ ýòó âåëè÷èíó â (1.44), ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî, ÷òî è
çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå áóäåò äîêàçàíî â íåñêîëüêî áîëüøåé îáùíî-
ñòè, ÷åì ýòî íåîáõîäèìî ñåé÷àñ. Íî â òàêîì âèäå îíî áóäåò èñïîëüçîâàíî
â äàëüíåéøåì. Åñëè M � ïîëíûé ìîäóëü, ñîäåðæàùèéñÿ â ZK , òî îáà
ìíîæåñòâà M è ZK ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê àáåëåâû ãðóïïû ïî ñëî-
æåíèþ. Âû÷èñëèì èíäåêñ ïîäãðóïïû M â ãðóïïå ZK , äðóãèìè ñëîâàìè
êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ôàêòîðãðóïïå ZK/M .

Ëåììà 24. Ïóñòü M � ïîëíûé ìîäóëü, M ⊂ ZK. Òîãäà ÷èñëî |ZK/M |
ðàâíî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû ïåðåõîäà îò êàêîãî-
ëèáî áàçèñà ZK ê áàçèñó M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà óêàçàííîãî â ôîðìó-
ëèðîâêå îïðåäåëèòåëÿ íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñîâ â M è ZK . Ïóñòü
ω1, . . . , ωn � êàêîé-ëèáî ôóíäàìåíòàëüíûé áàçèñ ïîëÿ K, ò.å. áàçèñ êîëü-
öà ZK . Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1 ìîæíî âûáðàòü áàçèñ η1, . . . , ηn ìîäóëÿ
M òàê, ÷òî

ηi = ci,iωi + · · · ci,nωn, ci,j ∈ Z, ci,i > 0.

Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ïåðåõîäà îò áàçèñà ωj ê áàçèñó ηj ðàâåí c1,1 · · · cnn.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

M = {r1ω1 + · · ·+ rnωn | ri ∈ Z, 0 ≤ ri < ci,i},
ñîñòîÿùåå èç c1,1 · · · cn,n ýëåìåíòîâ. Êàæäîå ÷èñëî α ∈ ZK ñðàâíèìî ïî
ìîäóëþ M ñ êàêèì-ëèáî ÷èñëîì èç ìíîæåñòâà M. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

α = k1ω1 + . . . + knωn, ki ∈ Z.
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Îïðåäåëèì öåëûå ÷èñëà q1, r1 óñëîâèÿìè

k1 = c1,1q1 + r1, 0 ≤ r1 < c1,1.

Òîãäà
α− q1η1 = r1ω1 + b2,2ω2 + · · ·+ b2,nωn, b2,j ∈ Z.

Îïðåäåëèì öåëûå ÷èñëà q2, r2 óñëîâèÿìè

b2,2 = c2,2q2 + r2, 0 ≤ r2 < c2,2.

Òîãäà

α− q1η1 − q2η2 = r1ω1 + r2ω2 + b3,3ω3 + · · ·+ b3,nωn, b3,j ∈ Z.

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ ìû íàéäåì öåëûå ÷èñëà qi, ri òàêèå, ÷òî

α− q1η1 − . . .− qnηn = r1ω1 + . . . + rnωn, 0 ≤ ri < ci,i.

Îáîçíà÷èâ ξ = r1ω1 + . . . rnωn ∈ M, ïîëó÷èì α − ξ = q1η1 + . . . qnηn ∈
M . Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ôàêòîðãðóïïå ZK/M íå
ïðåâîñõîäèò êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå M.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî íèêàêèå äâà ýëåìåíòà èç M íå ñðàâíèìû ìåæäó
ñîáîé ïî ìîäóëþ M . Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ äâóõ ÷èñåë

ξ1 = u1ω1 + . . . + unωn, ξ2 = v1ω1 + . . . + vnωn, ui, vi ∈ Z,

èç ìíîæåñòâà M âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå ξ1−ξ2 ∈ M . Òîãäà ñ íåêîòîðûìè
öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè bj, λj èìåþò ìåñòî ðàâåíñòà

ξ1 − ξ2 = λ1η1 + . . . + λnηn = (ui − vi)ωi + . . . + (un − vn)ωn,

ãäå i � íàèìåíüøèé èíäåêñ ñ óñëîâèåì ui 6= vi. Ïîëüçóÿñü ðàçëîæåíèÿìè
÷èñåë ηj ïî áàçèñó ω` è ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ωj, íàõîäèì λ1 =
. . . = λi−1 = 0, ui − vi = ci,iλi 6= 0. Èç âêëþ÷åíèÿ ξ1, ξ2 ∈ M ñëåäóåò
|ui − vi| < ci,i, òàê ÷òî íàõîäèì |λi| < 1. Íî ýòî íåðàâåíñòâî íåâîçìîæíî,
âåäü λi � îòëè÷íîå îò íóëÿ öåëîå ÷èñëî. Èòàê, íèêàêèå äâà ýëåìåíòà
ìíîæåñòâà M íå ñðàâíèìû ìåæäó ñîáîé ïî ìîäóëþ M . Ñëåäîâàòåëüíî,

c1,1c2,2 · · · cn,n = |M| = |Z/M |.

Ëåììà 25. Åñëè a - èäåàë â êîëüöå ZK, òî

Da = N(a)2 ·D,

ãäå D - äèñêðèìèíàíò ïîëÿ K.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èäåàë a ⊂ ZK ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ìîäóëåì. Ïîýòîìó ê
íåìó ïðèìåíèìî óòâåðæäåíèå ëåììû 24. Ïóñòü ω1, . . . , ωn � ôóíäàìåí-
òàëüíûé áàçèñ ïîëÿ K è áàçèñ η1, . . . , ηn èäåàëà a âûáðàí òàê æå êàê â
äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 24. Òîãäà N(a) = |ZK/a| = c1,1 · · · cn,n. Ïî ëåììå 9
íàõîäèì

Da = ∆(η1, . . . , ηn) = (c1,1 · · · cn,n)2∆(ω1, . . . , ωn) = N(a)2 ·D. (1.45)

Ñëåäñòâèå 28. Äëÿ êàæäîãî ÷èñëà α ∈ ZK ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

N((α)) = |N(α)|.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ íåêîòîðûìè öåëûìè ÷èñëàìè ai,j âûïîëíÿþòñÿ ðà-
âåíñòâà

αωi =
n∑

j=1

ai,jωj,

ïðè÷åì det ‖ai,j‖ = N(α) ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ íîðìû ÷èñëà. Ïî ëåììå
24, ïðèìåíåííîé ê èäåàëó

(α) = Zαω1 + . . .Zαωn.

èìååì
| det ‖ai,j‖ | = |ZK/(α) | = N((α)).

Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷èâøèåñÿ ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ.

1.13 Ãðóïïà êëàññîâ èäåàëîâ è ÷èñëî êëàñ-
ñîâ ïîëÿ.

Äðîáíûå èäåàëû ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë K îáðàçóþò ìóëüòèïëèêà-
òèâíóþ ãðóïïó, à ãëàâíûå äðîáíûå èäåàëû - ïîäãðóïïó â íåé. Ôàêòîð-
ãðóïïà ãðóïïû äðîáíûõ èäåàëîâ ïî ïîäãðóïïå ãëàâíûõ èäåàëîâ íàçûâà-
åòñÿ ãðóïïîé êëàññîâ èäåàëîâ ïîëÿ K.

Çàìåòèì, ÷òî â êàæäîì êëàññå èäåàëîâ ñîäåðæàòñÿ öåëûå èäåàëû.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè M = Zξ1 + . . . + Zξn � äðîáíûé èäåàë è d � îáùèé
çíàìåíàòåëü ξj, ò.å. íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî dξj ∈ ZK . Òîãäà

M1 = (d)M = Zdξ1 + . . . + Zdξn ⊂ ZK

åñòü èäåàë êîëüöà ZK . Èäåàëû M è M1 ëåæàò â îäíîì êëàññå èäåàëîâ.
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Òåîðåìà 12. 1. Â ëþáîì êëàññå èäåàëîâ ñîäåðæèòñÿ öåëûé èäåàë b, äëÿ
êîòîðîãî N(b) ≤

√
|D|, ãäå D - äèñêðèìèíàíò ïîëÿ.

2. Ãðóïïà êëàññîâ èäåàëîâ êîíå÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü C � íåêîòîðûé êëàññ èäåàëîâ. Âûáåðåì â êëàññå
C−1 êàêîé-ëèáî öåëûé èäåàë a. Îïðåäåëèì κ = 2n

√
|Da|. Òàê êàê κn =√

|Da|, òî ïî ñëåäñòâèþ 16 â èäåàëå a íàéäåòñÿ íåíóëåâîé ýëåìåíò α ñ
óñëîâèÿìè

|σj(α)| ≤ κ, j = 1, . . . , n.

Âêëþ÷åíèå α ∈ a îçíà÷àåò, ÷òî ãëàâíûé èäåàë (α) äåëèòñÿ íà èäåàë a, ò.å.
ñ íåêîòîðûì öåëûì èäåàëîì b âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (α) = ab. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî èäåàë b ïðèíàäëåæèò êëàññó C. Îöåíèì äàëåå íîðìó ýòîãî
èäåàëà.

Ïîëüçóÿñü ìóëüòèïëèêàòèâíîñòüþ íîðìû èäåàëîâ (òåîðåìà 11), ñëåä-
ñòâèåì 28 î íîðìå ãëàâíîãî èäåàëà, ïðåäñòàâëåíèåì íîðìû èç ñëåäñòâèÿ
11, à òàêæå ëåììîé 25, íàõîäèì

N(a)N(b) = N((α)) = |N(α)| =
n∏

j=1

|σj(α)| ≤ κn =
√
|Da| = N(a)

√
|D|.

Òàêèì îáðàçîì, N(β) ≤
√
|D|.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ìíîæåñòâî èäåàëîâ ñ íîðìîé, îãðàíè÷åííîé ÷èñ-
ëîì

√
|D| êîíå÷íî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè

b = pk1
1 · · · pks

s , N(b) ≤
√
|D|, (1.46)

òî èç ðàâåíñòâ N(pj) = p
fj

j , ãäå pj åñòü åäèíñòâåííîå ïðîñòîå ÷èñëî, ñî-
äåðæàùååñÿ â ïðîñòîì èäåàëå pj, è fj � ñòåïåíü ïîëÿ âû÷åòîâ ZK/pj íàä
Fpj

, ñì. ñëåäñòâèå 20, à òàêæå â ñèëó ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè íîðìû èäåàëà
íàõîäèì

pf1k1

1 · · · pfsks
s = N(b) ≤

√
|D|. (1.47)

Ýòî íåðàâåíñòâî âî-ïåðâûõ îçíà÷àåò îãðàíè÷åííîñòü ïîêàçàòåëåé kj â
ðàâåíñòâå (1.46), à âî âòîðûõ êîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà S ïðîñòûõ äåëèòå-
ëåé íîðì èäåàëîâ b, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó (1.46). Çàìåòèì, ÷òî
êàæäûé ïðîñòîé èäåàë pj äåëèò ïðîñòîå ÷èñëî pj, ò.å. ïðèñóòñòâóåò â
ðàçëîæåíèè ãëàâíîãî èäåàëà (pj) â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ èäåàëîâ. Ìíî-
æåñòâî ãëàâíûõ èäåàëîâ (p), p ∈ S êîíå÷íî, çíà÷èò, áóäåò êîíå÷íûì è
ìíîæåñòâî T ïðîñòûõ èäåàëîâ, âõîäÿùèõ â ðàçëîæåíèÿ (p), p ∈ S. Êî-
íå÷íîñòü ìíîæåñòâà T è îãðàíè÷åííîñòü ïîêàçàòåëåé kj îçíà÷àþò êîíå÷-
íîñòü ìíîæåñòâà èäåàëîâ b, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó (1.46).
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Îïðåäåëåíèå 31. Ïîðÿäîê ãðóïïû êëàññîâ èäåàëîâ ïîëÿ K íàçûâàåòñÿ
÷èñëîì êëàññîâ ýòîãî ïîëÿ.

×èñëî êëàññîâ èäåàëîâ ïîëÿ K áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ h(K).

Ñëåäñòâèå 29. Åñëè h - ÷èñëî êëàññîâ ïîëÿ K, òî äëÿ ëþáîãî èäåàëà a

èäåàë ah åñòü ãëàâíûé èäåàë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî, òàê êàê êàæäûé êëàññ èäåà-
ëîâ C ñîãëàñíî òåîðåìå Ëàãðàíæà óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó Ch = I, ãäå
I � åäèíè÷íûé ýëåìåíò ãðóïïû êëàññîâ èäåàëîâ, ò.å. êëàññ, ñîñòÿùèé èç
ãëàâíûõ èäåàëîâ.

Ñëåäñòâèå 30. Ðàâåíñòâî h(K) = 1 âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà â êîëüöå öåëûõ ÷èñåë ZK ïîëÿ K èìååò ìåñòî åäèíñòâåí-
íîñòü ðàçëîæåíèÿ ÷èñåë íà ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàâåíñòâî h(K) = 1 îçíà÷àåò, ÷òî êàæäûé èäåàë êîëü-
öà ZK ãëàâíûé. Íî, êàê õîðîøî èçâåñòíî, â êîëüöå ãëàâíûõ èäåàëîâ ðàç-
ëîæåíèå íà ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî îáðàòè-
ìûõ ýëåìåíòîâ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü óòâåðæäåíèå â îáðàòíóþ ñòîðîíó ðàññìîò-
ðèì êàêîé-ëèáî ïðîñòîé ýëåìåíò π ∈ ZK . Ãëàâíûé èäåàë (π) ⊂ ZK áóäåò
ïðîñòûì. Äåéñòâèòåëüíî, âêëþ÷åíèå αβ ∈ (π) äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ ÷è-
ñåë α, β îçíà÷àåò, ÷òî π|αβ. Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ öåëûõ
÷èñåë ïîëÿ K â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ÷èñåë, çàêëþ÷àåì, ÷òî ëèáî π|α,
ëèáî π|β, ò.å. α ∈ (π) èëè β ∈ (π). Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî ãëàâíûé èäåàë
(π) ïðîñò.

Ïóñòü p � ïðîèçâîëüíûé ïðîñòîé èäåàë êîëüöà ZK è δ ∈ p � êàêîå-
íèáóäü îòëè÷íîå îò íóëÿ ÷èñëî. Åñëè δ = π1 · · · πr - ðàçëîæåíèå δ íà
ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè, òî èç âêëþ÷åíèÿ π1 · · · πr ∈ p è ïðîñòîòû èäåàëà
p ñëåäóåò, ÷òî õîòÿ áû îäèí èç ñîìíîæèòåëåé πj ïðèíàäëåæèò èäåàëó p.
Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî π1 ∈ p. Íî òîãäà (π1) ⊂ p è,
òàê êàê ïî äîêàçàííîìó èäåàë (π1) ïðîñò, à â êîëüöå ZK êàæäûé ïðîñòîé
èäåàë ìàêñèìàëåí, çàêëþ÷àåì, ÷òî p = (π1) � ãëàâíûé èäåàë. Èòàê, â
êîëüöå ZK êàæäûé ïðîñòîé èäåàë áóäåò ãëàâíûì. Ïîñêîëüêó êàæäûé
èäåàë ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ èäåàëîâ, îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî ZK åñòü êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ è h(K) = 1.

Ñóùåñòâóåò ëèøü äåâÿòü ìíèìûõ êâàäðàòè÷íûõ ïîëåé K = Q(
√−d)

ñ ÷èñëîì êëàññîâ h(K) = 1. Ýòî ïîëÿ ñ

d = 1, 2, 3, 7, 11, 19, 43, 67, 163.
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Ïîâèäèìîìó ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ êâàä-
ðàòè÷íûõ ïîëåé ñ ÷èñëîì êëàññîâ 1. Òàêàÿ ãèïîòåçà áûëà âûñêàçàíà åùå
Ê.Ô. Ãàóññîì è äî ñèõ ïîð íå äîêàçàíà.

1.14 Ðàçëîæåíèå ïðîñòûõ ÷èñåë.
Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì, êàê ðàçëàãàþòñÿ â ïðîèçâåäåíèÿ ïðî-
ñòûõ èäåàëîâ ãëàâíûå èäåàëû (p) ⊂ ZK , ïîðîæäåííûå ïðîñòûìè ÷èñëàìè
p ∈ Z. Ýòî, î÷åâèäíî, äàñò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèå ïðîèçâîëü-
íîãî ãëàâíîãî èäåàëà (a), a ∈ Z. Êðîìå òîãî, ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ
áóäåò íàéäåíà ñòðóêòóðà âñåõ ïðîñòûõ èäåàëîâ â ZK .

Íàïîìíèì, ÷òî åñëè p - ïðîñòîé èäåàë â ZK , òî p ∩ Z = (p), ãäå p -
ïðîñòîå ÷èñëî. Ïðè ýòîì ïîëå âû÷åòîâ ZK/p åñòü êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå
Fp. Åñëè f - ñòåïåíü ýòîãî ðàñøèðåíèÿ, òî N(p) = pf .

Òåîðåìà 13. Ïóñòü p ∈ Z - ïðîñòîå ÷èñëî è â êîëüöå ZK ñïðàâåäëèâî
ðàçëîæåíèå

(p) = pe1
1 · · · per

r .

Òîãäà
r∑

j=1

ejfj = [K : Q],

ãäå fj - ñòåïåíü ïîëÿ âû÷åòîâ èäåàëà pj.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî èç ïðîñòûõ èäåàëîâ pj ñïðàâåäëèâî ðà-
âåíñòâî N(pj) = p

fj

j . Ïîëüçóÿñü ñëåäñòâèåì 28 è ìóëüòèïëèêàòèâíîñòüþ
íîðìû èäåàëà, íàõîäèì

pn = N(p) = N((p)) = N(p1)
e1 · · ·N(pr)

er = pe1f1+···+erfr .

Ýòî ðàâåíñòâî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Îïðåäåëåíèå 32. Ïîêàçàòåëü ej â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 13 íàçûâà-
åòñÿ èíäåêñîì âåòâëåíèÿ ïðîñòîãî èäåàëà pj. Åñëè e1 = · · · = er = 1,
òî ãîâîðÿò, ÷òî p íå ðàçâåòâëåíî â ïîëå K.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè K ⊃ Q - íîðìàëüíîå ðàñøèðåíèå, òî â
óñëîâèÿõ òåîðåìû 13 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

e1 = · · · = er = e, f1 = · · · = fr = f,

òàê ÷òî efr = [K : Q].
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Îïðåäåëåíèå 33. Ïóñòü K = Q(θ), θ ∈ ZK, n = [K : Q]. Òîãäà Z[θ]
åñòü àääèòèâíàÿ ïîäãðóïïà â ZK. Èíäåêñ ýòîé ïîäãðóïïû áóäåì íàçû-
âàòü èíäåêñîì ÷èñëà θ â ZK.

Åñëè d - èíäåêñ ÷èñëà θ, òî d åñòü ïîðÿäîê ôàêòîðãðóïïû ZK/Z[θ]. Òî-
åñòü äëÿ êàæäîãî α ∈ ZK èìååì dα ∈ Z[θ]. Èç ëåììû 24 ñëåäóåò, ÷òî ÷èñ-
ëî d ðàâíî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû C = ‖ci,j‖1≤i,j≤n,
ci,j ∈ Z, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

θi−1 =
n∑

j=1

ci,jωj, 1 ≤ i ≤ n,

ãäå ω1, . . . , ωn åñòü ôóíäàìåíòàëüíûé áàçèñ ïîëÿ K. Â ÷àñòíîñòè, ïðåä-
ñòàâëåíèå èíäåêñà â âèäå àáñîëþòíîé âåëè÷èíû îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû
ïåðåõîäà îçíà÷àåò ðàâåíñòâî

Dθ = d2 ·D, (1.48)

ãäå D � äèñêðèìèíàíò ïîëÿ K, ñì. ëåììó 9.
Â äàëüíåéøåì, êàê è ðàíåå, ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî θ ∈ ZK åñòü

ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ïîëÿ K, n = [K : Q]. Êðîìå òîãî, â óòâåðæäåíèÿõ
áóäåò ïðèñóòñòâîâàòü íåêîòîðîå ïðîñòîå ÷èñëî p. Äëÿ êàæäîãî ìíîãî-
÷ëåíà u(x) ∈ Z[x] áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì u(x) ìíîãî÷ëåí â êîëüöå
Fp[x], êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî åñòü êëàññû âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p ñîîò-
âåòñòâóþùèõ êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà u(x).
Ëåììà 26. Ïóñòü p - ïðîñòîé èäåàë â êîëüöå ZK è p ∩ Z = (p), ãäå p
- ïðîñòîå ÷èñëî. Åñëè u(x), v(x) ∈ Z[x] òàêîâû, ÷òî u(x), v(x) âçàèìíî
ïðîñòû â êîëüöå Fp[x], òî ëèáî u(θ) 6∈ p, ëèáî v(θ) 6∈ p.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u(θ) ∈ p è v(θ) ∈ p. Òàê êàê ìíîãî-
÷ëåíû u(x) è v(x) âçàèìíî ïðîñòû â êîëüöå Fp[x], òî ñóùåñòâóþò ìíîãî-
÷ëåíû a(x), b(x) ∈ Z[x], äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

1 = u(x)a(x) + v(x)b(x)

èëè ðàâåíñòâî
1 = u(x)a(x) + v(x)b(x) + pc(x), (1.49)

ãäå c(x) � íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïîäñòàâëÿÿ
â (1.49) ÷èñëî θ âìåñòî x, íàõîäèì

1 = u(θ)a(θ) + v(θ)b(θ) + pc(θ),

÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê p ∈ p ïî óñëîâèþ è u(θ) ∈ p, v(θ) ∈ p ïî
ïðåäïîëîæåíèþ.
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Ëåììà 27. Ïóñòü p - ïðîñòîé èäåàë â êîëüöå ZK è p ∩ Z = (p), ãäå p -
ïðîñòîå ÷èñëî. Ïóñòü g(x) íåïðèâîäèì â êîëüöå Fp[x] è g(θ) ∈ p. Òîãäà
[ZK/p : Fp] ≥ deg g(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü d = deg g(x) è θ = θ (mod p) ∈ ZK/p. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ýëåìåíòû 1, θ, . . . , θ

d−1 ëèíåéíî çàâèñèìû íàä Fp. Òîãäà
ñóùåñòâóåò òàêîé ìíîãî÷ëåí u(x) ∈ Z[x], ÷òî

deg u(x) ≤ d− 1, u 6= 0, u(θ) ∈ p. (1.50)

Ïîñêîëüêó g(θ) ∈ p, òî ïî ëåììå 26 ìíîãî÷ëåíû u(x) è g(x) äîëæíû
èìåòü íåòðèâèàëüíûé îáùèé äåëèòåëü. Íî â ñèëó (1.50) ýòî ïðîòèâîðå÷èò
íåïðèâîäèìîñòü ìíîãî÷ëåíà g(x). Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî [ZK/p : Fp] ≥
d.

Òåîðåìà 14. Ïóñòü p - ïðîñòîå ÷èñëî, íå äåëÿùåå èíäåêñ ÷èñëà θ, qθ(x)
- ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí θ. Ïóñòü òàêæå

qθ(x) =
r∏

j=1

gj(x)ej

- ðàçëîæåíèå íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè íàä ïîëåì Fp ñ íåêîòîðûìè
ìíîãî÷ëåíàìè gj(x) ∈ Z[x]. Òîãäà pj = (p, gj(θ)), j = 1, . . . , r, - ïðîñòûå
èäåàëû, è â êîëüöå ZK ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(p) =
r∏

j=1

p
ej

j . (1.51)

Êðîìå òîãî deg pj � ñòåïåíü ïîëÿ âû÷åòîâ èäåàëà pj ðàâíà deg gj(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî (p, gi(θ)) åñòü ñîáñòâåííûé èäå-
àë ïðè êàæäîì j = 1, . . . , r. Åñëè ýòî íå òàê, òî ñ íåêîòîðûìè ÷èñëàìè
ξ, η ∈ ZK âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

1 = pξ + gj(θ)η. (1.52)

Êàê óêàçûâàëîñü âûøå, ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ dξ, dη ∈ Z[θ], ãäå d
� èíäåêñ ÷èñëà θ. Ïóñòü u(x), v(x) ∈ Z[x] � ìíîãî÷ëåíû, äëÿ êîòîðûõ
dξ = u(θ) è dη = v(θ). Èç ðàâåíñòâà (1.52) ñëåäóåò, ÷òî ñ íåêîòîðûì
ìíîãî÷ëåíîì w(x) ∈ Z[x] âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî

d = pu(x) + gj(x)v(x) + qθ(x)w(x).
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Ïðèâîäÿ åãî ïî ìîäóëþ p, íàõîäèì

d = gj(x)v(x) + qθ(x)w(x),

÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü äåëèòñÿ íà gj(x), à ñîãëàñíî óñëî-
âèþ p - d, òî-åñòü d 6= 0 â Fp.

Ïóñòü òåïåðü pj � êàêîé-íèáóäü ïðîñòîé èäåàë, ñîäåðæàùèé (p, gj(θ)).
Åñëè α ∈ pj, òî dα ∈ Z[θ] è, çíà÷èò, ñ íåêîòîðûì ìíîãî÷ëåíîì h(x) ∈ Z[x]
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî dα = h(θ). Ïîñêîëüêó h(θ) ∈ pj è gj(θ) ∈ pj,
òî ñîãëàñíî ëåììå 26 ìíîãî÷ëåíû h(x) è gj(x) â êîëüöå Fp[x] èìåþò
íåòðèâèàëüíûé îáùèé äåëèòåëü. Ïîñêîëüêó gj(x) íåïðèâîäèì, çàêëþ÷à-
åì, ÷òî gj(x) | h(x). Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå
h(x) = gj(x)s(x)+pr(x), ãäå r(x), s(x) ∈ Z[x]. Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî ðàâåíñòâî
θ âìåñòî ïåðåìåííîé x, íàõîäèì

dα = h(θ) = gj(θ)s(θ) + pr(θ),

èëè dα ∈ (p, gj(θ)). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî öåëûå ÷èñëà p, d âçàèìíî ïðîñòû,
ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ñ íåêîòîðûìè öåëûìè a, b âûïîëíÿåòñÿ ðàâåí-
ñòâî 1 = pa + db è, ñëåäîâàòåëüíî,

α = paα + bdα ∈ (p, gj(θ)).

Ïîñëåäíåå âêëþ÷åíèå îçíà÷àåò, ÷òî (p, gj(θ)) = pj åñòü ïðîñòîé èäåàë.
Ïóñòü òåïåðü p - ïðîèçâîëüíûé ïðîñòîé èäåàë â êîëüöå ZK , ñîäåð-

æàùèé p. Èç óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ñ íåêîòîðûì ìíîãî÷ëåíîì
u(x) ∈ Z[x] âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

r∏
j=1

gj(x)ej = qθ(x) + pu(x).

Ïîäñòàâëÿÿ â íåãî θ âìåñòî x, è ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâîì qθ(θ) = 0, íàõîäèì
r∏

j=1

gj(θ)
ej = pu(θ) ∈ p. (1.53)

Ýòî âêëþ÷åíèå, â ñèëó ïðîñòîòû p, îçíà÷àåò, ÷òî ñ íåêîòîðûì èíäåêñîì
j âûïîëíÿåòñÿ gj(θ) ∈ p. Íî òîãäà pj ⊂ p è pj = p. Èòàê, ïðîñòûå èäåàëû
pj è òîëüêî îíè âõîäÿò â ðàçëîæåíèå (p) â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ èäåàëîâ

(p) =
r∏

j=1

p
e′j
j . (1.54)
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Çäåñü e′j � íåêîòîðûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà.
Îáîçíà÷èì ñòåïåíü ïîëÿ âû÷åòîâ èäåàëà pj áóêâîé fj. Ñîãëàñíî ëåììå

27 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî fj ≥ dj = deg gj(x). Äëÿ êàæäîãî α ∈ ZK

áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì α êëàññ âû÷åòîâ α (mod pj). Òàê êàê η =
dξ ∈ Z[θ] è ñ îïðåäåëåííûìè âûøå ÷èñëàìè a, b âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
ξ = paξ + bη, òî ξ = bη è, ñëåäîâàòåëüíî, ZK/pj = Z[θ]/pj. Ýòî ðàâåíñòâî
îçíà÷àåò, ÷òî

ZK/pj = Fp + Fpθ + · · ·+ Fpθ
dj−1

.

Íî òîãäà fj ≤ dj è, ñëåäîâàòåëüíî, fj = dj.
Òàê êàê deg qθ = n, òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

n =
r∑

j=1

ejfj. (1.55)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàâåíñòâî (1.54) è òåîðåìà 13 îçíà÷àþò, ÷òî

n =
r∑

j=1

e′jfj. (1.56)

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ëþáîì j âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî e′j ≤ ej. Ñîãëàñ-
íî (1.55) è (1.56) ýòî ïðèâåäåò ê ðàâåíñòâàì e′j = ej, ÷òî è çàâåðøèò
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Åñëè ïðè íåêîòîðîì j èìååì e′j = 1, òî íóæíîå íåðàâåíñòâî ïðè ýòîì
j, î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ. Ïóñòü äàëåå e′j ≥ 2. Âûáåðåì α ∈ pj òàê, ÷òî
νpj

(α) = 1. Ñ íåêîòîðûìè β, γ ∈ ZK âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

α = βp + γgj(θ).

Òîãäà
1 = νpj

(α) ≥ min
(
νpj

(p), νpj
(gj(θ))

)
,

è, â ñèëó νpj
(p) = e′j ≥ 2, íàõîäèì νpj

(gj(θ)) = 1. Èç ðàâåíñòâà (1.53),
ïîñêîëüêó νpj

(gi(θ)) = 0 ïðè i 6= j, òåïåðü íàõîäèì

e′j = νpj
(p) ≤ ejνpj

(gj(θ)) = ej.

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 14.

Ñëåäñòâèå 31. Åñëè ïîëå K = Q(θ) è ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò θ òà-
êîâû, ÷òî ZK = Z[θ], òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 14 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ
ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p.

Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå èíäåêñ θ ðàâåí 1.



ÃËÀÂÀ 1. ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÅ ×ÈÑËÀ 62

Òåîðåìà 15. Ïóñòü [K : Q] = n,K = Q(θ), θ ∈ ZK è p - ïðîñòîå ÷èñëî,
p - Dθ = ∆(1, θ, . . . , θn−1). Òîãäà p íå ðàçâåòâëåíî â ïîëå K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (1.48) ñëåäóåò, ÷òî èíäåêñ d ÷èñëà θ íå äåëèòñÿ íà
p. Ïîýòîìó â ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè ìîæíî ïðèìåíÿòü òåîðåìó 14.

Ïóñòü p = (p, g(θ)) � îäèí èç ïðîñòûõ èäåàëîâ, âõîäÿùèõ â ðàç-
ëîæåíèå (1.51) è e � ñîîòâåòñòâóþùèé èíäåêñ âåòâëåíèÿ. Ìíîãî÷ëåí
g(x) ∈ Fp[x] íåïðèâîäèì.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî e ≥ 2. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 14 ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

qθ(x) = g(x)2u(x) + pv(x),

ãäå u(x), v(x) � íåêîòîðûå ìíîãî÷ëåíû èç Z[x]. Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî ðà-
âåíñòâî ïî ïåðåìåííîé x, è ïîäñòàâëÿÿ â ðåçóëüòàò x = θ, íàõîäèì

q′θ(θ) = g(θ)α + pv′(θ) ∈ p, α ∈ ZK .

Âêëþ÷åíèå q′θ(θ) ∈ p îçíà÷àåò, ÷òî p | N(q′θ(θ)).
Ïóñòü θ1, . . . , θn � âñå ÷èñëà, ñîïðÿæåííûå ñ θ. Òîãäà

N(q′θ(θ)) =
n∏

i=1

q′θ(θi) = (−1)n(n−1)/2
∏

1≤i<j≤n

(θi − θj)
2 =

(−1)n(n−1)/2(det ‖θk−1
i ‖1≤i,k≤n)2 = (−1)n(n−1)/2Dθ.

Òàê êàê ïî óñëîâèþ p - Dθ, òî ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, äîêàçûâàþùåå,
÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû íåðàâåíñòâî e ≥ 2 íåâîçìîæíî.

Òåîðåìà 16. Ïóñòü K = Q(θ), θ ∈ ZK, D - äèñêðèìèíàíò ïîëÿ K, p -
ïðîñòîå ÷èñëî.

1. Åñëè νp(Dθ) ≤ 1, òî p - d è νp(D) = νp(Dθ).
2. Åñëè qθ(x) = xn + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0, p|ai, p
2 - a0 (óñëîâèå

Ýéçåíøòåéíà), òî νp(Dθ) = νp(D).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñðàçó æå ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà
(1.48).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ îòìåòèì, ÷òî åñëè äëÿ èí-
äåêñà d ÷èñëà θ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî νp(d) = 0, òî ñîãëàñíî (1.48) èìååì
νp(Dθ) = νp(D). Òàêèì îáðàçîì íóæíîå óòâåðæäåíèå âûïîëíÿåòñÿ. Ïî-
ýòîìó äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî νp(d) ≥ 1 è ïðèâåäåì ýòî ïðåäïîëîæåíèå
ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Èíäåêñ d îáëàäàåò ñâîéñòâîì dZK ⊂ Z[θ]. Ïóñòü a � íàèìåíüøåå íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî aZK ⊂ Z[θ] è ω1, . . . , ωn � ôóíäàìåíòàëüíûé
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áàçèñ ïîëÿ K. Òîãäà aωi ∈ Z[θ] ïðè ëþáîì i, ò.å. ñ íåêîòîðûìè öåëûìè
êîýôôèöèåíòàìè ci,j âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

aωi =
n∑

j=1

ci,jθ
j−1, i = 1, . . . , n.

Èç ýòèõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî

∆(aω1, . . . , aωn) = (det C)2Dθ = (det C)2d2D,

ãäå C = ‖ci,j‖. Ñ äðóãîé ñòîðîíû

∆(aω1, . . . , aωn) = a2nD.

Ñðàâíèâàÿ äâà ïîëó÷èâøèõñÿ âûðàæåíèÿ, íàõîäèì, ÷òî a2n = (d det C)2

è, ñîãëàñíî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ, p | a. Ïóñòü a = pa1, 1 ≤ a1 < a. Èç
îïðåäåëåíèÿ a ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ ÷èñëî α ∈ ZK ñ óñëîâèåì a1α 6∈ Z[θ].
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî a1pα ∈ Z[θ], ïîëó÷àåì

ξ = a1α =
b0 + b1θ + · · ·+ bn−1θ

n−1

p
,

ãäå âñå bi � öåëûå ÷èñëà, è ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç íèõ íå äåëèòñÿ íà p.
Ïóñòü j � íàèìåíüøåå ÷èñëî ñ óñëîâèåì p - bj. Îáîçíà÷èì ζ = bjθ

n−1/p.
Cïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

pξθn−j−1 = (b0 + b1θ + · · ·+bj−1θ
j−1)θn−j−1 + bjθ

n−1+

θn(bj+1 + bj+2θ + · · ·+ bn−1θ
n−j−2).

Èç íåãî, ïîñêîëüêó p|bi, i < j, à òàêæå, ïîñêîëüêó ñîãëàñíî óñëîâèþ,

θn

p
= −an−1

p
θn−1 − · · · − a0

p
∈ Z[θ] ⊂ ZK ,

çàêëþ÷àåì ζ =
bjθn−1

p
∈ ZK . Íî òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

N(ζ) =

(
bj

p

)n

N(θ)n−1,

ãäå N(ζ), N(θ) � öåëûå ÷èñëà. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî p - bj, çàêëþ÷àåì, ÷òî
pn | N(θ)n−1 è, çíà÷èò, p2 | N(θ) = (−1)na0. Íî ýòî ñîãëàñíî óñëîâèþ
íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî d ≥ 1 ïðèâåäåíî ê ïðîòèâîðå-
÷èþ, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.



Ãëàâà 2

Çàäà÷è

2.1 Íåïðèâîäèìîñòü ìíîãî÷ëåíîâ íàä Q
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåïðèâîäèìîñòè ìíîãî÷ëåíîâ ïîëåçíû áûâàþò ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 17 (Êðèòåðèé Ýéçåíøòåéíà). Ïóñòü p - ïðîñòîå ÷èñëî è ìíî-
ãî÷ëåí f(x) = xn + an−1x

n−1 + · · ·+ a0 ∈ Z[x] òàêîâ, ÷òî p|aj , j ≥ 0 è p2 - a0.
Òîãäà f(x) íåïðèâîäèì.

Òåîðåìà 18. Ïóñòü n ≥ 2 � öåëîå ÷èñëî, a ∈ Q, a 6= 0, ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî
ïðîñòîãî äåëèòåëÿ p ÷èñëà n óðàâíåíèå xp = a íå èìååò ðåøåíèé â Q. Ïóñòü
òàêæå, ïðè 4 | n è óðàâíåíèå 4x4 + a íå èìååò ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé. Òîãäà
ìíîãî÷ëåí xn − a íåïðèâîäèì íàä Q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [7], ñòð. 252.

Èíîãäà äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåïðèâîäèìîñòè ìíîãî÷ëåíà f(x) ∈ Z[x] èñ-
ïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå ñîîáðàæåíèå. Åñëè p - òàêîå ïðîñòîå ÷èñëî, ÷òî ìíîãî-
÷ëåí f(x) (mod p) ∈ Fp[x] íåïðèâîäèì, òî f(x) íåïðèâîäèì íàä ïîëåì ðàöèî-
íàëüíûõ ÷èñåë Q.

1.1.Ìíîãî÷ëåí âòîðîé ñòåïåíè ïðèâîäèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
åãî äèñêðèìèíàíò åñòü êâàäðàò.

1.2.Ìíîãî÷ëåíû f(x) = anxn + · · · + a0 ∈ Z[x] è a · f(x), a ∈ Q, à
òàêæå f(x) è g(x) = an−1

n f(x/an) = xn + an−1x
n−1 + · · · + a0 · an−1

n ∈ Z[x]
ïðèâîäèìû èëè íåïðèâîäèìû îäíîâðåìåííî.

1.3.Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí x3 − x− 1 íåïðèâîäèì.
1.4. Ðàöèîíàëüíûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà f(x) = anxn + · · · + a0 ∈ Z[x]

ñîäåðæàòñÿ ñðåäè ÷èñåë p/q, p, q ∈ Z, q > 0, ñ óñëîâèÿìè p|a0, q|an.

64
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1.5. Åñëè ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ Z[x] ïðèâîäèì, òî îí ìîæåò áûòü ðàçëîæåí
â ïðîèçâåäåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.

1.6.Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí x4 − 2 íåïðèâîäèì.
1.7. Åñëè p - ïðîñòîå ÷èñëî, òî ìíîãî÷ëåí xm−p íåïðèâîäèì. Èç ýòîãî

óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïîëå âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë èìååò áåñêî-
íå÷íóþ ñòåïåíü íàä Q (íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ðàñøèðåíèåì).

1.8.Äîêàçàòü íåïðèâîäèìîñòü ìíîãî÷ëåíà x4 + 1.
1.9.Äîêàçàòü íåïðèâîäèìîñòü ìíîãî÷ëåíà xp−1 + · · ·+ x + 1, ïðè ïðî-

ñòîì p.
1.10.Äîêàçàòü êðèòåðèé Ýéçåíøòåéíà.
1.11.Äîêàçàòü íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé òåîðåìû 18.
1.12.Äîêàçàòü íåïðèâîäèìîñòü ìíîãî÷ëåíîâ x5−x+1, x5−5x4−6x−1.
1.13.Äîêàçàòü íåïðèâîäèìîñòü ìíîãî÷ëåíîâ x5 − x2 + 1, x4 + x3 + 1,

x4 + 2x2 + x + 3.

Ñëåäóþùèå íåñêîëüêî çàäà÷ ïîñâÿùåíû äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäå-
íèÿ, ÷òî ìíîãî÷ëåí xp−x−a, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî è a � öåëîå ÷èñëî,
íå äåëÿùååñÿ íà p, íåïðèâîäèì.

1.14.Äîêàçàòü, ÷òî åñëè g(x) - íåïðèâîäèìûé äåëèòåëü xp − x − a â
êîëüöå Fp[x], deg g(x) < p, òî ïðè âñåõ j = 0, 1, . . . , p− 1 ìíîãî÷ëåí xp −
x− a äåëèòñÿ â êîëüöå Fp[x] íà g(x+ j). Çäåñü ñèìâîëîì Fp îáîçíà÷àåòñÿ
ïîëå èç p ýëåìåíòîâ.

1.15.Äîêàçàòü, ÷òî âñå ìíîãî÷ëåíû g(x + j) â êîëüöå Fp[x] ðàçëè÷íû.
1.16. Âûâåñòè èç çàäà÷ 2.1.14 è 2.1.15, ÷òî ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà g(x)

ðàâíà 1.
1.17. Âûâåñòè èç çàäà÷ 2.1.14-2.1.16, ÷òî ìíîãî÷ëåí xp−x−a íåïðèâî-

äèì ïî ìîäóëþ p. Äîêàçàòü, ÷òî îòñþäà ñëåäóåò íåïðèâîäèìîñòü xp−x−a
íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

2.2 Ìíîãî÷ëåíû äåëåíèÿ êðóãà
Ïóñòü n - íàòóðàëüíîå è ζ = exp(2πi

n
) ∈ C. Îïðåäåëèì ìíîãî÷ëåí

Φn(x) =
∏

k

(x− ζk),

ãäå ïðîèçâåäåíèå áåðåòñÿ ïî âñåì öåëûì k, 0 ≤ k ≤ n, (k, n) = 1. Ñîãëàñ-
íî îïðåäåëåíèþ deg Φn(x) = φ(n).

2.1.Äîêàçàòü, ÷òî xn− 1 =
∏

d|n Φd(x), è âûâåñòè îòñþäà, ÷òî Φn(x) ∈
Z[x].
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2.2.Äîêàçàòü, ÷òî

Φ1(x) = x− 1, Φ2(x) = x + 1, Φ3(x) = x2 + x + 1, Φ4(x) = x2 + 1,
Φ5(x) = x4 + x3 + x2 + x + 1, Φ6(x) = x2 − x + 1.

2.3. Åñëè p � ïðîñòîå ÷èñëî, òî Φpr+1(x) = Φp(x
pr

).
2.4. Åñëè n ≥ 3 íå÷åòíî, òî Φ2n(x) = Φn(−x).
2.5. Åñëè p � ïðîñòîå ÷èñëî, p - n, òî Φpn(x) = Φn(xp)

Φn(x)
.

2.6. Ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

Φn(x) =
∏

d|n
(xn/d − 1)µ(d),

ãäå µ(d) - ôóíêöèÿ Ìåáèóñà.
2.7. Åñëè n = pr1

1 · · · prs
s � ðàçëîæåíèå íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè, òî

Φn(x) = Φp1···ps(x
p

r1−1
1 ···prs−1

s ).

2.8.Äîêàçàòü íåïðèâîäèìîñòü ìíîãî÷ëåíà Φpk(x), ïîëüçóÿñü êðèòåðè-
åì Ýéçåíøòåéíà.

Ñëåäóþùèå äàëåå çàäà÷è äîêàçûâàþò, ÷òî ïðè n ≥ 1 âñå ìíîãî÷ëåíû
Φn(x) íåïðèâîäèìû íàä Q.

2.9.Ïóñòü f(x) ∈ Q[x] - íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñî ñòàðøèì êîýô-
ôèöèåíòîì 1, êîðíåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ζ è xn − 1 = f(x) · h(x). Òîãäà
f(x), h(x) ∈ Z[x].

2.10.Ïóñòü p - ïðîñòîå ÷èñëî, p - n. Òîãäà ìíîãî÷ëåíû f(x) = f(x)
(mod p) è h(x) = h(x) (mod p) â Fp[x] âçàèìíî ïðîñòû.

2.11.Ìíîãî÷ëåí f(x) äåëèò ëèáî f(xp), ëèáî h(xp).
2.12. Åñëè f(x) | h(xp), òî f(x) è h(x) èìåþò îáùèé äåëèòåëü â êîëüöå

Fp[x].
2.13. Âûâåñòè èç çàäà÷ 2.2.10-2.2.12, ÷òî f(x) | f(xp) è, ñëåäîâàòåëüíî,

ζp - êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f(x).
2.14.Äîêàçàòü, ÷òî åñëè η = ζk, (k, n) = 1, òî f(η) = 0. Èç ïîñëåäíåãî

óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî f(x) = Φn(x) è, çíà÷èò, Φn(x) íåïðèâîäèì.

2.3 Êîíå÷íûå ðàñøèðåíèÿ
3.1.×èñëî α åñòü êîðåíü ìíîãî÷ëåíà x3 − x − 1 è β = 2α2 − α. Íàéòè
ìíîãî÷ëåí ñ êîýôôèöèåíòàìè èç Q, êîðíåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ β.

3.2.Ïðåäñòàâèòü ÷èñëî α = 1
3√4− 3√2+3

â âèäå r0 + r1
3
√

2 + r2
3
√

4, rj ∈ Q.
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3.3.Íàéòè ñòåïåíü ïîðîæäàþùåãî ýëåìåíòà äëÿ ðàñøèðåíèé:
1) Q( 5

√
3) ⊃ Q, 2) Q(e2πi/5) ⊃ Q, 3) F7(i) ⊃ F7, ãäå i - êîðåíü ìíî-

ãî÷ëåíà x2 + 1 ∈ F7[x], 4) Q(z) ⊃ Q
(

z3

z+1

)
.

3.4.Ìîæåò ëè 2
√

2 ∈ Q( 3
√

2)?
3.5.Äîêàçàòü, ÷òî ïðè n ≥ 3 ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë íå÷åòíîé

ñòåïåíè íå ìîæåò ñîäåðæàòü ïðèìèòèâíûé êîðåíü n-é ñòåïåíè èç 1.
3.6.Äîêàçàòü, ÷òî ïîëÿ Q(

√
2) è Q(

√
3) ðàçëè÷íû. Âûâåñòè îòñþäà,

÷òî deg(
√

2 +
√

3) = 4.
3.7.Ïóñòü α, α1, . . . , αm ∈ Q, m ≥ 0. Äîêàçàòü ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè

ïî m, ÷òî åñëè √
α ∈ Q(

√
α1, . . . ,

√
αm),

òî ñ íåêîòîðûì γ ∈ Q è öåëûìè k1, . . . , km, 0 ≤ kj ≤ 1, âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî

α = αk1
1 · · ·αkm

m γ2.

3.8.Äîêàçàòü ñ ïîìîùüþ çàäà÷è 2.3.7, ÷òî äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ ïðî-
ñòûõ ÷èñåë pj, j = 1, . . . ,m, èìååì

[Q(
√

p1, . . . ,
√

pm) : Q] = 2m.

Ñïðàâåäëèâî è áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå: Åñëè aj = pjqj ∈ Q, j =
1, . . . , r, ãäå p1, . . . , pm � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà, à ÷èñëèòåëè è çíàìå-
íàòåëè âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë qj âçàèìíî ïðîñòû ñ p1 · · · pm, òî

[Q(
√

a1, . . . ,
√

am) : Q] = 2m.

Êîìïîçèòîì ïîäïîëåé K è L ïîëÿ E íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå ïîäïîëå
E, ñîäåðæàùåå ýòè ïîëÿ (îáîçíà÷åíèå KL). Åñëè K = Q(ξ), L = Q(η), òî
KL = Q(ξ, η).

3.9.Äîêàçàòü, ÷òî

Q(
√

2)Q(
√

3) = Q(
√

2 +
√

3).

3.10.Ïóñòü ζ = e2πi/3, α = ζ 3
√

2 è β = ζ2 3
√

2. Îáîçíà÷èì

E = Q(α), F = Q(β).

Íàéòè [E : Q], [F : Q], [EF : F ], [EF : E], [EF : Q], [E ∩ F : Q].
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Äàëåå ïðè ëþáîì öåëîì m ≥ 1 áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèå
ζm = e2πi/m.

3.11.Äîêàçàòü, ÷òî ïðè (m,n) = 1 êîìïîçèò ïîëåé Q(ζm)Q(ζn) ðàâåí
Q(ζmn).

3.12.Ïóñòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà m,n âçàèìíî ïðîñòû. Äîêàçàòü, ÷òî

[Q(ζmn) : Q(ζm)] = ϕ(n).

Äâå ïîñëåäíèå çàäà÷è îçíà÷àþò, ÷òî ìíîãî÷ëåí Φn(x) íåïðèâîäèì íàä
ïîëåì Q(ζm) ïðè (m,n) = 1.

3.13. Ñ ïîìîùüþ çàäà÷è 2.3.12 äîêàçàòü, ÷òî Q(ζm) ∩Q(ζn) = Q.
3.14.Ïóñòü F = Q(ζn), n ≥ 3, è K = Q(cos 2π

n
). Äîêàæèòå, ÷òî K ⊂ F

è [K : Q] = ϕ(n)/2, ò.å. cos 2π
n

åñòü àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî ñòåïåíè ϕ(n)/2.

2.4 Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ. Ãðóïïà Ãàëóà.
4.1.Ïóñòü F = Q( 3

√
2). Íàéòè ïîëÿ, ñîïðÿæåííûå ñ F . Ïóñòü E - îäíî

èç ýòèõ ïîëåé, îòëè÷íîå îò F . Íàéòè E ∩ F è EF . Âû÷èñëèòü [E : Q] è
[EF : F ].

4.2.Ïóñòü E = Q( 4
√

2) è F = Q(
√

2).
4.2.1. Íàéòè [E : F ].
4.2.2. Ïðîâåðèòü, ÷òî ðàñøèðåíèÿ E ⊃ F è F ⊃ Q íîðìàëüíû, íî

E ⊃ Q íå íîðìàëüíî.
4.2.3. Ïóñòü σ � òàêîé àâòîìîðôèçì ïîëÿ F , ÷òî σ(

√
2) = −√2. Ïî-

ñòðîèòü âñå ïðîäîëæåíèÿ σ íà ïîëå E.
4.3.Ïóñòü K � àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëîâîå ïîëå è E � ïîëå ðàçëîæåíèÿ

íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) ∈ K[x]. Äîêàçàòü, ÷òî ðàñøèðåíèå E ⊃ K
íîðìàëüíî. Äîêàçàòü îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, ÷òî ëþáîå íîðìàëüíîå ðàñ-
øèðåíèå ïîëÿ K åñòü ïîëå ðàçëîæåíèÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà.

4.4.Ïóñòü ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ K[x] íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé è E �
ïîëå ðàçëîæåíèÿ f(x); ïóñòü òàêæå x1, . . . , xn � êîðíè f(x) â E, ò.å.
E = K(x1, . . . , xn). Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî àâòîìîðôèçìà τ ïîëÿ E
íàä K íàáîð ÷èñåë (τ(x1), . . . , τ(xn)) ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé ìíîæåñòâà
(x1, . . . , xn), ïðè÷åì ðàçíûì àâòîìîðôèçìàì ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå ïå-
ðåñòàíîâêè. Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ïîëÿ E íàä K âêëà-
äûâàåòñÿ â ãðóïïó Sn ïîäñòàíîâîê íà n ýëåìåíòàõ.
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4.5.Ïóñòü f(x) = x3 + px + q ∈ K[x] � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí,
x1, x2, x3 � åãî êîðíè è E = K(x1, x2, x3). Îáîçíà÷èì

δ = (x1 − x2)(x2 − x3)(x3 − x1)

è ∆ = δ2.
2.4.5.1. Ïðîâåðèòü, ÷òî ∆ íå ìåíÿåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ëþáîãî àâòîìîð-

ôèçìà ïîëÿ E íàä K è ïîòîìó ∆ ∈ K. Äîêàçàòü, ÷òî ∆ = −4p3 − 27q2.
2.4.5.2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè δ 6∈ K, òî [E : K] = 6, è â ýòîì ñëó÷àå

ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ïîëÿ E íàä K ñîâïàäàåò ñ S3.
2.4.5.3. Ïóñòü ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ E íàä K ñîâïàäàåò ñ S3 è σ �

àâòîìîðôèçì E ñîîòâåòñòâóþùèé ïîäñòàíîâêå (x1, x2). Ïðîâåðèòü, ÷òî
σ(δ) = −δ è, ñëåäîâàòåëüíî, δ 6∈ K.

2.4.5.4. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ïîëÿ E íàä K ñîâïàäàåò
ñ ïîäãðóïïîé ÷åòíûõ ïîäñòàíîâîê A3 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∆ =
γ2, γ ∈ K. Â ýòîì ñëó÷àå îíà öèêëè÷íà è ïîðîæäàåòñÿ àâòîìîðôèçìîì,
ñîîòâåòñòâóþùèì ïåðåñòàíîâêå (x1, x2, x3).

4.6. Âû÷èñëèòü ãðóïïó Ãàëóà ìíîãî÷ëåíà x3 − 9x − 9 ∈ Q[x]. Áóäåò
ëè íîðìàëüíûì ïîëå Q(α), ãäå α - êîðåíü ýòîãî ìíîãî÷ëåíà. Â ñëó÷àå
íîðìàëüíîñòè íàéòè âûðàæåíèå äâóõ äðóãèõ êîðíåé äàííîãî ìíîãî÷ëåíà
÷åðåç α.

4.7. Âû÷èñëèòü ãðóïïó Ãàëóà ìíîãî÷ëåíà x3 − x− 1 ∈ Q[x]. Áóäåò ëè
íîðìàëüíûì ïîëå Q(α), ãäå α - êîðåíü ýòîãî ìíîãî÷ëåíà.

4.8. Âû÷èñëèòü ãðóïïó Ãàëóà ìíîãî÷ëåíà x3 − 2x − 2. Áóäåò ëè íîð-
ìàëüíûì ïîëå Q(α), ãäå α - êîðåíü ýòîãî ìíîãî÷ëåíà.

4.9. Âåðíû ëè óòâåðæäåíèÿ çàäà÷è 4.5 äëÿ êîíå÷íîãî ïîëÿ Fp ïðè
p 6= 2, 3?

4.10.Ïóñòü f(x) = x4 − 3.
2.4.10.1. Äîêàçàòü, ÷òî f(x) íåïðèâîäèì íàä Q è, ÷òî K = Q(θ, i), ãäå

θ = 4
√

3 åñòü ïîëå ðàçëîæåíèÿ äëÿ f(x).
2.4.10.2. Äîêàçàòü, ÷òî [K : Q] = 8, è, ñëåäîâàòåëüíî ïîðÿäîê ãðóïïû

Ãàëóà G ïîëÿ K íàä Q ðàâåí 8. Âû÷èñëèòü ñòåïåíè [K : Q(θ)] è [K : Q(i)].
2.4.10.3. Ïóñòü àâòîìîðôèçìû τ, σ ∈ G, îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè

τ(θ) = θ, τ(i) = −i, σ(i) = i, σ(θ) = iθ.

Âû÷èñëèòü ïîðÿäêè ýòèõ àâòîìîðôèçìîâ â G. Äîêàçàòü, ÷òî τ 6∈ (σ), ÷òî
G = (σ, τ) è, ÷òî τσ = σ3τ .

4.11.Ïóñòü p - íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî, ζ = e2πi/p, K = Q(ζ). Ñëåäóþ-
ùèå çàäà÷è âû÷èñëÿþò âñå ïîäïîëÿ K.

2.4.11.1. Äîêàçàòü, ÷òî [K : Q] = p − 1 è ïîëå K íîðìàëüíî. Ñîïðÿ-
æåííûå ζ åñòü ζk, 1 ≤ k < p. Îáîçíà÷èì G - ãðóïïó Ãàëóà ïîëÿ K íàä Q.
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Äëÿ êàæäîãî k ∈ Z, 1 ≤ k ≤ p− 1, îïðåäåëèì σk ∈ G òàê, ÷òî σk(ζ) = ζk.
Ïðîâåðèòü, ÷òî σuσv = σw, ãäå w ≡ uv (mod p).

2.4.11.2. Ïðåäûäóùàÿ çàäà÷à óñòàíàâëèâàåò èçîìîðôèçì ìåæäó G è
(Z/pZ)∗. Ïóñòü g - ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p. Äîêàçàòü, ÷òî
ãðóïïà G öèêëè÷åñêàÿ è τ = σg åñòü åå îáðàçóþùàÿ.

2.4.11.3. Ïóñòü p−1 = rf . Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà G èìååò åäèíñòâåííóþ
ïîäãðóïïó ïîðÿäêà f è îíà ïîðîæäàåòñÿ τ r.

2.4.11.4. Ïóñòü Fr - ïîäïîëå íåïîäâèæíûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû (τ r). Äî-
êàçàòü, ÷òî [Fr : Q] = r.

2.4.11.5. Îáîçíà÷èì ζ0 = ζ è îïðåäåëèì ζk+1 = τ(ζk). Ïóñòü òàêæå

ηk = ζk + ζk+r + . . . + ζk+(f−1)r, k = 0, 1, . . . , r − 1.

(ýòè ÷èñëà íàçûâàþòñÿ Ãàóññîâûìè ïåðèîäàìè). Äîêàçàòü, ÷òî

τr(ηk) = ηk,

è, ñëåäîâàòåëüíî, ηk ∈ Fr, k = 0, . . . r − 1.
2.4.11.6. Äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëà η0, . . . , ηr−1 ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä Q,

è, ñëåäîâàòåëüíî, îáðàçóþò áàçèñ Fr íàä Q. Âìåñòå ñ òåì η0 + · · ·+ηr−1 =
−1.

2.4.11.7. Äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëà ηk ñîïðÿæåíû íàä Q, òàê ÷òî ñòåïåíü η0

íàä Q ðàâíà r. Âûâåñòè îòñþäà, ÷òî Fr = Q(η0).
4.12.Íàéòè âñå ïîäïîëÿ Q(e2πi/5) è Q(e2πi/7).
4.13. Â ýòîé çàäà÷å ïðè r = 2 ðàçáèðàåòñÿ íåêîòîðûé ñïîñîá âû÷èñëå-

íèÿ ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà äëÿ ãàóññîâûõ ïåðèîäîâ. Áóäóò èñïîëüçî-
âàíû îáîçíà÷åíèÿ èç 2.4.11.

2.4.13.1. Äîêàçàòü, ÷òî

η0η1 =

p−1∑
a=0

ν(a)ζa,

ãäå ν(a) åñòü êîëè÷åñòâî ïðåäñòàâëåíèé a â âèäå a ≡ gu + gv (mod p),
1 ≤ u, v < p, u ÷åòíî, v íå÷åòíî.

2.4.13.2. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè a, íå äåëÿùåìñÿ íà p, èìååò ìåñòî ðàâåí-
ñòâî ν(a) = ν(ag). Âûâåñòè îòñþäà, ÷òî ν(a) = ν(1) ïðè ëþáîì a, íå
äåëÿùåìñÿ íà p.

2.4.13.3. Äîêàçàòü, ÷òî

ν(0) =

{
0 åñëè p ≡ 1 (mod 4),
p−1
2

åñëè p ≡ 3 (mod 4).
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2.4.13.4. Ïîëüçóÿñü ðåçóëüòàòàìè çàäà÷ 2.4.13.1-2.4.13.3 äîêàçàòü, ÷òî

η0η1 =

{
1−p
4

åñëè p ≡ 1 (mod 4),
p+1
4

åñëè p ≡ 3 (mod 4).

Ïîëüçóÿñü ðåçóëüòàòîì çàäà÷è 4.11.6 íàéòè ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ÷è-
ñåë η0, η1 íàä Q.

4.14. 1. Äîêàçàòü, ÷òî

Σ =

p−1∑

k=1

(
k

p

)
ζk = η0 − η1,

ãäå
(

k
p

)
- ñèìâîë Ëåæàíäðà è η0, η1 âû÷èñëåíû ïðè r = 2, ñì. çàäà÷ó

2.4.11. Ñóììà Σ íàçûâàåòñÿ ñóììîé Ãàóññà.
2.4.14.2. Äîêàçàòü, ÷òî Σ2 =

(
−1
p

)
p. Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî √p ∈ K ïðè

p ≡ 1 (mod 4) è √−p ∈ K ïðè p ≡ 3 (mod 4).

2.5 Ìîäóëè è êîëüöà ìíîæèòåëåé
Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèå íèæå îáîçíà÷åíèÿ:

d � öåëîå ñâîáîäíîå îò êâàäðàòîâ ÷èñëî, ò.å. ÷èñëî, íå äåëÿùååñÿ íà êâàäðàò
íèêàêîãî ïðîñòîãî ÷èñëà;

K = Q(
√

d) � êâàäðàòè÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Êàæ-
äûé ýëåìåíò K åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì ïðåäñòàâèì â âèäå u+v

√
d, ãäå u, v ∈ Q;

α′ � ÷èñëî, ñîïðÿæåííîå ñ α = u + v
√

d, à èìåííî α′ = u− v
√

d;
Tr(α) = α + α′ = 2u � ñëåä α;
N(α) = α · α′ = u2 − dv2 � íîðìà α;
Åñëè α, α

′ - êîðíè ìíîãî÷ëåíà at2 + bt + c, a, b, c ∈ Z, (a, b, c) = 1, a > 0,
òî ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà Tr(α) = − b

a , N(α) = c
a . Âåëè÷èíà D(α) = b2 − 4ac

íàçûâàåòñÿ äèñêðèìèíàíòîì α.
ZK � êîëüöî öåëûõ ÷èñåë ïîëÿ K. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

ZK = {1, ω} = Z+ Zω,

ãäå

ω =

{√
d åñëè d ≡ 2, 3 (mod 4),

1+
√

d
2 åñëè d ≡ 1 (mod 4),

DM � äèñêðèìèíàíò ïîëíîãî ìîäóëÿ M = {ξ, η}, ðàâíûé

DM = det
(

Tr(ξ2) Tr(ξη)
Tr(ηξ) Tr(η2)

)
= det

(
ξ ξ′

η η′

)2

.
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D = DZK
� äèñêðèìèíàíò ïîëÿ K. Èìååì

D =
{

4d, åñëè d ≡ 2, 3 (mod 4),
d, åñëè d ≡ 1 (mod 4).

Áàçèñ êàæäîãî ìîäóëÿ M ìîæåò áûòü ëèíåéíî âûðàæåí ÷åðåç áàçèñ êîëüöà
ìíîæèòåëåé EM ñ êîýôôèöèåíòàìè â Q. Àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà îïðåäåëèòåëÿ
ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ â ýòîì âûðàæåíèè íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñîâ è
íàçûâàåòñÿ íîðìîé ìîäóëÿ M . Îíà îáîçíà÷àåòñÿ N(M).

5.1.Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëíîãî ìîäóëÿ M = {ξ, η} ⊂ K ñóùå-
ñòâóåò òàêîå öåëîå ÷èñëî f > 0, ÷òî EM = {1, fω}.

Ýòà çàäà÷à äàåò îïèñàíèå âñåõ ïîðÿäêîâ êâàäðàòè÷íîãî ïîëÿ.
5.2.Ïóñòü M = {1, γ}, ãäå γ åñòü êîðåíü ìíîãî÷ëåíà at2 + bt+ c ∈ Z[t],

ïðè÷åì (a, b, c) = 1, a > 0. Òîãäà

EM = {1, aγ} DEM
= b2 − 4ac, N(M) =

1

a
.

Äëÿ êàæäîãî α ∈ K è ìîäóëÿ M = {ξ, η} áóäåì îáîçíà÷àòü αM
ìîäóëü {αξ, αη}.

5.3.Ïóñòü M - ïðîèçâîëüíûé ïîëíûé ìîäóëü â ïîëå K è α ∈ K, α 6= 0.
Òîãäà EαM = EM è N(αM) = |N(α)| · N(M). Â ÷àñòíîñòè, N(αEM) =
|N(α)|.

Äâå ïîñëåäíèå çàäà÷è ïîçâîëÿþò âû÷èñëÿòü êîëüöî ìíîæèòåëåé è
íîðìó ëþáîãî ìîäóëÿ.

5.4.Íàéòè êîëüöà ìíîæèòåëåé äëÿ ìîäóëåé

{1,
√

15}, {2, 1 +
√

15}, {3,
√

15}, {35, 20 +
√

15}

â ïîëå Q(
√

15) è èõ íîðìû.
5.5.Íàéòè êîëüöà ìíîæèòåëåé äëÿ ìîäóëåé

{11, 6 + 2i
√

2}, {2, 1 + i
√

2}, {4, i
√

2}, {2, i
√

2}

â ïîëå Q(
√−2) è èõ íîðìû.

Äðîáíûì èäåàëîì ïîëÿ K íàçûâàåòñÿ ìîäóëü M , äëÿ êîòîðîãî EM =
ZK . Èäåàëîì íàçûâàåòñÿ äðîáíûé èäåàë, ñîäåðæàùèéñÿ â ZK .

5.6.Êàêèå èç ìîäóëåé çàäà÷ 2.5.4, 2.5.5 ÿâëÿþòñÿ èäåàëàìè â ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ êîëüöàõ öåëûõ ÷èñåë.

Äâà ìîäóëÿ M1 è M2 èç ïîëÿ K íàçûâàþòñÿ ïîäîáíûìè, åñëè ñó-
ùåñòâóåò α ∈ K, α 6= 0, äëÿ êîòîðîãî M1 = αM2. Ìîäóëè ïîäîáíû â
óçêîì ñìûñëå, åñëè N(α) > 0. Ïîäîáèå åñòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.
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Ìîäóëè ðàçáèâàþòñÿ íà êëàññû ïîäîáíûõ ìåæäó ñîáîé. Èç çàäà÷è 2.5.3
ñëåäóåò, ÷òî êîëüöà ìíîæèòåëåé ïîäîáíûõ ìîäóëåé ñîâïàäàþò.

5.7. Åñëè M = {ξ, η} = {α, β}, òî ñ íåêîòîðûìè öåëûìè ÷èñëàìè
a, b, c, d âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

ξ = aα + bβ, η = cα + dβ, (2.1)

ïðè÷åì ad− bc = ±1.
5.8.Äâà ìîäóëÿ M1 = {1, α} è M2 = {1, β} ïîäîáíû òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà α = aβ+b
cβ+d

, ãäå a, b, c, d ∈ Z è ad − bc = 1 (òàêèå ÷èñëà α è β

íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè). Â ýòîì ñëó÷àå M1 = 1
cβ+d

·M2.
Â ñëåäóþùèõ çàäà÷àõ îïèñûâàþòñÿ àëãîðèòìû, ïîçâîëÿþùèå îïðåäå-

ëèòü, áóäóò äàííûå äâà ìîäóëÿ ïîëÿ K = Q(
√

d) ïîäîáíû èëè íåò. Ýòè
àëãîðèòìû îòëè÷àþòñÿ â ñëó÷àå êîìïëåêñíîãî (d < 0) è äåéñòâèòåëüíîãî
(d > 0) ïîëÿ K. Ñíà÷àëà ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé êîìïëåêñíûõ ïîëåé.

Îïðåäåëåíèå 34. Êîìïëåêñíîå ÷èñëî γ íàçûâàåòñÿ ïðèâåäåííûì, åñëè
1. =γ > 0,
2. −1

2
< <γ ≤ 1

2
,

3. Ïðè −1
2

< <γ < 0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |γ| > 1, à ïðè 0 ≤ <γ ≤ 1
2

- íåðàâåíñòâî |γ| ≥ 1. Ìîäóëü M = {1, γ} íàçûâàåòñÿ ïðèâåäåííûì, åñëè
γ - ïðèâåäåííîå ÷èñëî.

5.9.Äëÿ ëþáîãî α ∈ C îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë α0 = α
è αk+1 = − 1

αk
+ nk, k ≥ 1, ãäå öåëîå ÷èñëî nk âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òî −1

2
<

<αk+1 ≤ 1
2
. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ

2.5.9.1. Êàæäîå èç ÷èñåë αk, k ≥ 0, ïðåäñòàâèìî â âèäå αk = aα+b
cα+d

ñ
öåëûìè a, b, c, d, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèþ ad− bc = 1.

2.5.9.2. Â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäûäóùåãî ïóíêòà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

=αk =
=α

|cα + d|2 .

2.5.9.3. Ñóùåñòâóåò èíäåêñ m äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
=αm+1 ≤ =αm.

2.5.9.4. Ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç äâóõ ÷èñåë αm, αm+1 áóäåò ïðèâå-
äåííûì. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü αk, k ≥ 0, ñîäåðæèò ïðèâå-
äåííîå ÷èñëî.

5.10.Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ÷èñëà α, β ïðèâåäåíû è ýêâèâàëåíòíû, òî
α = β.
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5.11.Êàêèå èç ñîäåðæàùèõñÿ â ïîëå Q(
√−5) ìîäóëåé

{2, 1 +
√−5}, {3, 1−√−5}, {1,√−5}, {3, 1 +

√−5}

ïîäîáíû?
5.12.Êàêèå èç ñîäåðæàùèõñÿ â ïîëå Q(

√−23) ìîäóëåé

{2, 1 +
√−23}, {4, 1 +

√−23}, {4, 3 +
√−23}

ïîäîáíû?
5.13. Åñëè

α =
aβ + b

cβ + d
, β =

pγ + q

rγ + s
, òî α =

uγ + v

wγ + t
,

ãäå êîýôôèöèåíòû u, v, w, t îïðåäåëÿþòñÿ ìàòðè÷íûì ðàâåíñòâîì
(

u v
w t

)
=

(
a b
c d

)(
p q
r s

)
.

5.14.Ïóñòü ω = 1+
√−19
2

∈ Q(
√−19). Êàêèå èç ìîäóëåé

a1 = {5, ω − 1}, a2 = {7, ω + 1}, a3 = {11, ω + 2}

åñòü ãëàâíûå èäåàëû â êîëüöå öåëûõ ÷èñåë ïîëÿ Q(
√−19)? Íàéòè îáðà-

çóþùèå ãëàâíûõ èäåàëîâ.
5.15. Áóäóò ëè èäåàëàìè ñëåäóþùèå ìîäóëè

{3, 1 +
√−14}, {3, 2 +

√−14}

â ïîëå Q(
√−14)? Ïîäîáíû ëè îíè? ×åìó ðàâíû èõ íîðìû?

5.16.Óñòàíîâèòü, ÷òî ìîäóëè

{3,√−5− 1}, {3,√−5 + 1}, {7, 3 +
√−5}, {7, 3−√−5}

ÿâëÿþòñÿ èäåàëàìè â êîëüöå öåëûõ ÷èñåë ïîëÿ Q(
√−5). Âû÷èñëèòü èõ

íîðìû. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäûå äâà èç íèõ ïîäîáíû äðóã äðóãó. Âû÷èñëèòü
êîýôôèöèåíòû ïîäîáèÿ.

Ñëåäóþùèå äàëåå çàäà÷è ïîñâÿùåíû ïîäîáèþ ìîäóëåé â äåéñòâèòåëü-
íûõ êâàäðàòè÷íûõ ïîëÿõ. Êàê è â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå, èìååòñÿ àëãî-
ðèòì ïðèâåäåíèÿ, ïîçâîëÿþùèé óñòàíàâëèâàòü ïîäîáèå ìîäóëåé è íàõî-
äèòü êîýôôèöèåíò ïîäîáèÿ. Ýòîò àëãîðèòì îñíîâàí íà ñâîéñòâàõ öåïíûõ
äðîáåé. Íåîáõîäèìûå òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ ñôîðìóëèðîâàíû íèæå â
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âèäå òåîðåì 19-21. Äîêàçàòåëüñòâà èõ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â êíèãå
[8].

Ïóñòü α ∈ R. Ïîëîæèì α0 = α è îïðåäåëèì

an = [αn], αn+1 =
1

αn − an

, n = 0, 1, 2, . . . .

Åñëè α èððàöèîíàëüíî, òàêèì ñïîñîáîì îïðåäåëÿåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë, [a0; a1, a2, . . .], íàçûâàåìàÿ öåïíîé äðîáüþ
÷èñëà α.

Íåñîêðàòèìûå äðîáè pn

qn
, îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâàìè

pn

qn

= a0 +
1

a1 +
1

a2 + ...+
1

an

,

íàçûâàþòñÿ ïîäõîäÿùèìè äðîáÿìè öåïíîé äðîáè α. Îíè âû÷èñëÿþòñÿ
ïî ôîðìóëàì q−1 = 0, p−1 = 1, q0 = 1, p0 = a0 è

pn = anpn−1 + pn−2, qn = anqn−1 + qn−2, n ≥ 1.

Ïðè êàæäîì n ≥ 1 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

α =
pn−1αn + pn−2

qn−1αn + qn−2

, αn =
−qn−2α + pn−2

qn−1α− pn−1

,

èëè â ñèìâîëè÷åñêîé çàïèñè
(

α

1

)
=

(
pn−1, pn−2

qn−1, qn−2

)(
αn

1

)
,

(
αn

1

)
=

(−qn−2, pn−2

qn−1,−pn−1

)(
α

1

)
,

óäîáíîé c âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ: ïðè ïîäñòàíîâêå äðîáíî-ëèíåé-
íûõ âûðàæåíèé äðóã â äðóãà ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðèöû ïåðåìíîæàþòñÿ,
ñì. çàäà÷ó 2.5.13.

Öåïíàÿ äðîáü íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå íà-
òóðàëüíîå k, ÷òî äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
an+k = an, è ÷èñòî ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûïîëíÿåò-
ñÿ äëÿ âñåõ n ≥ 0.

Òåîðåìà 19. Ïóñòü α - äåéñòâèòåëüíîå èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Öåïíàÿ
äðîáü ÷èñëà α ïåðèîäè÷íà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà α - êâàäðàòè÷íàÿ
èððàöèîíàëüíîñòü.
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Â äåéñòâèòåëüíîì ñëó÷àå êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü α íàçûâà-
åòñÿ ïðèâåäåííîé, åñëè α > 1 è −1 < α′ < 0.

5.17.Ïóñòü, êàê è ðàíåå, ω =

{√
d åñëè, d ≡ 2, 3 (mod 4)

1+
√

d
2

åñëè, d ≡ 1 (mod 4).

Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ω1 = (ω − [ω])−1 ïðèâåäåíî.
5.18.Ïóñòü α - äåéñòâèòåëüíîå èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî è β îïðåäåëåíî

ðàâåíñòâîì α = [α] + β−1. Òîãäà D(α) = D(β).

Òåîðåìà 20. Öåïíàÿ äðîáü ÷èñëà α ÷èñòî ïåðèîäè÷íà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà α - ïðèâåäåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü.

Òåîðåìà 21. Ïóñòü α, β - äåéñòâèòåëüíûå èððàöèîíàëüíîñòè. Îíè ýê-
âèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ðàçëîæåíèÿ â öåïíûå äðî-
áè, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðûõ ìåñò, ñîâïàäàþò. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êâàäðà-
òè÷íûõ èððàöèîíàëüíîñòåé ýêâèâàëåíòíîñòü ðàâíîñèëüíà ñîâïàäåíèþ
ïåðèîäîâ.

5.19.Êàêèå èç ìîäóëåé çàäà÷è 2.5.4 ïîäîáíû ìåæäó ñîáîé?
5.20.Äîêàçàòü, ÷òî ìîäóëè

{2,−1 +
√

7}, {3,−1 +
√

7}
â ïîëå Q(

√
7) åñòü ãëàâíûå èäåàëû è íàéòè èõ îáðàçóþùèå.

5.21.Íàéòè â ïîëå Q(
√

10) äâà èäåàëà, íå ïîäîáíûõ äðóã äðóãó.

2.6 Åäèíèöû
×èñëî ε ∈ E íàçûâàåòñÿ åäèíèöåé êîëüöà E, åñëè ε−1 ∈ E. Åäèíèöû
êîëüöà E îáðàçóþò ãðóïïó. ×èñëî ε ∈ ZK åñòü åäèíèöà â òîì è òîëüêî
òîì ñëó÷àå, êîãäà N(ε) = ±1.

6.1.Íàéòè åäèíèöû â êîëüöàõ öåëûõ ÷èñåë ïîëåé Q(i), Q(
√−3) è

Q(
√

d), ãäå d < 0, d 6= −1,−3.
Ïðè d > 0 ãðóïïà Γ áåñêîíå÷íà è èìååò âèä Γ = {±εn

0 , n ∈ Z}. Äëÿ
íàõîæäåíèÿ îáðàçóþùåé ε0 ãðóïïû Γ ïðèìåíèìî ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå

Òåîðåìà 22. Ïóñòü α ïðèâåäåííàÿ èððàöèîíàëüíîñòü äèñêðèìèíàíòà
D > 0 (äèñêðèìèíàíò ïîëÿ K = Q(

√
d)), k - äëèíà íàèìåíüøåãî ïåðèîäà

íåïðåðûâíîé äðîáè, ñîîòâåòñòâóþùåé ÷èñëó α. Îïðåäåëèì ÷èñëà u, v
ðàâåíñòâàìè

u = pk−1 + qk−2, v = (qk−1, pk−1 − qk−2, pk−2).
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Òîãäà ÷èñëî ε = u+v
√

D
2

ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé ε > 1 è ïîðîæäàåò ãðóïïó
âñåõ åäèíèö êîëüöà ZK. Ïðè ýòîì N(ε) = (−1)k.

6.2.Íàéòè ãðóïïû åäèíèö â êîëüöàõ öåëûõ ÷èñåë ïîëåé Q(
√

d) ïðè
d = 2, 11, 14, 58 è íîðìû îñíîâíûõ åäèíèö.

6.3.Íàéòè ãðóïïû åäèíèö â êîëüöàõ öåëûõ ÷èñåë ïîëåé Q(
√

d) ïðè
d = 17, 29, 33 è íîðìû îñíîâíûõ åäèíèö.

2.7 Èäåàëû, ãðóïïà êëàññîâ èäåàëîâ
Ïóñòü K = Q(

√
d), ãäå d - öåëîå ÷èñëî, íå äåëÿùååñÿ íà êâàäðàò ïðî-

ñòîãî ÷èñëà, ZK = Z + Zω è f(x) � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ÷èñëà ω.
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû 14.

Òåîðåìà 23. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Åñëè ìíîãî÷ëåí f(x) (mod p)
íåïðèâîäèì íàä ïîëåì Fp, òî ãëàâíûé èäåàë (p) � ïðîñò â êîëüöå ZK è
èìååò ñòåïåíü 2. Åñëè f(x) ≡ (x − a)(x − b) (mod p), òî èäåàëû p1 =
(p, ω − a) è p2 = (p, ω − b) ïðîñòû è èìåþò ñòåïåíü 1. Ïðè ýòîì (p) =
p1p2 â êîëüöå ZK.

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå a = b ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå (p) = p2
1.

7.1. Ðàçëîæèòü ïðîñòûå ÷èñëà 2, 3, 5, 7 â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ èäåà-
ëîâ â êâàäðàòè÷íûõ ïîëÿõ Q(

√
d) ïðè d = −1, 2,−3, 5,−7.

7.2. Ðàçëîæèòü â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ èäåàëîâ â ïîëå Q(
√−19) ÷èñ-

ëà 2, 3. Ïðîâåðèòü, ÷òî âñå ïîëó÷èâøèåñÿ ïðè ýòîì ïðîñòûå èäåàëû áóäóò
ãëàâíûìè.

Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà äðîáíûõ èäåàëîâ ðàñêëàäûâàåòñÿ â îáú-
åäèíåíèå ñìåæíûõ êëàññîâ ïî ïîäãðóïïå ãëàâíûõ èäåàëîâ. Äîêàçàòåëü-
ñòâî ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ, íåñêîëüêî áîëåå ñèëüíîãî, ÷åì òåîðåìà
12, ìîæíî íàéòè â êíèãå [6], ãë. 5, òåîðåìà 4.

Òåîðåìà 24. Ïóñòü K = Q(θ) � êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ ðàöèîíàëü-
íûõ ÷èñåë. Êàæäûé êëàññ ñîäåðæèò èäåàë, íîðìà êîòîðîãî íå ïðåâîñ-
õîäèò (

4

π

)t

· n!

nn

√
|D|,

ãäå D � äèñêðèìèíàíò ïîëÿ K è t � êîëè÷åñòâî ïàð êîìïëåêñíî ñîïðÿ-
æåííûõ ñðåäè êîðíåé ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ÷èñëà θ. Ìíîæåñòâî
êëàññîâ èäåàëîâ ïîëÿ K êîíå÷íî.
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Êîëè÷åñòâî êëàññîâ èäåàëîâ íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì êëàññîâ ïîëÿ K. ×èñ-
ëî êëàññîâ ïîëÿ K ðàâíî 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â êîëüöå ZK èìååò
ìåñòî åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ íà íåïðèâîäèìûå ýëåìåíòû.

7.3.Äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëà êëàññîâ ïîëåé Q(
√

d) ïðè
à) d = 2, 3, 5, 13;
á) d = −1,−2,−3,−7.
ðàâíû 1.
7.4.Íàéòè ÷èñëî êëàññîâ è ïðåäñòàâèòåëåé âñåõ êëàññîâ èäåàëîâ ïîëåé

Q(
√−19), Q(

√−23).
7.5.Íàéòè ÷èñëî êëàññîâ è ïðåäñòàâèòåëåé âñåõ êëàññîâ èäåàëîâ ïîëåé

Q(
√−6), Q(

√−14).
7.6.Íàéòè ÷èñëî êëàññîâ è ïðåäñòàâèòåëåé âñåõ êëàññîâ èäåàëîâ ïîëåé

Q(
√

15), Q(
√

17).
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