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Ëåêöèÿ À.È. Ãàëî÷êèíà

Ëåêöèÿ îñíîâàíà íà ñòàòüå Ä.Íåéìàíà [1], â êîòîðîé ïðèâîäèòñÿ îòíîñè-
òåëüíî íåñëîæíîå äîêàçàòåëüñòâî àñèìïòîòè÷åñêîãî çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ
ïðîñòûõ ÷èñåë. Â ýòî äîêàçàòåëüñòâî âíåñåíû íåêîòîðûå óñîâåðøåíñòâî-
âàíèÿ. Êðàòêóþ èñòîðèþ âîïðîñà, à òàêæå äîêàçàòåëüñòâî, áëèçêîå ê òðà-
äèöèîííîìó, ìîæíî íàéòè â êíèãå [2].

Àñèìïòîòè÷åñêèé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë. Ïóñòü
π(x) � êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ x. Òîãäà

lim
x→+∞

π(x) ln x

x
= 1.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ×åáûøåâà

ψ(x) =
∑
n≤x

Λ(n) ,

ãäå Λ(n) = ln p, åñëè n � ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà p (n = pk) è 0 ïðè n 6= pk.

Àñèìïòîòè÷åñêèé çàêîí ýêâèâàëåíòåí ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ

lim
x→+∞

ψ(x)

x
= 1. (1)

(ñì. [2] ñòð. 27.)
Ëåììà 1. Åñëè ñõîäèòñÿ èíòåãðàë

∫ +∞

1

ψ(x)− x

x2 dx ,

òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (1), à çíà÷èò ñïðàâåäëèâ àñèìïòîòè÷åñêèé
çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå: ñóùåñòâóåò ÷èñëî ε > 0, òàêîå, ÷òî
äëÿ ëþáîãî A > 1 ñóùåñòâóåò ÷èñëî y > A, ïðè êîòîðîì èëè ψ(y)

y
> 1+ ε,

èëè ψ(y)

y
< 1− ε.
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Â ïåðâîì ñëó÷àå èç ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè ψ(x) ïðè x = ty ñëåäóåò,
÷òî
∫ y(1+ε)

y

ψ(x)− x

x2 dx ≥
∫ y(1+ε)

y

y(1 + ε)− x

x2 dx =

∫ 1+ε

1

(1 + ε)− t

t2
dt > 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò êðèòåðèþ Êîøè. Çäåñü èñïîëüçîâàíî òî, ÷òî íà îòðåçêå
èíòåãðèðîâàíèÿ ψ(x) ≥ ψ(y) > (1 + ε)y è òî, ÷òî ïîñëåäíèé èíòåãðàë íå
çàâèñèò îò y. Àíàëîãè÷íî, âî âòîðîì ñëó÷àå

∫ y

y(1−ε)

ψ(x)− x

x2 dx ≤
∫ y

y(1−ε)

y(1− ε)− x

x2 dx =

∫ 1

1−ε

(1− ε)− t

t2
dt < 0,

÷òî òîæå ïðîòèâîðå÷èò êðèòåðèþ Êîøè. Ëåììà äîêàçàíà.

Ïóñòü s = σ + it, ζ(s) � äçåòà-ôóíêöèÿ Ðèìàíà. Íà ñòð. 36 êíèãè [2]
äîêàçàíî, ÷òî ïðè σ > 1 ôóíêöèÿ

−ζ ′(s)
ζ(s)

=
∞∑

n=2

Λ(n)

ns
. (2)

Ôóíêöèþ ζ(s) ìîæíî àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèòü â îáëàñòü σ > 0 (ñì.
òåîðåìó 1 ñòð. 42 èç êíèãè [2] ). Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f(s) = − ζ ′(s)
s ζ(s)

− 1

s− 1
. (3)

Ëåììà 2. 1. Ôóíêöèÿ f(s) àíàëèòè÷íà â îáëàñòè σ > 1 è ó ëþáîé òî÷êè
s = 1 + it èìååòñÿ îêðåñòíîñòü, â êîòîðîé ýòà ôóíêöèÿ àíàëèòè÷íà.

2. Ïðè σ > 1

f(s) =

∫ +∞

1

ψ(x)− x

xs+1 dx .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ðàññóæäåíèé, ïðèâåäåí-
íûõ íà ñòð. 54 êíèãè [2]. Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Àáåëÿ ( [2] ñòð. 39)
ïðè an = Λ(n), g(x) = x−s, A(x) = ψ(x) è ðàâåíñòâà (2) ïðè σ > 1
ïîëó÷àåì:

− ζ ′(s)
s ζ(s)

=

∫ +∞

1

ψ(x)

xs+1 dx ,

îòêóäà ñëåäóåò âòîðîå óòâåðæäåíèå. Ëåììà äîêàçàíà.
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Èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà àñèìïòîòè÷åñêîãî çàêîíà
äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî

lim
u→+∞

∫ u

1

ψ(x)− x

x2 dx = f(1) . (4)

Ëåììà 3. Ïðè ëþáîì u > 1

fu(s) =

∫ u

1

ψ(x)− x

xs+1 dx

� öåëàÿ ôóíêöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

fu(s) =

[u]−1∑

k=1

∫ k+1

k

ψ(x)

xs+1 dx +

∫ u

[u]

ψ(x)

xs+1 dx −
∫ u

1

dx

xs
=

=

[u]−1∑

k=1

ψ(k)
(k + 1)−s − k−s

−s
+ ψ([u])

u−s − [u]−s

−s
− u1−s − 1

1− s
.

Âñå ñëàãàåìûå � öåëûå ôóíêöèè, èìåþùèå óñòðàíèìûå îñîáûå òî÷êè,
ñîîòâåòñòâåííî s = 0 è s = 1. Ëåììà äîêàçàíà.

Ïóñòü R > 0, 0 < η < 1. Ðàññìîòðèì êîíòóð Γ(R, η), ñîñòîÿùèé èç
ïîëóîêðóæíîñòè

C1(R) : |s− 1| = R, σ ≥ 1 (5)
è ëîìàíîé L(R, η), ïðîõîäÿùåé â óêàçàííîì ïîðÿäêå ÷åðåç òî÷êè

1 + iR, η + iR, η − iR, 1− iR. (6)

Ëåììà 4. Åñëè â ïðÿìîóãîëüíèêå

P (R, η) : η ≤ σ < 1, −R ≤ t ≤ R (7)

ζ(s) 6= 0, òî

f(1)− fu(1) =
1

2πiR

∫

Γ(R, η)
(f(s)− fu(s))u

s−1
(

R

s− 1
+

s− 1

R

)
ds .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììàì 2 è 3 ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ èìååò âíó-
òðè êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ åäèíñòâåííóþ îñîáóþ òî÷êó � ïîëþñ s = 1.
Óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç òåîðåìû î âû÷åòàõ.
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Ëåììà 5. Ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ B, òàêàÿ, ÷òî èí-
òåãðàë ïî ïîëóîêðóæíîñòè (5)

∣∣∣∣
1

2πiR

∫

C1(R)
(f(s)− fu(s))u

s−1
(

R

s− 1
+

s− 1

R

)
ds

∣∣∣∣ ≤
B

R
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îöåíîê ×åáûøåâà (ñì. �4 èç ãëàâû 1 êíèãè [2] ) ñëå-
äóåò, ÷òî ïðè x ≥ 1 ψ(x) ≤ B1x, à òîãäà ïðè σ > 1

|f(s)− fu(s)| =
∣∣∣∣
∫ +∞

u

ψ(x)− x

xs+1 dx

∣∣∣∣ ≤
∫ +∞

u

(B1 + 1)x dx

xσ+1 =
Bu1−σ

|σ − 1| .

Äàëåå, |us−1| = uσ−1 è íà îêðóæíîñòè C1(R)
∣∣∣∣

R

s− 1
+

s− 1

R

∣∣∣∣ = 2<s− 1

R
= 2

|σ − 1|
R

.

Ïîäñòàâëÿÿ âñå ýòè îöåíêè, ïîëó÷àåì, ÷òî èíòåãðàë â ëåììå îöåíèâàåòñÿ
âåëè÷èíîé

1

2πR
· πR · Bu1−σ

|σ − 1| · u
σ−1 · 2 |σ − 1|

R
=

B

R
.

Ëåììà äîêàçàíà.
Ëåììà 6. Èíòåãðàë ïî ëîìàíîé L(R, η), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè (6),

∣∣∣∣
1

2πiR

∫

L(R, η)
fu(s)u

s−1
(

R

s− 1
+

s− 1

R

)
ds

∣∣∣∣ ≤
B

R
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì çàìêíóòûé êîíòóð, ñîñòîÿùèé èç ëîìàíîé
L(R, η) è ëåâîé ïîëóîêðóæíîñòè

C2(R) : |s− 1| = R, σ ≤ 1.

Èç ëåììû 3 ñëåäóåò, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íå èìååò îñîáûõ òî÷åê
âíóòðè ýòîãî êîíòóðà, à çíà÷èò èíòåãðàë ïî ýòîìó êîíòóðó ðàâåí íóëþ. Ïî-
ýòîìó èíòåãðàë â ëåììå 6 ðàâåí òàêîìó æå èíòåãðàëó ïî ïîëóîêðóæíîñòè
C2(R). Â ýòîì èíòåãðàëå

|fu(s)| =
∣∣∣∣
∫ u

1

ψ(x)− x

xs+1 dx

∣∣∣∣ ≤
∫ u

1

(B1 + 1)x dx

xσ+1 <
Bu1−σ

|σ − 1| .

Âñå îñòàëüíûå îöåíêè èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 5 çäåñü òàêæå èìåþò ìå-
ñòî íà ïîëóîêðóæíîñòè C2(R). Èç âñåõ ýòèõ îöåíîê ñëåäóåò óòâåðæäåíèå
ëåììû.
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Äîêàçàòåëüñòâî àñèìïòîòè÷åñêîãî çàêîíà. Ïóñòü ε � ïðîèçâîëüíîå ïî-
ëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Çàôèêñèðóåì òàêîå ÷èñëî R , ÷òî â ëåììàõ 5 è 6
B

R
<

ε

5
. Òàê êàê ïðè σ ≥ 1 ζ(s) 6= 0, òî ïî òåîðåìå î åäèíñòâåííîñòè

àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè â ïðÿìîóãîëüíèêå (7) P (R; 0, 5) èìååòñÿ ëèøü
êîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé ôóíêöèè ζ(s) . Ïîýòîìó ìîæíî âûáðàòü ÷èñëî η,

0 < η < 0, 5 òàê, ÷òîáû â ïðÿìîóãîëüíèêå P (R, η) íå áûëî íóëåé ôóíêöèè
ζ(s), à çíà÷èò îñîáûõ òî÷åê ôóíêöèè (3) f(s). Â òàêîì ñëó÷àå èíòåãðàëû
â ëåììàõ 5 è 6 ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäÿò ε

5
. Èç ëåììû 4 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ

çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà àñèìïòîòè÷åñêîãî çàêîíà äîñòàòî÷íî äîêàçàòü,
÷òî

lim
u→+∞

∫

L(R , η)
g(s)us−1 ds = 0 , ãäå g(s) =

1

2πiR
f(s)

(
R

s− 1
+

s− 1

R

)
.

Íà ëîìàíîé L(R , η) ôóíêöèÿ g(s) íåïðåðûâíà, à çíà÷èò îãðàíè÷åíà:
|g(s)| ≤ C. Îöåíèì èíòåãðàë íà çâåíüÿõ ýòîé ëîìàíîé.

∣∣∣∣
∫ η+iR

1+iR

g(s)us−1 ds

∣∣∣∣ ≤ C

∫ 1

−∞
uσ−1 dσ =

C

ln u
<

ε

5
ïðè u > u1(ε) .

Àíàëîãè÷íî îöåíèâàåòñÿ èíòåãðàë íà îòðåçêå [η − iR , 1− iR]. Íàêîíåö,
∣∣∣∣
∫ η+iR

η−iR

g(s)us−1 ds

∣∣∣∣ ≤ 2RCu−(1−η) <
ε

5
ïðè u > u2(ε) .

Èç âñåõ ïîëó÷åííûõ îöåíîê ñëåäóåò, ÷òî â ëåììå 4 ïðè íåêîòîðûõ R , η

è u > max(u1, u2)
|f(1)− fu(1)| < ε

è èç (4) è ëåììû 1 ñëåäóåò óòâåðæäåíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî çàêîíà.
Ïðèìå÷àíèå. Ïî ñðàâíåíèþ ñ äîêàçàòåëüñòâîì, ïðèâåäåííîì â êíèãå

[2], çäåñü íå ïîòðåáîâàëîñü îöåíèâàòü ôóíêöèè ζ(s), ζ ′(s),
ζ ′(s)
ζ(s)

. Îä-
íàêî ïðèøëîñü èñïîëüçîâàòü îöåíêó ×åáûøåâà ôóíêöèè ψ(x) .
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