
Âîïðîñû è çàäà÷è ñïåöêóðñà

�Íåêîòîðûå íåðåøåííûå çàäà÷è òåîðèè ÷èñåë�

I. Ïðîáëåìà Çàðåìáû.
1 (a). ×òî òàêîå ïðîáëåìà Çàðåìáû?
2 (à). Òåîðåìà. Åñëè p - ïðîñòîå, òî ñóùåñòâóåò öåëîå a, òàêîå, ÷òî íåïîëíûå ÷àñòíûå

ðàçëîæåíèÿ â îáûêíîâåííóþ öåïíóþ äðîáü ÷èñëà a/p íå áîëüøå 10 log p.
3 (à). Äîêàçàòü, ÷òî åñëè q - íàòóðàëüíîå, òî ñóùåñòâóåò öåëîå a, (a, q) = 1, òàêîå, ÷òî

íåïîëíûå ÷àñòíûå ðàçëîæåíèÿ â îáûêíîâåííóþ öåïíóþ äðîáü ÷èñëà a/q íå áîëüøå 10 q log q
ϕ(q)

.

4(à). Äîêàçàòü, ÷òî åñëè p - ïðîñòîå, òî ñóùåñòâóåò íå ìåíåå äåñÿòè ðàçëè÷íûõ öåëûõ a,
òàêèõ, ÷òî íåïîëíûå ÷àñòíûå ðàçëîæåíèÿ â îáûêíîâåííóþ öåïíóþ äðîáü ÷èñåë a/p íå áîëüøå
100 log p.

5 (à). Åñëè èçâåñòíî ðàçëîæåíèå â öåïíóþ äðîáü a/q = [0; a1, .., at], (a, q) = 1, òî êàê âûãëÿäÿò
ðàçëîæåíèÿ â öåïíóþ äðîáü ÷èñåë 1 − a/q, a∗/q, 1 − a∗/q? Çäåñü a∗ îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ
aa∗ ≡ 1 (mod q), 1 6 a∗ 6 q.

6 (b). Äîêàçàòü ãèïîòåçó Çàðåìáû äëÿ ÷èñåë âèäà q = 2n è 3n.
7 (b). Äîêàçàòü, ÷òî åñëè q - íàòóðàëüíîå, òî ñóùåñòâóåò öåëîå a, (a, q) = 1, òàêîå, ÷òî

íåïîëíûå ÷àñòíûå ðàçëîæåíèÿ â îáûêíîâåííóþ öåïíóþ äðîáü ÷èñëà a/q íå áîëüøå 10log q.
8 (c). Ðåøèòü ïðîáëåìó Çàðåìáû äëÿ êàêîé-íèáóäü áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ

÷èñåë nk, òàêîé ÷òî êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ äåëèòåëåé ÷èñëà nk ñòðåìèòüñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè
k →∞.

II. Ôóíêöèÿ Ìèíêîâñêîãî.
1 (a). ×òî òàêîå ôóíêöèÿ Ìèíêîâñêîãî ?(x)?
2 (à). Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ Ìèíêîâñêîãî íåïðåðûâíà.
3 (à). Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ Ìèíêîâñêîãî äèôôåðåíöèðóåìà ïî÷òè âñþäó.
4 (à). Äîêàçàòü, ÷òî åñëè â íåêîòîðîé òî÷êå x ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ ?′(x), òî îíà ðàâíà

íóëþ èëè áåñêîíå÷åîñòè.
5 (a). Äîêàçàòü, ÷òî ?(x) ïðèíèìàåò ðàöèîíàëüíûå çíà÷åíèÿ, åñëè x - êâàäðàòè÷íàÿ

èððàöèîíàëüíîñòü.
6 (à). ×åìó ðàâíî ?′(x) ïðè ðàöèîíàëüíûõ x?

7 (à). ×åìó ðàâíî ?′
(√

5−1
2

)
?

8 (b). Ïóñòü âñå íåïîëíûå ÷àñòíûå ðàçëîæåíèÿ x â öåïíóþ äðîáü îãðàíè÷åíû 4. Äîêàçàòü,
÷òî ?′(x) = +∞.

9 (b). Ïóñòü f(x) - ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ôóíêöèè ?(x). Äîêàçàòü ðàâåíñòâî∫ 1

0

(f(x)− x)2dx =

∫ 1

0

(?(x)− x)2dx.

10 (b). Äîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå ?(x) = x èìååò èððàöèîíàëüíûé êîðåíü.
11 (c). Ñêîëüêî êîðíåé èìååò óðàâíåíèå ?(x) = x?
III. Êàíòîðîâû ìíîæåñòâà.
1 (à). ×òî òàêîå êàíòîðîâî τ -ìíîæåñòâî?
2 (à). Ðàññìîòðèì îáû÷íîå êàíòîðîâî ìíîæåñòâî K, ñîñòîÿùåå èç ÷èñåë îòðåçêà [0, 1],

êîòîðûå â òðîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ìîãóò áûòü çàïèñàíû áåç èñïîëüçîâàíèÿ öèôðû 1. ×òî
ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ìíîæåñòâî K +K?

3 (a). Ïóñòü Fk - ìíîæåñòâî òåõ ÷èñåë èç îòðåçêà [0, 1], ó êîòîðûõ íåïîëíûå ÷àñòíûå
ðàçëîæåíèÿ â öåïíóþ äðîáü íå ïðåâîñõîäÿò k. Íàéòè ìèíèìàëüíûå è ìàêñèìàëüíûå ýåìåíòû
ìíîæåñòâ Fk.
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4 (a). Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî F4 ÷èñåë èç îòðåçêà [0, 1], ó êîòîðûõ íåïîëíûå ÷àñòíûå
ðàçëîæåíèÿ â öåïíóþ äðîáü íå ïðåâîñõîäÿò 4, ÿâëÿåòñÿ τ -ìíîæåñòâîì ñ τ = 1.

5 (à). Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî F4 + F4 åñòü îòðåçîê.
6 (à). Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî F4 · F4 åñòü îòðåçîê.
7 (a). Íàéòè ìèíèìàëüíîå t, òàêîå, ÷òî F2 + ...+ F2︸ ︷︷ ︸

t ðàç

åñòü îòðåçîê.

8 (à). Ðåøèòü çàäà÷ó 6 äëÿ ìíîæåñòâà F3.
9 (b). Íàéòè ìàêñèìàëüíîå τ , òàêîå, ÷òî F4 (èëè õîòÿ áû F2 èëè F3) ÿâëÿåòñÿ τ -ìíîæåñòâîì.
Ñëåäóþùèå òðè âîïðîñà êàñàþòñÿ ïðèëîæåíèÿ ê äèîôàíòîâûì ïðèáëèæåíèÿì. Çäåñü ÷åðåç

qn îáîçíà÷àåòñÿ çíàìåíàòåëü n-òîé ïîäõîäÿùåé äðîáè ê ÷èñëó α. ||·|| - ðàññòîÿíèå äî áëèæàéøåãî
öåëîãî ÷èñëà.

10 (b). Ñïåêòð Ëàãðàíæà. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

L = {λ : ∃α ∈ R \Q λ = lim inf
n→∞

qn||qnα||}.

Äîêàçàòü, ÷òî íàéäåòñÿ ïîëîæèòåëüíîå λ∗, òàêîå, ÷òî [0, λ∗] ⊂ L. (Òåîðåìà Õîëëà.)
11 (b). Ñïåêòð Äèðèõëå. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

D = {λ : ∃α ∈ R \Q λ = lim sup
n→∞

qn+1||qnα||}.

Äîêàçàòü, ÷òî íàéäåòñÿ ïîëîæèòåëüíîå d∗ < 1, òàêîå ÷òî [d∗, 1] ⊂ D.
12 (b). Ïîíÿòü îïðåäåëåíèå ôóíêöèè µα(t) è ìíîæåñòâà M èç ðàáîòû

http://arxiv.org/abs/1202.4622 (ðàáîòà íàõîäèòñÿ â èíòåðíåòå à áàçå arXiv).
13 (ñ). Âåðíî ëè, ÷òî M =

[
1
4
, 1
2

]
?

III. ×èñëà ñïðîïóùåííûìè öèôðàìè è àääèòèâíàÿ êîìáèíàòîðèêà.
Âñþäó íèæå s > k > 2 � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, D = {d1, ..., dk} ⊂ N, 0 6 d1 < ... < dk <

s � íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå ìíîæåñòâî öèôð â ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ïî îñíîâàíèþ s è d0 �
ìèíèìàëüíûé ïîëîæèòåëüíûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà D.

KD
s = {x ∈ N : x =

h∑
j=0

δjs
j, δj ∈ D}, KD

s (Q) = {x ∈ KD
s : x < Q}.

1 (à). Äîêàçàòü, ÷òî ñëó÷àå, êîãäà (d1, ..., dk) = 1 íàéäåòñÿ öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî g,
îáëàäàþùåå ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî x > g íàéäóòñÿ íåîòðèöàòåëüíûå
öåëûå x1, ..., xk òàêèå, ÷òî x = x1d1 + ...+ xkdk.

2 (a). Äîêàçàòü, ÷òî K
{0,1}
3 +K

{0,1}
3 = N.

3 (a). Ïóñòü k > 2 è (d1, ..., dk) = 1. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ G = G(d1, .., dk), T =
T (d1, .., dk) âñÿêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî x > G ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû íå áîëåå ÷åì T ñëàãàåìûõ
èç KD

s .

5 (a). Ïóñòü p > 3 - ïðîñòîå ÷èñëî âèäà 4k − 1, Äîêàçàòü, ÷òî â ìíîæåñòâå K
{0,1}
3 ∩ [1, p− 2]

íàéäåòñÿ êâàäðàòè÷íûé íåâû÷åò (mod p).

6 (a). Ïóñòü p > 3 - ïðîñòîå ÷èñëî âèäà 4k − 1, Äîêàçàòü, ÷òî â ìíîæåñòâå K
{0,2}
3 ∩ [1, p− 2]

íàéäåòñÿ êâàäðàòè÷íûé íåâû÷åò (mod p).
7 (b-c). Ðåøèòü çàäà÷è 5 è 6 äëÿ ïðîñòûõ âèäà 4k + 1.
8 (a). Ïóñòü p - ïðîñòîå ÷èñëî, A,B ⊂ Zp - äâà íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâà. Äîêàçàòü, ÷òî

|A+B| > min(p, |A|+ |B| − 1).
9 (a). Ïóñòü p - ïðîñòîå ÷èñëî, A1, ..., Ak ⊂ Zp - íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà. Äîêàçàòü, ÷òî

|A1 + ...+ Ak| > min(p,
∑

16i6k |Ai|+ k − 1).
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10 (a). Ïóñòü A,B,C ⊂ Zp - ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà. Äîêàçàòü |C|·|A−B| 6 |A−C|·|B−C|.
11 (a-b). Ïóñòü A,B,C ⊂ Zp - ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà. Äîêàçàòü |C| · |A + B| 6 |A + C| ·

|B + C|.
12 (a). Ïóñòü ìíîæåñòâî A - áàçèñ íàòóðàëüíîãî ðÿäà ïîðÿäêà 2, à ìíîæåñòâî B ⊂ N -

ïðîèçâîëüíîå. Äîêàçàòü |A+B| > |A|1/2|B|1/2.
13 (b). Ïóñòü ìíîæåñòâî A - áàçèñ íàòóðàëüíîãî ðÿäà ïîðÿäêà k, à ìíîæåñòâî B ⊂ N -

ïðîèçâîëüíîå. Äîêàçàòü |A+B| > |A|1/k|B|1−1/k.
14 (a-b). Ïóñòü k > 2 è (d1, ..., dk) = 1. Äîêàçàòü, ÷òî ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé γ = γ(D) äëÿ

ëþáîãî q ∈ N ïðè ëþáîì N > exp(γ log q log log q) â ìíîæåñòâå [1, N ] ∩KD
s âñòðå÷àåòñÿ ëþáîé

âû÷åò (mod q).
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