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1. (3) Ïóñòü λ ∈ C � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû exp

(
B C
A −BT

)
, A, B, C � ìàòðèöû

ðàçìåðíîñòè n× n, A, C � ñèììåòðè÷åñêèå. Äîêàæèòå, ÷òî λ, λ−1, ( λ )−1 � òàêæå åå
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

2. (1) Íàéäèòå êàêîå�íèáóäü îòëè÷íîå îò òîæäåñòâåííîãî íóëÿ àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ ñ "îòêëîíÿþùèìñÿ"àðãóìåíòîì:

d

dt
y(t) + y(t− α) = 0, α = const > 0.

3. (1) Íàéäèòå çàìåíó ïåðåìåííûõ, ïðèâîäÿùóþ óðàâíåíèå

ẍ + f(x) ẋ + g(x) = 0
(
f, g ∈ C(R)

)
ê ñèñòåìå âèäà {

ẋ = y − F (x),
ẏ = −g(x).

4. (3) Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü âåëè÷èíà dim X, ãäå X � ïðîñòðàíñòâî îãðàíè-
÷åííûõ íà âñåé âåùåñòâåííîé ïðÿìîé ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

ÿ + a(t) y = 0

a(t) � ãëàäêàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ îöåíêå 0 < m 6 a(t) 6 M <
∞?

5. (2) Ïóñòü y(t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

ÿ + ω2 y = f(t),

ãäå sup
t∈R1

∣∣f(t)
∣∣ = ∞. Ìîæåò ëè y(t) áûòü îãðàíè÷åííûì íà R1?

6. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå y(n) + a · y = 0, a = const. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå öåëîå n, ÷òî
à) (2) óðàâíåíèå èìååò äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ y1, y2, òàêèå, ÷òî êàæäîå èç
ðåøåíèé èìååò ñ÷åòíîå ÷èñëî êîðíåé è ìíîæåñòâà êîðíåé äëÿ y1, y2 ñîâïàäàþò;
á) (2) óðàâíåíèå èìååò äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ y1, y2, òàêèå, ÷òî êàæäîå èç íèõ
èìååò ñ÷åòíîå êîëè÷åñòâî êîðíåé, è ïðè ýòîì ìíîæåñòâà êîðíåé äëÿ y1 è y2 ïåðåñåêàþòñÿ
ïî ñ÷åòíîìó ìíîæåñòâó, íî ðàçíîñòü ýòèõ äâóõ ìíîæåñòâ òàêæå ñ÷åòíà.

7. (3) Ïðèâåñòè ïðèìåð òàêîé íåïðåðûâíîé íà (0, +∞) ìîíîòîííîé ôóíêöèè a(t), ÷òîáû
âñå ðåøåíèÿ ÿ + a(t) y = 0 ñòðåìèëèñü ïðè t → +∞ ê íóëþ.

8. a) (2) Äîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà ε > 0 êðàåâàÿ çàäà÷à




ε
dx

dt
= −x + 8y − 15, x

∣∣
t=0

= −1,

ε
dy

dt
= x + y − 3, y

∣∣
t=1

= 3,



èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
á) (4) Ïóñòü x(t, ε), y(t, ε) � ðåøåíèå óêàçàííîé êðàåâîé çàäà÷è. Ïðè êàæäîì ôèêñèðî-
âàííîì çíà÷åíèè t ∈ [0, 1] íàéòè ïðåäåëû: lim

ε→0
x(t, ε) è lim

ε→0
y(t, ε).

9. (4) Ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì t = 0, x = y = 0 ñèñòåìû
{

ẋ = u(x, y)
ẏ = v(x, y)

â ìîìåíò âðåìåíè t = 2π ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó x = 1, y = 1, à â ìîìåíò t = t1 ÷åðåç
òî÷êó x = 1, y = −1. Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü t1, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ôàçîâûé
ïîòîê ñèñòåìû ñîñòîèò èç ïðåîáðàçîâàíèé ïëîñêîñòè, ñîõðàíÿþùèõ ýëåìåíò ïëîùàäè, è
ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ îâåùåñòâëåíèåì êîìïëåêñíîãî óðàâíåíèÿ ż = f(z), ãäå f(z) � äèôôå-
ðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà âñåé ïëîñêîñòè z = x + iy ?

10. (2) Ôóíêöèÿ ϕ(t, x, y) çàäàåò êîíöåíòðàöèþ ÿäà, ïîïàâøåãî â ðåêó, â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè
x, y â ìîìåíò âðåìåíè t. Îíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

∂ϕ

∂t
= (y − x− t)

∂ϕ

∂x
+ (t− x− y)

∂ϕ

∂y
.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò t = 0 ôóíêöèÿ ϕ(0, x, y) ïðåäñòàâëÿëà ñîáîé âûïóêëóþ (ââåðõ)
ïîëîæèòåëüíóþ ôóíêöèþ, çàäàííóþ â îáëàñòè x2 +y2 < 1, ϕ(0, x, y) ≡ 0 ïðè x2 +y2 > 1.
Îöåíèòå ÷èñëî òî÷åê ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè ϕ(1, x, y), ïëîùàäü è ïîëîæåíèå
çàðàæåííîãî ïÿòíà ïðè t = 1.


