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1. Ìîæåò ëè êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñòðóíû utt = uxx íà R2 èìåòü çíàêè, êàê èçîáðàæåíî
íà ðèñóíêàõ à)�ä)? (Âåçäå ïëîñêîñòü çàìîùåíà êâàäðàòàìè 2 êëåòêè × 2 êëåòêè. Îñè êîîðäèíàò
ïàðàëëåëüíû çíàêàì + .)
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2. Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

ut = uxx + f(t, x), t ∈ [0,∞), x ∈ [0, π], (1)
u
∣∣
t=0

= φ(x), (2)
u
∣∣
x=0

= u
∣∣
x=π

= 0.

Ïóñòü f → 0 ïðè t→ ∞.

à) Âåðíî ëè, ÷òî u(x, t) → 0 ïðè t→ ∞?

á) Òîò æå âîïðîñ äëÿ çàäà÷è (1),(2) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè ux
∣∣
x=0

= ux
∣∣
x=π

= 0.

â) Òîò æå âîïðîñ äëÿ çàäà÷è (1),(2) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

(ux − αu)
∣∣
x=0

= (ux + αu)
∣∣
x=π

= 0, α > 0.

3. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè
utt + α ut = uxx, α > 0
u
∣∣
t=0

= φ(x), ut
∣∣
t=0

= ψ(x).

à)Óáûâàåò ëè àìïëèòóäà ðåøåíèÿ ïðè t→ ∞, åñëè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ φ(x) è ψ(x) ôèíèòíû?
á) Ñïðàâåäëèâà ëè ýêñïîíåíöèàëüíàÿ îöåíêà ñêîðîñòè óáûâàíèÿ ðåøåíèÿ ïðè t→ ∞ ?

4. Ìîæåò ëè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ "ïàìÿòüþ"

ut = uxx − C

t∫
0

uxxe
−(t−τ)dτ.

íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàòü ïðè t→ +∞?

5. Ïóñòü u(x, y) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

∆u = 0 â ïîëóïîëîñå [0,∞)× [0, π],

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì u
∣∣
y=0

= u
∣∣
y=π

= 0.

à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè |u| < M, òî u(x, y) ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò ïðè x→ +∞.

á) Ïóñòü u(x, y) óáûâàåò ïî x áûñòðåå ëþáîé ýêñïîíåíòû. Âåðíî ëè, ÷òî u(x, y) ≡ 0?

6. Ïóñòü Ω = (0, 1)n � êóá â n -ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Äîêàæèòå, ÷òî çàäà÷à{
∆u+ x

− 1
2

n u = f, x ∈ Ω
u|∂Ω = 0

èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ.

Ñì. íà îáîðîòå



7. Ïóñòü u(x, y) � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íà ïëîñêîñòè. Ìîæåò ëè åå ëèíèÿ óðîâíÿ èìåòü îäíó
èç ñëåäóþùèõ ôîðì:
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8. Ìîæåò ëè ó íåîãðàíè÷åííîé ñòðóíû (−∞ < x < ∞) öåëûé îòðåçîê íàõîäèòüñÿ â ïîêîå â
ïðîöåññå äâèæåíèÿ ñòðóíû, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà? Îäíà òî÷êà?

Òîò æå âîïðîñ äëÿ îãðàíè÷åííîé ñòðóíû ñ çàêðåïëåííûìè êîíöàìè.

9. Ðåøèòü â D′ óðàâíåíèå
y′′′ + 2y′′ + y′ = δ(x).

10. Ïóñòü u(x, t) � ðåøåíèå â [0, 1]× R+ ñìåøàííîé çàäà÷è

utt = uxx, u
∣∣
x=0

= u
∣∣
x=1

= 0, u
∣∣
t=0

= 0, ut
∣∣
t=0

= x(1− x)2.

Íàéòè lim
t→+∞

1∫
0

[
u2t (x, t) + u2x(x, t)

]
dx.


