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ÄËß ÑÒÓÄÅÍÒÎÂ I-II ÊÓÐÑÎÂ

êàôåäðà Òåîðèè ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà

êàôåäðà Ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà

1. (Â.Ê.Áåëîøàïêà) Ïóñòü α > 0, β > 0, x, y ∈ (α, β), z = xy
x

. Äîêàçàòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò
òàêèõ íåïîñòîÿííûõ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé a, b, c, ÷òî c(z) ≡ a(x) + b(y).

2. (À.Ì.Ñòåïèí) Äëÿ ôóíêöèè f(x) = x−xα (α > 1) è òî÷êè x0 ∈ (0, 1) íàéòè àñèìïòîòèêó
ñòðåìëåíèÿ ê íóëþ âåëè÷èí f(f(. . . f︸ ︷︷ ︸

n

(x0) . . .) ïðè n→∞.

3. (È.Ä.Ðåìèçîâ; Ò.ÏËóêàøåíêî) Ìîãóò ëè ó ôóíêöèè f : [0, 1] → R íà íåêîòîðîì áîëåå
÷åì ñ÷åòíîì ìíîæåñòâå ñóùåñòâîâàòü íå ðàâíûå äðóã äðóãó ïðàâàÿ è ëåâàÿ ïðîèçâîäíûå?

4. (Â.Ñ.Áóÿðîâ) Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : R→ R, ÷òî f(f(x)) ≡ ex?
5. (Â.È.Áîãà÷åâ) Ïóñòü u : R → R � áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, ïðè |x| >

1 óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåíñòâó u′(x)v′(x) + v′′(x) + 1 6 0, ãäå v : R → R � íåêîòîðàÿ
áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ñî ñâîéñòâîì v(x)→ +∞ ïðè |x| → +∞. Äîêàçàòü,
÷òî

∫
R e

u(x) dx < +∞.

6. (Â.Â.Ãàëàòåíêî) Ôóíêöèÿ f(x) =
∑N
n=1 cnq

x
nx

kn , ãäå ck � íåíóëåâûå ðàöèîíàëüíûå
÷èñëà, qn � ÷èñëà èç ïðîìåæóòêà (0; 1], kn � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïðèíèìàåò öåëûå çíà÷åíèÿ
â íàòóðàëüíûõ x è íå òîæäåñòâåííà íóëþ. Äîêàçàòü, ÷òî âñå qn = 1.

7. (Â.Â.Ðûæèêîâ) Ïóñòü ìíîæåñòâî Y ⊂ [0, 1] ñîñòîèò èç òàêèõ ÷èñåë y = 0, y1y2 . . .
(äâîè÷íàÿ çàïèñü: êàæäîå yn ðàâíî 0 èëè 1), ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî m > N(y)
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

m∑
n=1

yn >
m

2
.

Äîêàçàòü, ÷òî ëåáåãîâà ìåðà ìíîæåñòâà Y ðàâíà íóëþ.

8. (Ï.À.Áîðîäèí) Ñðåäè âñåõ êîìïëåêñíûõ ìíîãî÷ëåíîâ (z − c1) · . . . · (z − cn), âñå íóëè
ck êîòîðûõ ïî ìîäóëþ ìåíüøå 1, íàéòè ìíîãî÷ëåí ñ ìàêñèìàëüíûì ìèíèìóìîì ìîäóëÿ íà
åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè.

9. (Â.È.Áîãà÷åâ) Íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî c0 ñîñòîèò èç ñòðåìÿùèõñÿ ê íóëþ äåéñò-
âèòåëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x = (x1, x2, . . .), ñ íîðìîé ‖x‖ = max{|xn| : n = 1, 2, . . .}. Íà
äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè c0×c0 ââåäåì íîðìó ‖(x, y)‖ = ‖x‖+‖y‖. Ñóùåñòâóåò ëè ëèíåéíàÿ
áèåêöèÿ A : c0 × c0 → c0, ñîõðàíÿþùàÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè?


