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1 Ãîìåîìîðôèçìû

Îïðåäåëåíèå

Ïðèìåðû ãîìåîìîðôíûõ è íåãîìåîìîðôíûõ ïðîñòðàíñòâ

92. Ïðèâåñòè ïðèìåð äâóõ ãîìåîìîðôíûõ ïðîñòðàíñòâ X è Y è áèåêöèè
f : X−→Y , êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì.

Ðåøåíèå.

Íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå ïîëóèíòåðâàëîâ, ñêàæåì [0, 1)t[2, 3) äîïóñêàåò
áèåêöèþ íà îäèí ïîëóèíòåðâàë [0, 1) . Çíà÷èò íóæíî äîáàâèòü ñ÷åòíîå
íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå ïîëóèíòåðâàëîâ ê îáåèì ïðîñòðàíñòâàì, ÷òîáû
îíè ñòàëè ãîìåîìîðôíûìè.

93. Ïóñòü K � êàíòîðîâî ñîâåðøåííîå ìíîæåñòâî. Äîêàçàòü, ÷òî ïðî-
ñòðàíñòâî K ×K ãîìåîìîðôíî K.

94. Ïðèâåñòè ïðèìåð äâóõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ X è Y è òàêèõ îòîá-
ðàæåíèé f : X → Y è g : Y → X , ÷òî f è g âçàèìíî îäíîçíà÷íû è
íåïðåðûâíû, è, òåì íå ìåíåå, ïðîñòðàíñòâà X è Y íå ãîìåîìîðôíû.
(Âçÿòî èç [?], ñòð. 91, çàäà÷à 13.14).

Ðåøåíèå.

95. Äîêàæèòå, ÷òî [0; 1), [a; b), (0; 1] (a; b] ãîìåîìîðôíû äëÿ ëþáûõ a < b.

96. Äîêàæèòå, ÷òî [0; 1), [a; +∞), (−∞; a] ãîìåîìîðôíû äëÿ ëþáûõ a.

97. Äîêàæèòå, ÷òî (0; 1) è (a; b) ãîìåîìîðôíû äëÿ ëþáûõ −∞ ≤ a < b ≤
∞.

98. Ïîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ èçîìåòðèÿ åñòü ãîìåîìîðôèçì.

99. Ïîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ ñþðúåêòèâíàÿ ñòðîãî ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ f :
[a; b]−→[c; d] ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì.
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100. Ïîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå íåâûðîæäåííîå àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðî-
ñòðàíñòâà Rn åñòü ãîìåîìîðôèçì.

101. Äîêàæèòå, ÷òî èíâåðñèÿ

f(x) =
x

|x|2
, f : Rn−→Rn,

åñòü ãîìåîìîðôèçì.

102. Ïóñòü C+ = {z ∈ C : Im z > 0} âåðõíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü êîìïëåêñíûõ
÷èñåë. Ïîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå f : C+−→C+,

f(z) =
az + b

cz + d
, a, b, c, d ∈ R,

ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì, åñëè

∣∣∣∣ a b
c d

∣∣∣∣ > 0.

103. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè áèåêöèÿ f : R−→R ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé ôóíêöè-
åé, òî îíà åñòü ãîìåîìîðôèçì.

104. Ïóñòü S1 � îêðóæíîñòü è s0 ∈ S1 �òî÷êà íà îêðóæíîñòè. Äîêàçàòü,
÷òî ïðîñòðàíñòâî S1 \ {s0} ãîìåîìîðôíî R.

105. Ïîêàçàòü, ÷òî ãðàôèê íåïðåðûâíîé ôóíêöèè, çàäàííîé íà íåêîòîðîì
ïðîìåæóòêå, ãîìåîìîðôåí ýòîìó ïðîìåæóòêó.

106. Ïóñòü Sn � n�ìåðíàÿ ñôåðà è s0 ∈ Sn �òî÷êà íà ñôåðå. Äîêàçàòü, ÷òî
ïðîñòðàíñòâî Sn \ {s0} ãîìåîìîðôíî Rn.

107. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ïëîñêèå ôèãóðû ãîìåîìîðôíû äðóã äðóãó.

(a) âñÿ ïëîñêîñòü R2 ;

(b) îòêðûòûé êâàäðàò;

(c) îòêðûòàÿ ïîëóïëîñêîñòü C+;

(d) îòêðûòûé êðóã;

(e) îòêðûòûé ïðÿìîóãîëüíèê;

(f) îòêðûòûé êâàäðàíò;

(g) îòêðûòûé óãîë;

(h) îòêðûòûé ïîëóêðóã;

(i) îòêðûòûé ñåêòîð;

(j) ïëîñêîñòü ñ âûðåçàííûì ëó÷îì {y = 0, x ≥ 0};

108. Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòü S1 ãîìåîìîðôíà ãðàíèöå êâàäðàòà ∂I2.

109. Äîêàæèòå, ÷òî çàìêíóòûé êðóã D2 ãîìåîìîðôåí êâàäðàòó I2.
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110. Äîêàæèòå, ÷òî îòêðûòûé êðóã Int D2 ãîìåîìîðôåí îòêðûòîìó êâàä-
ðàòó Int I2.

111. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ çàìêíóòàÿ ëîìàíàÿ â R2 áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé
ãîìåîìîðôíà îêðóæíîñòè S1.

112.

113. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ íåçàìêíóòàÿ ëîìàíàÿ â R2 áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé
ãîìåîìîðôíà îòðåçêó [0, 1].

114. Äîêàæèòå, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî R2 \ {(x, y) ∈ R2 : |x| > 1, |y| > 1} ãî-
ìåîìîðôíî êâàäðàòó áåç âåðøèí, I2\{(+1,+1), (+1,−1), (−1,+1), (−1,−1), }.

115. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ïëîñêèå ôèãóðû ãîìåîìîðôíû äðóã äðóãó.

(a) Ïîëóïëîñêîñòü {x ≥ 0};
(b) êâàäðàíò {x, y ≥ 0};
(c) óãîë {x ≥ y ≥ 0};
(d) ïîëóîòêðûòàÿ ïîëîñà {(x, y) : y ∈ [0, 1)};
(e) êâàäðàò áåç òð¼õ ñòîðîí (è âñåõ âåðøèí) {(x, y) : 0 < x < 1, 0 ≤

y < 1};
(f) êâàäðàò áåç äâóõ ñìåæíûõ ñòîðîí (è òðåõ âåðøèí) {(x, y) : 0 ≤

x < 1, 0 ≤ y < 1};
(g) êâàäðàò áåç ñòîðîíû (è äâóõ âåðøèí) {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y <

1};
(h) êâàäðàò áåç îäíîé âåðøèíû {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1xy < 1};
(i) êðóã áåç îäíîé ãðàíè÷íîé òî÷êè {(x, y) : x2 + y2 ≤ 1, y < 1};
(j) ïîëóêðóã áåç äèàìåòðà {(x, y) : x2 + y2 ≤ 1, y > 0}
(k) êðóã áåç ðàäèóñà;

116. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ïëîñêèå ôèãóðû ãîìåîìîðôíû äðóã äðóãó.

(a) ïëîñêîñòü áåç òî÷êè R2 \ {x0};
(b) îòêðûòûé êðóã áåç òî÷êè {(x, y) : 0 < x2 + y2 < 1};
(c) êîëüöî {(x, y) : a < x2 + y2 < b};
(d) ïëîñêîñòü áåç êðóãà {(x, y) : x2 + y2 > 1};
(e) ïëîñêîñòü áåç êâàäðàòà R2 \ I2

(f) ïëîñêîñòü áåç îòðåçêà R2 \ [0, 1]
(g) äîïîëíåíèå R2 \X, ãäå X åñòü îáúåäèíåíèå íåñêîëüêèõ îòðåçêîâ

ñ îáùèì êîíöîì;

(h) äîïîëíåíèå R2 \ X, ãäå X åñòü íåçàìêíóòàÿ êîíå÷íîçâåííàÿ ëî-
ìàíàÿ áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé;

117. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè K è L � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà òî÷åê ïëîñêîñòè,
ñîñòîÿùèå èç îäèíàêîâîãî ÷èñëà òî÷åê, òî èõ äîïîëíåíèÿ ãîìåîìîðô-
íû.
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