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Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà. Ðàâíîìîùíûå ìíîæåñòâà. Òåîðåìà Êàíòîðà-
Áåðíøòåéíà î ðàâíîìîùíûõ ìíîæåñòâàõ.
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Êîíñòðóêöèè ìíîæåñòâ. Íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå. Êàòåãîðíîå ñâîéñòâî
óíèâåðñàëüíîñòè. Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå. Êîîðäèíàòû äåêàðòîâà ïðîèçâå-
äåíèÿ. Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèÿ ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ. Âåêòîðíîå ïðîñòðàí-
ñòâî Rn êàê äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå. Ãðàôèê îòîáðàæåíèÿ. Ôàêòîð ìíî-
æåñòâî.
Óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà. ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Ëè-
íåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Íàïðàâëåííîå ìíîæåñòâî. Íàïðàâëåí-
íîñòü. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ. ×àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà àðèôìåòè-
÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå Rn. Êîíôèíàëüíîñòü. Ïîäíàïðàâëåííîñòü. Ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü.
Ïðÿìîé è îáðàòíûé ïðåäåëû. Ïðÿìîé è îáðàòíûé ñïåêòðû ìíîæåñòâ.
Âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà. Òåîðåìà Öåðìåëî î ïîëíîé óïîðÿ-
äî÷åííîñòè ëþáîãî ìíîæåñòâà. Òåðåìà Êàíòîðà î ìíîæåñòâå âñåõ ïîäìíî-
æåñòâ. Êîíå÷íûå, ñ÷åòíûå è íåñ÷åòíûå ìíîæåñòâà. Êàðäèíàëüíûå è ïîðÿä-
êîâûå ÷èñëà.

Ìíîæåñòâà

Ìíîæåñòâî èëè ñîâîêóïíîñòü èëè ñåìåéñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåîïðå-
äåëèìîå ïîíÿòèå â ìàòåìàòèêå, íà êîòîðîì áàçèðóåòñÿ áîëüøàÿ ÷àñòü ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ òåîðèé. Âñå òðè òåðìèíà ìíîæåñòâî, ñîâîêóïíîñòü, ñåìåéñòâî
ìû áóäåì ïîíèìàòü êàê ñèíîíèìû. Ìíîæåñòâî äîëæíî ñîñòîÿòü èç ýëåìåí-
òîâ ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû. Âñÿêèé ýëåìåíò x äàííîãî ìíîæåñòâà X ïðè-
íàäëåæèò ìíîæåñòâó X, ÷òî çàïèñûâàåòñÿ â âèäå x ∈ X. Åñëè ýëåìåíò x íå
ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó X, òî ìû ïèøåì x 6∈ X.

×òî íå âïàñòü â ëîãè÷åñêîå ïðîòèâîðå÷èå, ìû áóäåì ñ÷èòàòü, â ÷àñòíî-
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ñòè, ÷òî ñàìî ìíîæåñòâî X íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ñàìîãî ñåáÿ, X 6∈ X.
Âñÿêîå ìíîæåñòâî X áóäåò çàäàâàòüñÿ èëè îïðåäåëÿòñÿ ïðè ïîìîùè

ýôôåêòèâíî îïèñûâàåìîãî ñâîéñòâà åãî ýëåìåíòîâ R(x). Çàïèñûâàòüñÿ ýòî
îïðåäåëåíèå áóäåò ñëåäóþùèì îáðàçîì

X = {x : R(x)},

÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî X ñîñòîèò èç âñåõ ýëåìåíòîâ x, äëÿ êîòîðûõ
ñïðàâåäëèâî ñâîéñòâî R(x).

Äðóãèì îãðàíè÷åíèåì íà èñïîëüçîâàíèå ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâ â ìàòåìà-
òè÷åñêîé òåîðèè ñëóæèò ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî âñÿêîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå èñ-
ïîëüçóåòñÿ â êîíêðåòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè, ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì
â îäíîì è òîì æå äîñòàòî÷íî îáøèðíîì ìíîæåñòâå. Òàêîå íàèâíîå ïðåäïî-
ëîæåíèå îáåçîïàñèò íàñ îò ðàçëè÷íûõ ëîãè÷åñêèõ ïðîòèâîðå÷èé ïðè ðàñ-
ñìîòðåíèè îáúåêòîâ â òåîðèè ìíîæåñòâ.

Ïóñòü çàäàíî äâà ìíîæåñòâà X è Y . Ìíîæåñòâî Y íàçûâàåòñÿ ïîäìíî-
æåñòâîì ìíîæåñòâà X, ÷òî çàïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé Y ⊂ X, åñëè âûïîëíåíî
óñëîâèå

∀x : (x ∈ Y ⇒ x ∈ X) .

Åñëè Y ⊂ X è Z ⊂ Y , òî Z ⊂ X, à òàêæå X ⊂ X. Êàæäûé ýëåìåíò x
ôîðìèðóåò îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî {x}, ÷òî ìîæíî îïèñàòü ôîðìàëüíî
ñëåäóþùèì îáðàçîì

y ∈ {x} ⇔ y = x.

äðóãèìè ñëîâàìè åñëè x ∈ X � ýëåìåíò ìíîæåñòâà X, òî îäíîýëåìåíòíîå
ìíîæåñòâî {x} ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà X, {x} ⊂ X.

Òåîðåòèêî ìíîæåñòâåííûå îïåðàöèè

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïîäìíîæåñòâà îäíîãî è òîãî æå ìíîæåñòâà X, îáî-
çíà÷èì âñå ýòè ïîäìíîæåñòâà îäíîé è òîé æå áóêâîé ñ íåêîòîðûì èíäåêñîì
α ∈ A èç íåêîòîðîãî äðóãîãî ìíîæåñòâà èíäåêñîâ A. Òàêèì îáðàçîì, èìååì
ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ

Y = {Yα}α∈A.
Ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ Y òîæå ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì.

Îáúåäèíåíèåì ñåìåéñòâà Y íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî Y ⊂ X, ñîñòîÿ-
ùåå èç âñåõ ýëåìåíòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ õîòÿ áû îäíîìó èç ïîäìíîæåñòâ Yα
íàøåãî ñåìåéñòâà Y. Çàïèñûâàåì

Y =
⋃
Y =

⋃
α∈A

Yα = {y ∈ X : ∃α ∈ A : (y ∈ Yα)}.

Ïåðåñå÷åíèåì ñåìåéñòâà Y íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî Z ⊂ X, ñîñòîÿùåå
èç âñåõ ýëåìåíòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ êàæäîìó èç ïîäìíîæåñòâ Yα íàøåãî
ñåìåéñòâà Y. Çàïèñûâàåì

Y =
⋂
Y =

⋂
α∈A

Yα = {y ∈ X : ∀α ∈ A : (y ∈ Yα)}.
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Åñëè íàøå ñåìåéñòâî íåáîëüøîå, ñêàæåì, çàíóìåðîâàííîå íàòóðàëüíûìè
÷èñëàìè,

Y = {Y1, Y2, . . . , Yn},

òî îáúåäèíåíèå è ïåðåñå÷åíèå çàïèñûâàþò ïðèâû÷íûì îáðàçîì:

⋃
Y =

n⋃
k=1

Yk = Y1 ∪ Y2 ∪ · · · ∪ Yn,

⋂
Y =

n⋂
k=1

Yk = Y1 ∩ Y2 ∩ · · · ∩ Yn,

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ äâóõ ïîäìíîæåñòâ Y,Z ⊂ X äëÿ îáúåäèíåíèÿ ïèøåì Y ∪Z,
à äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ ïèøåì Y ∩ Z.

Ðàçíîñòüþ äâóõ ìíîæåñòâ Y è Z íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî Y \Z, ñîñòîÿùåå
èç òåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Y , êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó Z:

Y \ Z = {y ∈ Y : y 6∈ Z.}

Â ÷àñòíîñòè, ðàçíîñòü X \ Y íàçûâàåòñÿ äîïîëíåíèåì ê ïîäìíîæåñòâó Y
(âî ìíîæåñòâå X) Ìíîæåñòâî, íå èìåþùåå íèêàêèõ ýëåìåíòîâ, íàçûâàåòñÿ
ïóñòûì ìíîæåñòâîì è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì ∅. Â ÷àñòíîñòè

Y \ Y = ∅.

Åñëè äëÿ äâóõ ïîäìíîæåñòâ Y,Z ⊂ X ïåðåñå÷åíèå ïóñòî, Y ∩ Z = ∅, òî
ãîâîðÿò, ÷òî ýòè ìíîæåñòâà íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Çàìå÷àíèÿ î ïóñòîì ìíîæåñòâå ∅
Íå ñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïîíÿòèå ïóñòîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî áåä-
íûì ïî ñâîèì ñâîéñòâàì, åãî èñïîëüçîâàíèå â ìàòåìàòèêå ïîçâîëÿåò èçáå-
ãàòü ìíîãèõ îãîâîðîê ïðè ðàññìîòðåíèè ðàçëè÷íûõ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ
îïåðàöèé. Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅ ñëåäóåò ñ÷èòàòü ïîä-
ìíîæåñòâîì â ëþáîì äðóãîì ìíîæåñòâå X; ∅ ⊂ X. Â ñàìîì äåëå, óñëîâèå
∅ ⊂ X ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îçíà÷àåò

∀x : (x ∈ ∅ ⇒ x ∈ X) .

Îòðèöàíèå ýòîãî óòâåðæäåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â óòâåðæäåíèè, ÷òî

∃x : (x ∈ ∅)&(x 6∈ X)

è, ðàçóìååòñÿ, ÿâëÿåòñÿ ëîæíûì. Çíà÷èò, ïðåäûäóùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿ-
åòñÿ èñòèííûì.

Äâå îïåðàöèè ñ ìíîæåñòâàìè � îáúåäèíåíèå
⋃
α∈A

Yα è ïåðåñå÷åíèå
⋂
α∈A

Yα

ñåìåéñòâà {Yα}α∈A âïîëíå êîððåêòíû è â ñëó÷àå, êîãäà ñåìåéñòâî èíäåêñîâ
A ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì ìíîæåñòâîì, A = ∅. Ñëåäóÿ ôîðìàëüíûì ïðàâèëàì
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ëîãèêè ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî â ñëó÷àå ïóñòîãî ìíîæåñòâà èíäåêñîâ A = ∅
èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà ⋃

α∈∅

Yα = ∅,
⋂
α∈∅

Yα = X.

Ñîîòíîøåíèÿ îïåðàöèé ñ ìíîæåñòâàìè

Ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ ëåãêî ïðîâåðÿåìû:

• Êîììóòàòèâíîñòü:

Y ∪ Z = Z ∪ Y ; Y ∩ Z = Z ∩ Y.

• Àññîöèàòèâíîñòü:

(Y ∪ Z) ∪ U = Y ∪ (Z ∪ U), (Y ∩ Z) ∩ U = Y ∩ (Z ∩ U).

• Äèñòðèáóòèâíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî îáúåäèíåíèÿ:

(Y ∪ Z) ∩ U = (Y ∩ U) ∪ (Z ∩ U)

èëè (⋃
α∈A

Yα

)
∩ U =

⋃
α∈A

(Yα ∩ U) .

• Äèñòðèáóòèâíîñòü îáúåäèíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèÿ :

(Y ∩ Z) ∪ U = (Y ∪ U) ∩ (Z ∪ U)

èëè (⋂
α∈A

Yα

)
∪ U =

⋂
α∈A

(Yα ∪ U) .

• Äâîéñòâåííîñòü îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ (çàêîíû äå Ìîðãàíà):

X \

(⋃
α∈A

Yα

)
=
⋂
α∈A

(X \ Yα) ,

X \

(⋂
α∈A

Yα

)
=
⋃
α∈A

(X \ Yα) ,

Ýòó äâîéñòâåííîñòü ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðè
ïåðåõîäå ê äîïîëíåíèÿì ïîäìíîæåñòâ îïåðàöèÿ îáúåäèíåíèÿ ïåðåõî-
äèò â îïåðàöèþ ïåðåñå÷åíèÿ, è, íàîáîðîò, îïåðàöèÿ ïåðåñå÷åíèÿ ïåðå-
õîäèò â îïåðàöèþ îáúåäèíåíèÿ.
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1 Îòîáðàæåíèÿ ìíîæåñòâ

Îïðåäåëåíèå

Îòîáðàæåíèå èëè îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå f îäíîãî ìíîæåñòâà X â äðó-
ãîå ìíîæåñòâî Y ,

f : X−→Y

ìû ïîíèìàåì êàê ñîîòâåòñòâèå, êîòîðîå êàæäîìó ýëåìåíòó x ∈ X ñòàâèò â
ñîîòâåòñòâèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûé ýëåìåíò y = f(x) ∈ Y . Ñ ýòîé òî÷êè
çðåíèÿ âåùåñòâåííî çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ f îò îäíîé âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé
åñòü íè÷òî èíîå êàê (îäíîçíà÷íîå)îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ
÷èñåë R1 â ñåáÿ, ò.å. ôóíêöèÿ

f : R1−→R1

êàæäîìó çíà÷åíèþ ïåðåìåííîé x ∈ R1 ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå îäíîçíà÷íî
îïðåäåëåííîå äðóãîå ÷èñëî y = f(x) ∈ R1.

Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ f . Ìíî-
æåñòâî Y íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ f .

Òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå
IdX : X−→X, IdX(x) ≡ x, x ∈ X.

Îáðàçû è ïðîîáðàçû

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâ

f : X−→Y.

Ïóñòü A ⊂ X åñòü íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà X. ×åðåç f(A) ⊂ Y
îáîçíà÷èì ïîäìíîæåñòâî f(A) = {f(x) ∈ Y : x ∈ A} è íàçîâåì åãî îáðàçîì
ïîäìíîæåñòâà A ïðè îòîáðàæåíèè f . Äðóãèìè ñëîâàìè, îáðàç f(A) ⊂ Y
ñîñòîèò èç âñåõ çíà÷åíèé f(x) îòîáðàæåíèÿ f , êîãäà ïåðåìåííàÿ x ïðîáåãàåò
âñåâîçìîæíûå çíà÷åíèÿ èç ïîäìíîæåñòâà A.

Îáðàç f(A) èíà÷å ìîæíî çàäàòü â âèäå ðàâåíñòâà

f(A) =
⋃
x∈A
{f(x)}.

Â ÷àñòíîñòè, ïîäìíîæåñòâî f(X) ⊂ Y ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì âñåé îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ, è, òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f îòîáðàæàåò ìíîæå-
ñòâî X â ñâîé îáðàç f(X), íî ñòðîãî ãîâîðÿ, ýòî óæå äðóãîå îòîáðàæåíèå,
ñêàæåì,

f ′ : X−→f(X),

ïîñêîëüêó ó íåãî äðóãàÿ îáëàñòü çíà÷åíèé, íå Y , à âñåãî ëèøü f(X).
ÏóñòüB ⊂ Y åñòü íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Y . ×åðåç f−1(B) ⊂

X îáîçíà÷èì ïîäìíîæåñòâî f−1(B) = {x ∈ X : f(x) ∈ B} è íàçîâåì åãî ïðî-
îáðàçîì ïîäìíîæåñòâà B ïðè îòîáðàæåíèè f . Ïðîîáðàç ýëåìåíòà y ∈ Y �
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ýòî ïðîîáðàç îäíîýëåìåíòíîãî ïîäìíîæåñòâà {x} ⊂ Y , f−1(y) = f−1({y}).
Ïðîáðàç f−1(B) èíà÷å ìîæíî çàäàòü â âèäå ðàâåíñòâà

f−1(B) =
⋃
y∈B

f−1(y).

Ñïðàâåäëèâû ïðîñòûå ñâîéñòâà îáðàçîâ è ïðîîáðàçîâ ïîäìíîæåñòâ:

1.

f

(⋃
α

Aα

)
=
⋃
α

f(Aα);

2.

f

(⋂
α

Aα

)
⊂
⋂
α

f(Aα);

3.

f−1

(⋃
α

Bα

)
=
⋃
α

f−1(Bα);

4.

f−1

(⋂
α

Bα

)
=
⋂
α

f−1(Bα);

5.
A ⊂ f−1(f(A));

6.
B ∩ f(X) = f

(
f−1(B)

)
.

Â ÷àñòíîñòè, ïðîîáðàçû ðàçëè÷íûõ òî÷åê íå ïåðåñåêàþòñÿ,

f−1(y1) ∩ f−1(y2) = ∅, y1 6= y2.

Êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèé. Îáðàòèìûå îòîáðàæåíèÿ

Ïóñòü çàäàíî äâà îòîáðàæåíèÿ ìíîæåñòâ

f : X−→Y, g : Y−→Z

Êîìïîçèöèåé îòîáðàæåíèé f è g íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå g · f : X−→Z,
çàäàâàåìîå ôîðìóëîé

(g · f)(x) = g(f(x)), x ∈ X.

X

g·f

''
f
// Y

g
// Z .
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Åñëè îäíî èç ýòèõ îòîáðàæåíèé ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì, òî êîìïîçèöèÿ ñ
íèì äðóãîãî îòîáðàæåíèÿ ñîâïàäàåò ñ ïîñëåäíèì:

f · IdX = f ;

IdY · f = f ;

X

f

''

IdX
// X

f

''
f
// Y

IdY
// Y .

Â ÷àñòíîñòè, ïîäìíîæåñòâî f(X) ⊂ Y ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì âñåé îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ, è, òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f îòîáðàæàåò ìíîæå-
ñòâî X â ñâîé îáðàç f(X), íî ñòðîãî ãîâîðÿ, ýòî óæå äðóãîå îòîáðàæåíèå,
ñêàæåì,

f ′ : X−→f(X),

ïîñêîëüêó ó íåãî äðóãàÿ îáëàñòü çíà÷åíèé, íå Y , à âñåãî ëèøü f(X), à
ñàìî îòîáðàæåíèå f ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèÿ f ′ è
âëîæåíèÿ f(X) ↪→ Y :

X

f

((
f ′
// f(X)

� � // Y .

Îòîáðàæåíèå f : X−→Y íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíûì èëè èíúåêöèåé, åñëè
ðàçëè÷íûì ýëåìåíòàì x 6= y ∈ X îòîáðàæåíèå f ñîïîñòàâëÿåò ðàçëè÷íûå
çíà÷åíèÿ f(x) 6= f(y). Íà ïðèìåð, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîäìíîæåñòâî X ⊂ Y
çàäàåò âëîæåíèå ìíîæåñòâà X â ìíîæåñòâî Y , iX : X ↪→ Y , iX(x) ≡ x, x ∈
X, êîòîðîå, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ èíúåêöèåé.

Îòîáðàæåíèå f : X−→Y íàçûâàåòñÿ ñþðúåêòèâíûì , èëè ñþðúåêöèåé

èëè îòîáðàæåíèåì íà , åñëè êàæäûé ýëåìåíò y ∈ Y ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì
íåêîòîðîãî ýëåìåíòà x ∈ X, y = f(x).

Îòîáðàæåíèå f : X−→Y íàçûâàåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì èëè áèåê-

òèâíûì èëè áèåêöèåé , åñëè îíî îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì è
ñþðúåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì.

Çàìåòèì, ÷òî èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå f : X−→Y ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé
ìåæäó ìíîæåñòâîì X è åãî îáðàçîì f(X) ⊂ Y .

Ïîñêîëüêó áèåêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêöèåé, òî êàæäûé ýëåìåíò y ∈ Y
ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì íåêîòîðîãî ýëåìåíòà x ∈ X, y = f(x). Ýòîò ýëåìåíò x
ìîæíî âûáðàòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì â ñèëó èíúåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ
f . Â ÷àñòíîñòè, ýòî çíà÷èò, ÷òî ó âçàèìíî îäíîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ f èìå-
åòñÿ òàê íàçûâàåìîå îáðàòíîå îòîáðàæåíèå, f−1 : Y−→X, êîòîðîå êàæäîìó
ýëåìåíòó y ∈ Y ñîïîñòàâëÿåò êàê ðàç òîò (åäèíñòâåííûé) ýëåìåíò x ∈ X,
äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî y = f(x). Äðóãèìè ñëîâàìè, çíà÷åíèå
x = f−1(y) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

f
(
f−1(y)

)
≡ y, y ∈ Y.

8



Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî y åãî çíà÷åíèå y = f(x), èç ýòîãî òîæäåñòâà ïîëó÷àåòñÿ
äðóãîå òîæäåñòâî

f
(
f−1(f(x))

)
≡ f(x), x ∈ X.

Ïîñêîëüêó ðàçëè÷íûì ýëåìåíòàì îòîáðàæåíèå f ñîïîñòàâëÿåò ðàçëè÷íûå
ýëåìåíòû, òî èç ïðåäûäóùåãî òîæäåñòâà ñëåäóåò, ÷òî

f−1(f(x)) ≡ x, x ∈ X.

Ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëåíèå âçàèìíî îäíîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ f : X−→Y
ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì: Îòîáðàæåíèå
f âçàèìíî îäíîçíà÷íî, åñëè ñóùåñòâóåò äðóãîå îòîáðàæåíèå g : Y−→X òà-
êîå, ÷òî äâå âîçìîæíûõ êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèé f è g ÿâëÿþòñÿ òîæäå-
ñòâåííûìè îòîáðàæåíèÿìè:

f · g = IdY,

g · f = IdX ,

X

IdX
''

f
// Y

IdY
''

g=f−1

// X
f
// Y .

Ïóñòü f : X−→Y � íåêîòîðàÿ èíúåêöèÿ. Òîãäà, î÷åâèäíî, îòîáðàæåíèå
f ′ : X−→f(X) íà ñâîé îáðàç ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé.

Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà

Âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå f : X−→Y íàçûâàþò òàêæå âçàèìíî

îäíîçíà÷íûì ñîîòâåòñòâèåì ìåæäó ìíîæåñòâîì X è ìíîæåñòâîì Y . Ïðè
ýòîì ìíîæåñòâà X è Y íàçûâàþòñÿ êîëè÷åñòâåííî ýêâèâàëåíòíûìè èëè
ðàâíîìîùíûìè ìíîæåñòâàìè. Ïî äðóãîìó áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâà
X è Y èìåþò îäèíàêîâóþ ìîùíîñòü, è ïèñàòü

#(X) = #(Y ).

Ñ òî÷êè çðåíèÿ àáñòðàêòíîé òåîðèè ìíîæåñòâ ðàâíîìîùíûå ìíîæåñòâà
ìîæíî íå ðàçëè÷àòü è ïðè íåîáõîäèìîñòè îäíî ìíîæåñòâî çàìåíÿòü íà äðó-
ãîå åìó ðàâíîìîùíîå.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè äâà ìíîæåñòâà X è Y êîëè÷åñòâåííî ýêâèâàëåíòíû
îäíîìó è òîìó æå òðåòüåìó ìíîæåñòâó Z, òî îíè êîëè÷åñòâåííî ýêâèâà-
ëåíòû ìåæäó ñîáîé, ò.å. èç äâóõ ðàâåíñòâ #(X) = #(Z) è #(Y ) = #(Z)
âûòåêàåò òðåòüå ðàâåíñòâî #(X) = #(Y ) .

Äëÿ äâóõ ìíîæåñòâ X è Y åñëè ñóùåñòâóåò èíúåêöèÿ f : X−→Y , òî
ïèøåì

#(X) ≤ #(Y ).
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ßñíî, ÷òî èç íåðàâåíñòâ #(X) ≤ #(Y ) è #(Y ) ≤ #(Z) ñëåäóåò, ÷òî

#(X) ≤ #(Z).

Åñëè æå âûïîëíåíû äâà íåðàâåíñòâà #(X) ≤ #(Y ) è #(Y ) ≤ #(X), òî
òîãäà

#(X) = #(Y ).

Ýòî óòâåðæäåíèå èçâåñòíî êàê òåîðåìà Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà:

Òåîðåìà 1 (Êàíòîð�Áåðíøòåéí) Åñëè èç äâóõ ìíîæåñòâ X è Y êàæ-

äîå êîëè÷åñòâåííî ýêâèâàëåíòíî ïîäìíîæåñòâó â äðóãîì, òî ýòè äâà

ìíîæåñòâà ðàâíîìîùíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå òåîðåìû çàêëþ÷àåòñÿ â ñóùåñòâîâàíèè äâóõ
áèåêöèé

f : X−→Y1 ⊂ Y ; g : Y−→X1 ⊂ X.
Ïîëîæèì

X2 = g · f(X) ⊂ X1,
X3 = g · f(X1) ⊂ X2,
X4 = g · f(X2) ⊂ X3,

...
X2k = g · f(X2k−2) ⊂ X2k−1,
X2k+1 = g · f(X2k−1) ⊂ X2k,

...

Ýòî çíà÷èò, ÷òî èìåþòñÿ áèåêöèè ìåæäó ìíîæåñòâàìè

X ⊃ X1 ⊃ X2 ⊃ X3 ⊃ X4 . . . X2k ⊃ X2k+1 . . . ⊃
⋂
Xkx x x x x x

X ⊃ X1 ⊃ X2 . . . X2k−2 ⊃ X2k−1 . . . ⊃
⋂
Xk

à, ñëåäîâàòåëüíî, èìåþòñÿ áèåêöèè ìåæäó ðàçíîñòÿìè

(X2 \X3) (X3 \X4) (X4 \X5) . . . (X2k \X2k+1) (X2k+1 \X2k+2) . . .x x x x x
(X \X1) (X1 \X2) (X2 \X3) . . . (X2k−2 \X2k−1) (X2k−1 \X2k) . . .

Ìíîæåñòâî X ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå íåñâÿçíîãî îáúåäèíåíèÿ (X = X0)

X =

∞∐
k=0

(Xk \Xk+1) t
⋂
k

Xk.

Ýòî îáúåäèíåíèå ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ÷àñòè, îáúåäèíåíèå ïî ÷åòíûì íî-
ìåðàì è îáúåäèíåíèå ïî íå÷åòíûì íîìåðàì. Ïîëó÷àåì

X =

∞∐
k=0

(X2k \X2k+1) t
∞∐
k=0

(X2k+1 \X2k+2) t
⋂
k

Xk.
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Ïîñêîëüêó êàæäîå ìíîæåñòâî (X2k\X2k+1) ðàâíîìîùíî ìíîæåñòâó (X2k+2\
X2k+3), òî â ïåðâîå ñëàãàåìîå ìîæíî çàìåíèòü íà åìó ðàâíîìîùíîå:

X ∼
∞∐
k=0

(X2k+2 \X2k+3) t
∞∐
k=0

(X2k+1 \X2k+2) t
⋂
k

Xk.

Äðóãèìè ñëîâàìè

X ∼
∞∐
k=1

(X2k \X2k+1) t
∞∐
k=0

(X2k+1 \X2k+2) t
⋂
kXk =

=
∞∐
k=1

(Xk \Xk+1) t
⋂
kXk = X1 ∼ Y.

.

Äîêàçàòåëüñòâî. (Äðóãàÿ âåðñèÿ äîêàçàòåëüñòâà).
Äàíî òðè ìíîæåñòâà Y0 ⊃ X0 ⊃ Y1, ïðè÷åì ìíîæåñòâî Y0 ðàâíîìîù-

íî ìíîæåñòâó Y1. Çíà÷èò èìååòñÿ áèåêöèÿ g : Y0−→Y1. Ìîæíî ïîñòðîèòü
óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäìíîæåñòâ

Y0 ⊃ X0 ⊃ Y1 ⊃ X1 ⊃ Y2 ⊃ X2 ⊃ Y3 ⊃ · · · ⊃ Z =
⋂
Yi =

⋂
Xi

ãäå X1 = g(X0), Y2 = g(Y1), . . .Xk+1 = g(Xk), Yk+2 = g(Yk+1), . . . Âñå ýòî
ìîæíî èçîáðàçèòü â âèäå äèàãðàììû

Y0 ⊃ X0 ⊃ Y1 ⊃ X1 ⊃ Y2 ⊃ X2 ⊃ Y3 ⊃ X3 ⊃ Y4 ⊃ X4 · · · ⊃ Zxg xg xg · · ·
xg

Y0 ⊃ X0 ⊃ Y1 ⊃ X1 ⊃ Y2 ⊃ X2 ⊃ Y3 ⊃ X3 · · · ⊃ Z

ïðè÷åì âåðòèêàëüíîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé â êàæäîì ÷ëåíå. Òî-
ãäà îáà ìíîæåñòâà X0 è Y0 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå íåñâÿçíûõ îáúåäèíå-
íèé:

X0 = (X0 \ Y1) t (Y1 \X1) t (X1 \ Y2) t (Y2 \X2) t (X2 \ Y3) t · · · t Zxg xg
Y0 = (Y0 \X0) t (X0 \ Y1) t (Y1 \X1) t (X1 \ Y2) t · · · t Z

Ñóæåíèÿ îòîáðàæåíèé

Ïóñòü f : X−→Y � íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå, Z ⊂ X � íåêîòîðîå ïîäìíîæå-
ñòâî. Ñóæåíèåì îòîáðàæåíèÿ f íà ïîäìíîæåñòâî Z íàçûâàåòñÿ îòîáðàæå-
íèå fZ : Z−→Y , çàäàâàåìîå ïî ôîðìóëå

fZ(z) = f(z), z ∈ Z ⊂ X.

Ñóæåíèå fZ îòîáðàæåíèÿ f íà ïîäìíîæåñòâî Z íàçûâàþò òàêæå îãðàíè÷å-
íèåì îòîáðàæåíèÿ f íà ïîäìíîæåñòâî Z. Ñóæåíèå fZ ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé
äâóõ îòîáðàæåíèé: âëîæåíèÿ Z ⊂ X è èñõîäíîãî îòîáðàæåíèÿ f : X−→Y :
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Z �
� //

fZ

''
X

f
// Y .

Êîíñòðóêöèè ìíîæåñòâ

Íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå

Ïóñòü çàäàíî äâà ìíîæåñòâà X è Y . Íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå � ýòî ìíîæåñòâî
X t Y , ñîñòîÿùåå èç âñåõ ýëåìåíòîâ êàê ìíîæåñòâà X, òàê è ìíîæåñòâà Y ,
ïðè÷åì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâà X è Y íå èìåþò îáùèõ ýëåìåíòîâ.
(Çàìå÷àíèå. Â ñëó÷àå, êîãäà äâà ìíîæåñòâà X è Y èìåþò îáùèå ýëåìåíòû â
âèäå íåïóñòîãî ïåðåñå÷åíèÿ X∩Z ìíîæåñòâ X è Y êàê ïîäìíîæåñòâ îäíîãî
áîëüøåãî ìíîæåñòâà Z, èõ íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå ñëåäóåò îïðåäåëÿòü äëÿ
äðóãèõ ðàâíîìîùíûõ óæå íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ). Ó íåñâÿçíîãî îáú-
åäèíåíèÿ èìååòñÿ äâà êàíîíè÷åñêèõ èíúåêòèâíûõ îòîáðàæåíèÿ (âëîæåíèå

íà ñëàãàåìîå)
iX : X ↪→ X t Y è iY : Y ↪→ X t Y,

äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ êàòåãîðíîå ñâîéñòâî óíèâåðñàëüíîñòè: åñëè çà-
äàíî äâà îòîáðàæåíèÿ

f : X−→Z è g : Y−→Z,

òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îòîáðàæåíèå

f t g : X t Y−→Z,

êîòîðîå íà ïîäìíîæåñòâåX ñîâïàäàåò ñ îòîáðàæåíèåì f , à íà ïîäìíîæåñòâå
Y ñîâïàäàåò ñ îòîáðàæåíèåì g, ò.å.

(f t g) · iX = f, (f t g) · iY = g,

X
f

++
iX ##

X t Y
ftg // Z

Y

g

33
iY

;;

Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå

Äëÿ äâóõ ìíîæåñòâ X è Y îïðåäåëÿåì äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå X × Y êàê
ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ïàð (x, y) ýëåìåíòîâ, äëÿ êîòîðûõ x ∈ X, y ∈ Y .
Ìíîæåñòâà X è Y ïðè ýòîì íàçûâàþòñÿ ñîìíîæèòåëÿìè äåêàðòîâîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ. Èìåþòñÿ äâà îòîáðàæåíèÿ pX : X × Y−→X è pY : X × Y−→Y ,
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êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ïðîåêöèÿìè íà ïåðâûé (âòîðîé) ñîìíîæèòåëü è êîòî-
ðûå çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

pX(x, y) ≡ x; pY (x, y) ≡ y; x ∈ X; y ∈ Y.

Ó êàæäîãî ýëåìåíòà (x, y) ∈ X × Y äåêàðòîâîãî ïðîèçâåäåíèÿ x è y íàçû-
âàþòñÿ êîîðäèíàòàìè.

Ïî àíàëîãèè ñ íåñâÿçíûì îáúåäèíåíèåì äëÿ äâóõ îòîáðàæåíèé

f : Z−→X è g : Z−→ZY,

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îòîáðàæåíèå

f × g : Z−→X × Y,

êîòîðîå ñîïîñòàâëÿåò ýëåìåíòó z ∈ Z ïàðó (f × g)(z) ≡ (f(z), g(z)) ò.å.

pX(f × g)(z)) ≡ f(z), pY (f × g)(z)) ≡ g(z),

X

X × Y

pX

cc

pY
{{

Z

f

kk

g

ss

f×goo

Y

Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèÿ ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ

Ïðèìåð: âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà Rn

Àðèôìåòè÷åñêîå n�ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî Rn êàíîíè÷åñêè îòîæäåñòâëÿåòñÿ
ñ äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì ñâîèõ ïîäïðîñòðàíñòâ R1

k ≈ R1:

Rn ≈
n∏
k=1

R1
k.

Ñîáñòâåííî, ïðîèçâîëüíûé âåêòîð ~x ∈ Rn çàäàåòñÿ íàáîðîì ñâîèõ êîîðäè-
íàò ~x = (x1, x2, . . . , xn), à êàæäàÿ êîîðäèíàòà xk ïðèíàäëåæèò îäíîìåðíîìó
ïðîñòðàíñòâó R1 ≈ R1

k. Ðàçáèâàÿ ìíîæåñòâî êîîðäèíàò íà äâå ãðóïïû (èëè
íåñêîëüêî ãðóïï) ïîëó÷àåì åñòåñòâåííûå îòîæäåñòâëåíèÿ

Rn+k ≈ Rn ×Rk,

Rk1+k2+···+kl ≈
l∏
i=1

Rki .

13



Ãðàôèê îòîáðàæåíèÿ

Äëÿ (îäíîçíà÷íîãî) îòîáðàæåíèÿ f : X−→Y ãðàôèê îòîáðàæåíèÿ Γf ⊂
X × Y çàäàåòñÿ êàê ïîäìíîæåñòâî

Γf = {(x, y) ∈ X × Y : y = f(x), x ∈ X}

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðîåêöèÿ

prX : X × Y−→Y

íà ïåðâûé ñîìíîæèòåëü îòîáðàæàåò ãðàôèê Γf âçàèìíîîäíîçíà÷íî íà ìíî-
æåñòâî X. Âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: åñëè ïîäìíîæåñòâî Γ ⊂ X × Y
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ, ÷òî ïðîåêöèÿ prX : Γ−→X îòîáðàæàåò ìíîæåñòâî
Γ âçàèìíîîäíîçíà÷íî íà ìíîæåñòâî X, òî ìíîæåñòâî Γf ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì
íåêîòîðîãî îòîáðàæåíèå f : X−→Y , Γ = Γf .

Ôàêòîð ìíîæåñòâà

Ïóñòü çàäàíî íåêîòîðîå ìíîæåñòâî X è íåêîòîðîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíò-
íîñòè ∼ â íåì. Ìíîæåñòâî X ðàçáèâàåòñÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæå-
ñòâà ïîïàðíî ýêâèâàëåíòíûõ ýëåìåíòîâ. Ôàêòîð ìíîæåñòâîì X/ ∼ íàçû-
âàåòñÿ ìíîæåñòâî, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ñëóæàò ïîäìíîæåñòâà ïîïàðíî ýê-
âèâàëåíòíûõ ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå X. Èìååòñÿ åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå
p∼ : X−→X/ ∼, êîòîðîå ëþáîìó ýëåìåíòó x ∈ X ñîïîñòàâëÿåò ïîäìíîæå-
ñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ, ýêâèâàëåíòíûõ ýëåìåíòó x. Ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ
ñþðúåêöèåé ìíîæåñòâà X íå ôàêòîð ìíîæåñòâî X/ ∼.

Îáðàòíî, åñëè èìååòñÿ íåêîòîðàÿ ñþðúåêöèÿ p : X−→Y , òî íà ìíîæå-
ñòâå X çàäàåòñÿ åñòåñòâåííîå îòíîøåíèå ïî ïðàâèëó: x ∼ y, òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà p(x) = p(y). Ýòî îòíîøåíèå, î÷åâèäíî ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì
ýêâèâàëåíòíîñòè. Òîãäà îòîáðàæåíèå p ðàñùåïëÿåòñÿ â êîìïîçèöèþ

X
p //

p∼ ##

Y

(X/ ∼)

f

;;

ó êîòîðîé îòîáðàæåíèå f âçàèìíî îäíîçíà÷íûì ñîîòâåòñòâèåì, ò.å. áèåêöè-
åé.

Óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà

Ãîâîðÿò, ÷òî íà ìíîæåñòâåX çàäàí ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê, åñëè äëÿ íåêîòîðûõ
ïàð ýëåìåíòîâ x, y ∈ X çàäàíî îòíîøåíèå x ≺ y, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì:

1. Åñëè x � y è y � z, òî x � z, z, y, z ∈ X;
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2. Åñëè x � y è y � x, òî x = y, x, y ∈ X;

3. Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ X âûïîëíåíî x � x.

Åñëè x � y, òî ìû áóäåì òàêæå ïèñàòü y � x. Åñëè x � y è x 6= y, òî
áóäåì ïèñàòü x ≺ y.

Ìíîæåñòâî X, îñíàùåííîå ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì �, ò.å. ïàðà (X,≺) íà-
çûâàåòñÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì. Åñëè êðîìå ýòîãî âûïîë-
íåíî äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ x, y ∈ X ëèáî
x � y, ëèáî y � x, òî ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì

ìíîæåñòâîì. , à ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê � íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ïîðÿäêîì .

Ïðèìåð: ëèíåéíûé ïîðÿäîê âåùåñòâåííûõ ÷èñåë

Íà ìíîæåñòâå âñåõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë èìååòñÿ åñòåñòâåííûé ëèíåéíûé
ïîðÿäîê: äëÿ äâóõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë x, y áóäåì ïèñàòü x � y â ñëó÷àå,
êîãäà x ≤ y. Ýòî ëèíåéíûé ïîðÿäîê.

Íàïðàâëåííîå ìíîæåñòâî

Ïóñòü íà ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå (X,≺) âûïîëíåíî óñëîâèå:
äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ x, y ∈ X íàéäåòñÿ òàêîé òðåòèé ýëåìåíò z ∈ X,
÷òî

x ≺ z, y ≺ z.

Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî
(X,≺) ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåííûì.

Ðàññìîòðèì íàïðàâëåííîå ìíîæåñòâà èíäåêñîâ (A,≺) è ñåìåéñòâî ýëå-
ìåíòîâ xα ∈ X ìíîæåñòâà X, èíäåêñèðîâàííîå íàïðàâëåííûì ìíîæåñòâîì
A. Òàêîå ñåìåéñòâî áóäåì íàçûâàòü íàïðàâëåííîñòüþ. Â îäíîì ÷àñòíîì ñëó-
÷àå, êîãäà íàïðàâëåííîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, A = N,
íàïðàâëåííîñòü áóäåò íàçûâàòüñÿ (ñ÷åòíîé) ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.

Â ÷àñòíîñòè, ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåí-
íûì.

Ïðèìåð: ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà àðèôìåòè÷åñêîì ïðî-

ñòðàíñòâå Rn

Çàäàäèì â àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå Rn ñëåäóþùèé ÷àñòè÷íûé ïîðÿ-
äîê: ïóñòü x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn è y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn � äâà âåêòîðà.
Ñêàæåì, ÷òî x ≺ y, åñëè

x1 ≤ y1, x2 ≤ y2, . . . , xn ≤ yn.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îòíîøåíèå ≺ çàäàåò ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà ìíîæå-
ñòâå Rn ïðåâðàùàÿ åãî â íàïðàâëåííîå ìíîæåñòâî. Ïðè n ≥ 2 ÷àñòè÷íûé
ïîðÿäîê íà Rn íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîðÿäêîì.
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Íàïðàâëåííîå ìíîæåñòâî, êîíôèíàëüíîå äðóãîìó íàïðàâ-

ëåííîìó ìíîæåñòâó

Ïóñòü çàäàíî äâà íàïðàâëåííûõ ìíîæåñòâà (A,≺) è (B,≺). Ñêàæåì, ÷òî
íàïðàâëåííîå ìíîæåñòâî (B,≺) êîíôèíàëüíî íàïðàâëåííîìó ìíîæåñòâó
(A,≺), åñëè èìååòñÿ îòîáðàæåíèå f : B−→A, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ:

Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà α0 ∈ A íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò
β0 ∈ B, ÷òî èç β0 ≺ β âûòåêàåò α0 ≺ f(β).

Åñëè xα ∈ X, α ∈ A íåêîòîðàÿ íàïðàâëåííîñòü, èíäåêñèðîâàííàÿ íà-
ïðàâëåííûì ìíîæåñòâîì A, à íàïðàâëåííîå ìíîæåñòâî B � êîíôèíàëüíî
ìíîæåñòâó A ïðè ìîìîùè îòîáðàæåíèÿ f : B−→A, òî íàïðàâëåííîñòü
xf(β) ∈ X, β ∈ B áóäåì íàçûâàòü ïîäíàïðàâëåííîñòüþ íàïðàâëåííîñòè
xα ∈ X, α ∈ A.

Â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë Z åñëè çàäàíà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü xn ∈ X, n ∈ Z è êîíôèíàëüíîå ñåìåéñòâî èíäåêñîâ nk ∈ Z, k ∈ Z,
òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xnk ∈ X, k ∈ Z åñòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè xn.

Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíî-

æåñòâ

Ïðèìåð: ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà àðèôìåòè÷åñêîì ïðî-

ñòðàíñòâå Rn

Çàäàäèì â àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå Rn ñëåäóþùèé ÷àñòè÷íûé ïîðÿ-
äîê: ïóñòü x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn è y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn � äâà âåêòîðà.
Ñêàæåì, ÷òî x ≺ y, åñëè

x1 ≤ y1, x2 ≤ y2, . . . , xn ≤ yn.
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îòíîøåíèå ≺ çàäàåò ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà ìíîæå-
ñòâå Rn ïðåâðàùàÿ åãî â íàïðàâëåííîå ìíîæåñòâî. Ïðè n ≥ 2 ÷àñòè÷íûé
ïîðÿäîê íà Rn íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîðÿäêîì.

Ïðÿìîé è îáðàòíûé ïðåäåëû

Ðàññìîòðèì ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî A,≺. Ïðÿìûì ñïåêòðîì
ìíîæåñòâ íàçûâàåòñÿ íàïðàâëåííîñòü ìíîæåñòâ {Xα : α ∈ A}, ñíàáæåííàÿ
ñèñòåìîé îòîáðàæåíèé $α

β : Xα−→Xβ äëÿ α ≺ β,êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ:

Åñëè α ≺ β ≺ γ, è ìû èìååì òðè îòîáðàæåíèÿ

Xα
$αβ

//

$αγ

((
Xβ

$βγ

// Xγ

òî äèàãðàììà êîììóòàòèâíà, ò.å. $β
γ ·$α

β = $α
γ .
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Òîãäà íà íåñâÿçíîì îáúåäèíåíèè X =
∐
α∈A

Xα ìîæíî çàäàòü ñëåäóþùåå

îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ìåæäó äâóìÿ ýëåìåíòàìè xα ∈ Xα è xβ ∈ Xβ :
äëÿ èíäåêñîâ α, β ∈ A â íàïðàâëåííîì ìíîæåñòâå A èìååòñÿ òðåòèé èíäåêñ
γ, óäîâëåòâîðÿþùèé íåðàâåíñòâàì α ≺ γ è β ≺ γ. Ïîëàãàåì xα ∼ xβ , åñëè
$α
γ (xα) = $β

γ (xβ) ∈ Xγ . Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îòíîøåíèå ∼ ÿâëÿåòñÿ
îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ïðÿìûì ïðåäåëîì ïðÿìîãî ñïåêòðà íàçûâàåòñÿ ôàêòîð ìíîæåñòâî ìíîæåñòâàX,
ïðîôàêòîðèçîâàííîå ïî îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè ∼, ò.å.

lim−→
α
Xα = X/ ∼ .

Âñå âìåñòå ýòî äàåò ïîïîëíåííóþ äèàãðàììó

Xα

$αβ   

$αδ

$$

$α∞

%%
Xγ

$γδ

// Xδ
$δ∞

// lim−→
α
Xα

Xβ

$βγ

??

$βδ

::

$β∞

88

Îáðàòíûé ïðåäåë ñòðîèòñÿ äëÿ îáðàòíîãî ñïåêòðà äâîéñòâåííûì îáðà-
çîì. Ïðåæäå âñåãî îïðåäåëèì îáðàòíûé ñïåêòð êàê íàïðàâëåííîñòü ìíî-
æåñòâ {Xα : α ∈ A}, ñíàáæåííàÿ ñèñòåìîé îòîáðàæåíèé $β

α : Xβ−→Xα äëÿ
α ≺ β, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:

Åñëè α ≺ β ≺ γ, è ìû èìååì òðè îòîáðàæåíèÿ

Xγ
$γβ

//

$γα

((
Xβ

$βα

// Xα

òî äèàãðàììà êîììóòàòèâíà, ò.å. $β
α ·$

γ
β = $γ

α.

Âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà. Êàðäèíàëü-

íûå è ïîðÿäêîâûå ÷èñëà

Òåîðåìà 2 Ëþáîå ìíîæåñòâî ìîæíî âïîëíå óïîðÿäî÷èòü.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíîå äàííîå ìíîæåñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî åãî ìîæíî
âïîëíå óïîðÿäî÷èòü. Ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü M âñåõ ïàð (A,≤A) , ãäå
A ⊂M , à ≤A � îòíîøåíèå ïîëíîãî ïîðÿäêà íà A. Íà ìíîæåñòâåM ââåäåì
åñòåñòâåííîå îòíîøåíèå ïîðÿäêà: (B,≤B) ñëåäóåò çà (A,≤A), åñëè (A,≤A)
åñòü íà÷àëüíûé îòðåçîê â (B,≤B), òî åñòü åñëè A = {a ∈ B : a < b} äëÿ
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íåêîòîðîãî b ∈ B è íà ìíîæåñòâå A îòíîøåíèå ≤B ñîâïàäàåò ñ ≤A. Äàëåå
äîêàæåì äâà óòâåðæäåíèÿ. I. ÂM ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò. Ýòî
ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî åñëè C � öåïü â M, òî îáúåäèíåíèå âñåõ ýëå-
ìåíòîâ C ∈ C åñòü òàêæå ýëåìåíò M , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ
öåïè C. II. Åñëè (A,≤A) � ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò, òî A = M . Åñëè áû
M \ A áûëî íåïóñòî, òî âçÿâ êàêîé-íèáóäü ýëåìåíò b ∈ M \ A, è ïîëîæèâ
b > a äëÿ ëþáîãî a ∈ A, ìû ïîëó÷èëè áû âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî
A∪{b}, íà÷àëüíûì îòðåçêîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ A. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïðåä-
ïîëîæåíèþ î ìàêñèìàëüíîñòè (A,≤A) . Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì âïîëíå
óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî (M,≤M ) . ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Òåîðåìà 3 Ëþáîå ìíîæåñòâî êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë âïîëíå óïîðÿäî÷åíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë.
Ðåàëèçóåì êàæäîå êàðäèíàëüíîå ÷èñëî â âèäå ìîùíîñòü íåêîòîðîãî ìíîæå-
ñòâà, ò.å. ìíîæåñòâà Xα, α ∈ M . Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäîå ìíîæåñòâî
âïîëíå óïîðÿäî÷åíî ñ ïîìîùüþ ïîëíîãî ïîðÿäêà ≤α. Òîãäà åñëè α < β, òî
ìíîæåñòâî Xα ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíûì îòðåçêîì ìíîæåñòâà Xβ .

Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N íàçûâàåòñÿ ñ÷åòíîé ìîùíî-
ñòüþ è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ℵ0? Ìíîæåñòâà ìîùíîñòè ìåíüøå ÷åì ñ÷åòíàÿ
íàçûâàþòñÿ êîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè.

Òåîðåìà 4 Ìíîæåñòâî X ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà äëÿ ëþáîãî åãî ñîáñòâåííîãî ïîäìíîæåñòâà Y ⊂ X, Y 6= X, åãî ìîù-
íîñòü ñòðîãî ìåíüøå, #(Y ) < #(X).

Òåîðåìà 5 (Êàíòîð) Ëþáîå ìíîæåñòâî ìåíåå ìîùíî, ÷åì ìíîæåñòâî

âñåõ åãî ïîäìíîæåñòâ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî A, ðàâíîìîùíîå ìíîæåñòâó
âñåõ ñâîèõ ïîäìíîæåñòâ 2A, òî åñòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ áèåêöèÿ f :
A−→2A, f(a) ⊂ A, a ∈ A, ñòàâÿùàÿ â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ýëåìåíòó
ìíîæåñòâà A íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà A. Ðàññìîòðèì ïîäìíîæå-
ñòâî B ⊂ A, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A , íå ïðèíàäëåæàùèõ
ñâîèì îáðàçàì ïðè îòîáðàæåíèè f :B = {a ∈ A : a 6∈ f(a)} . Ïîñêîëüêó
îòîáðàæåíèå f áèåêòèâíî, òî äîëæåí ñóùåñòâîâàòü òàêîé ýëåìåíò b ∈ A,
÷òî f(b) = B.

Òåïåðü ïîñìîòðèì, ìîæåò ëè ýëåìåíò b ïðèíàäëåæàòü ïîäìíîæåñòâó B.
Åñëè b ∈ B, ò.å. b ∈ f(b), ïîëó÷àåì ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî b 6∈ B . È íàîáîðîò,
åñëè b 6∈ B, ò.å. b 6∈ f(b), òî, çíà÷èò, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ b ∈ B . Â ëþáîì
ñëó÷àå, ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíîå ïðåäïîëîæåíèå
ëîæíî è, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî A íå ðàâíîìîùíî ìíîæåñòâó 2A.

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî 2A ñîäåðæèò ïîäìíîæåñòâî, ðàâíîìîùíîå ìíî-
æåñòâó A (íàïðèìåð, ìíîæåñòâî âñåõ îäíîýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ), à òî-
ãäà èç òîëüêî ÷òî äîêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî #(A) < #(2A) .
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Çàìå÷àíèå 1 Èç òåîðåìû Êàíòîðà ñëåäóåò, ÷òî êàðäèíàëüíûå ÷èñëà íå

èìåþò ìàêñèìàëüíîãî êàðäèíàëüíîãî ÷èñëà, è, çíà÷èò, íå ìîãóò îáðàçî-

âûâàòü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî.

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ

1. Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåïóñòîãî ìíîæåñòâà, êàæäûé ýëåìåíò êîòîðîãî
ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì ïîäìíîæåñòâîì ýòîãî ìíîæåñòâà.

2. Äëÿ êàæäîãî öåëîãî n > 0 ïîñòðîéòå ìíîæåñòâî n, ñîñòîÿùåå ðîâíî
èç n ýëåìåíòîâ, òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ∈ n,

′ ∈ n ëèáî ∈ ′, ëèáî ′ ∈ .

3. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
ñâîéñòâà:

(a) A ∩A = A,

(b) A ∪A = A,

(c) A ∪ ∅ = A,

(d) A ∩ ∅ = ∅.

4. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A è B âêëþ÷åíèå A ⊂ B âûïîë-
íÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A ∩B = A èëè êîãäà A ∪B = B.

5. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè A ⊂ B, òî A ∩B = A, è A ∪B = B.

6. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïîäìíîæåñòâ A,B ⊂ X âêëþ÷åíèå A ⊂ B ýêâèâà-
ëåíòíî âêëþ÷åíèþ (X \B) ⊂ (X \A).

7. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ìíîæåñòâ A è B èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå íåñâÿçíîå
îáúåäèíåíèå

A ∪B = (A \B) t (A ∩B) t (B \A).

8. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ìíîæåñòâ A è B èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå íåñâÿçíîå
îáúåäèíåíèå

A ∩B = A \ (A \B).

9. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ìíîæåñòâ A è B óñëîâèå A ⊂ B ýêâèâàëåíòíî óñëî-
âèþ A \B = ∅.

10. Äîêàæèòå, ÷òî A ∩ (B \ C) = (A ∩B) \ (A ∩ C).

11. Äîêàæèòå, ÷òî (A \B) ∪ (B \A) = (A ∪B) \ (A ∩B).
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12. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A∆B = (A \B) ∪ (B \A). Äîêàæèòå, ÷òî

(A∆B)∆C = A∆(B∆C).

Îòîáðàæåíèÿ ìíîæåñòâ

13. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìíîæåñòâà A \ B è B \ A ðàâíîìîùíû, òî è ìíî-
æåñòâà A èB ðàâíîìîùíû.

14. Ïóñòü ìîùíîñòü êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà A ðàâíà n. Êàêîâà ìîùíîñòü
ìíîæåñòâà 2A âñåõ åãî ïîäìíîæåñòâ (âêëþ÷àÿ ñàìî ìíîæåñòâî A è
ïóñòîå ìíîæåñòâî)?

Êîíñòðóêöèè ìíîæåñòâ

15. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî X êîíå÷íî â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè
îíî íå ðàâíîìîùíî íèêàêîìó ñâîåìó ñîáñòâåííîìó ïîäìíîæåñòâó.

16. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ ñ÷åò-
íûì ìíîæåñòâîì.

17. Äîêàçàòü, ÷òî â êàæäîì áåñêîíå÷íîì ìíîæåñòâå ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷-
íîå ñ÷åòíîå ïîäìíîæåñòâî.

18. Äîêàçàòü, ÷òî Êàæäîå áåñêîíå÷íîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü êàê íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ áåñêîíå÷íûõ
(òîæå ñ÷åòíûõ) ïîäìíîæåñòâ.

19. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî Q ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñ÷åòíî.

20. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè è � ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà, òî èx îáúåäèíåíèå A ∪
� ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî.

21. Äîêàçàòü, ÷òî îáúåäèíåíèå ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâà ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ åñòü
ìíîæåñòâî ñ÷åòíîå.

22. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìíîæåñòâà X è Y ñ÷åòíû, òî äåêàðòîâî ïðîèçâå-
äåíèå X × Y òîæå ñ÷åòíî.

23. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöè-
åíòàìè íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.

24. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.

25. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè îòîáðàæåíèå f : X−→Y ñþðúåêòèâíî, à ìíîæåñòâî
X ñ÷åòíî, òî Y íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.
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26. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè îòîáðàæåíèå f : X−→Y èíúåêòèâíî, à ìíîæåñòâî
Y ñ÷åòíî, òî X íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.

27. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî X ñ÷åòíî, òî ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ
ïîäìíîæåñòâ â X òîæå ñ÷åòíî.

28. Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë íåñ÷åòíî.

29. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè X � íåñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, à A � åãî ñ÷åòíîå ïîä-
ìíîæåñòâî, òî #(X \A) = #(X).

30. Íà ïëîñêîñòè R2 ðàññûïàíû "êíîïêè"áåç ïåðåñå÷åíèé, ò.å. òàêèå ïîä-
ìíîæåñòâà, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç îáúåäèíåíèÿ òðåõ îòðåçêîâ
ñ îáùèì íà÷àëîì. Äîêàçàòü, ÷òî ñåìåéñòâî òàêèõ "êíîïîê"íå áîëåå
÷åì ñ÷åòíî.

31. Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë íåñ÷åòíî.

32. Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë íåñ÷åòíî.
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