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Òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà

Òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî X ñ
ôèêñèðîâàííîé äîïîëíèòåëüíîé ñòðóêòóðîé. Ýòà äîïîëíèòåëüíàÿ ñòðóêòó-
ðà çàäàåòñÿ êàê ñåìåéñòâî T ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X, êîòîðîå óäîâëå-
òâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. Ïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ∅ è âñå ìíîæåñòâî X ïðèíàäëåæàò ñåìåéñòâó T ;

2. Åñëè ïîäìíîæåñòâà Uα ⊂ X, α ∈ A ïðèíàäëåæàò ñåìåéñòâó T , ò.å.
Uα ∈ T , òî îáúåäèíåíèå

U =
⋃
α∈A

Uα

ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó T , ò.å. U ∈ T . Ìíîæåñòâî èíäåêñîâ A ìîæåò
áûòü ïðîèçâîëüíûì, êîíå÷íûì èëè áåñêîíå÷íûì.
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3. Åñëè ïîäìíîæåñòâà Uα ⊂ X, α ∈ A ïðèíàäëåæàò ñåìåéñòâó T , ò.å.
Uα ∈ T , è ìíîæåñòâî èíäåêñîâ A êîíå÷íî, òî ïåðåñå÷åíèå

U =
⋂
α∈A

Uα

òàêæå ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó T , ò.å. U ∈ T .

Òîïîëîãèè, ñðàâíåíèå òîïîëîãèé

Îïðåäåëåíèå 1 Ìíîæåñòâî X, îñíàùåííîå äîïîëíèòåëüíûì ñåìåéñòâîì

T , îïèñàííûì â ïàðàãðàôå , ò.å. ïàðà (X; T ) íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì

ïðîñòðàíñòâîì. Ñåìåéñòâî T íàçûâàåòñÿ òîïîëîãèåé íà ìíîæåñòâå X,

ôîðìèðóþùåé òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X; T ).

Â ñëó÷àå, êîãäà ýòî íå áóäåò ïðèâîäèòü ê ðàçíî÷òåíèþ, ìû áóäåì îïóñ-
êàòü îáîçíà÷åíèå òîïîëîãèè è êðàòêî îáîçíà÷àòü òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî ÷åðåç X, ïîäðàçóìåâàÿ, ÷òî òîïîëîãèÿ T ôèêñèðîâàíà (è èçâåñòíà).

Ýëåìåíòû x ∈ X íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
X.

Ïîäìíîæåñòâà U ⊂ X èç ñåìåéñòâà T , ò.å. U ∈ T íàçûâàþòñÿ îòêðû-

òûìè ïîäìíîæåñòâàìè òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X; T ).

Ïðîñòåéøèå ïðèìåðû

• Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî. Ïóñòü T ñîñòîèò èç âñåõ ïîäìíî-
æåñòâ ìíîæåñòâàX, ò.å. T = 2X ñîãëàñíî òðàäèöèîííîìó îáîçíà÷åíèþ
èç àáñòðàêòíîé òåîðèè ìíîæåñòâ. Ñåìåéñòâî T çàäàåò òîïîëîãèþ íà
ìíîæåñòâå X. Òàê ïîëó÷àþùååñÿ òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X; T )
íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíûì ïðîñòðàíñòâîì .

• Íà òîì æå ìíîæåñòâå X ìîæíî çàäàòü äðóãóþ òîïîëîãèþ, ñêàæåì T ′,
ñîñòîÿùóþ òîëüêî èç äâóõ ïîäìíîæåñòâ T ′ = {∅, X}. Òàê ïîëó÷àþùåå-
ñÿ òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X; T ′) íàçûâàåòñÿ àíòèäèñêðåòíûì
ïðîñòðàíñòâîì .

Ïðèâåäåííûå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî íà îäíîì è òîì æå ìíîæåñòâå X
ìîæíî çàäàâàòü ðàçëè÷íûå òîïîëîãèè, ò.å. òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà ñ
îäíèì è òåì æå (ïîäñòèëàþùèì) ìíîæåñòâîì è ðàçëè÷íûìè ñåìåéñòâàìè
T , çàäàþùèìè òîïîëîãèþ íà ìíîæåñòâå X.

Åñëè T è T ′ � äâå òîïîëîãèè íà îäíîì è òîì æå ìíîæåñòâå X, è åñëè âû-
ïîëíåíî óñëîâèå T ⊂ T ′, òî ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òîïîëîãèÿ T ÿâëÿåòñÿ
áîëåå ñëàáîé, ÷åì òîïîëîãèÿ T ′ èëè òîïîëîãèÿ T ′ ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñèëüíîé,
÷åì òîïîëîãèÿ T . Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ïèñàòü T ≺ T ′ èëè T ′ � T .

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ââåäåííûõ òåðìèíîâ òîïîëîãèÿ äèñêðåòíîãî òîïîëîãè-
÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ñèëüíåå òîïîëîãèè àíòèäèñêðåòíîãî ïðîñòðàíñòâà (ñ
îäíèì è òåì æå ïîäñòèëàþùèì ìíîæåñòâîì). Áîëåå òîãî äèñêðåòíàÿ òî-
ïîëîãèÿ ÿâëÿåòñÿ ñàìîé ñèëüíîé òîïîëîãèåé, à àíòèäèñêðåòíàÿ òîïîëîãèÿ
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ÿâëÿåòñÿ ñàìîé ñëàáîé òîïîëîãèåé ñðåäè âñåõ òîïîëîãèé ïîäñòèëàþùåãî
ìíîæåñòâà.

Ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå

Ïóñòü (X; T ) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Íàçîâåì ïîäìíîæåñòâî F ⊂ X
çàìêíóòûì åñëè åãî äîïîëíåíèå U = X \ F ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîäìíî-
æåñòâîì, ò.å. U ∈ T . Òîãäà òîïîëîãèÿ T ìîæåò áûòü çàäàíà ïðè ïîìîùè
ñåìåéñòâà âñåõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ T c = {F ∈ X : X \F ∈ T }, êîòîðîå
óäîâëåòâîðÿåò äâîéñòâåííûì óñëîâèÿì:

1. Ïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ∅ è âñå ìíîæåñòâî X ïðèíàäëåæàò ñåìåéñòâó
T c;

2. Åñëè ïîäìíîæåñòâà Fα ⊂ X, α ∈ A ïðèíàäëåæàò ñåìåéñòâó T c, ò.å.
Fα ∈ T c, òî ïåðåñå÷åíèå

F =
⋂
α∈A

Fα

ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó T c, ò.å. F ∈ T c. Ìíîæåñòâî èíäåêñîâ A ìîæåò
áûòü ïðîèçâîëüíûì, êîíå÷íûì èëè áåñêîíå÷íûì.

3. Åñëè ïîäìíîæåñòâà Fα ⊂ X, α ∈ A ïðèíàäëåæàò ñåìåéñòâó T c, ò.å.
Fα ∈ T c, è ìíîæåñòâî èíäåêñîâ A êîíå÷íî, òî îáúåäèíåíèå

F =
⋃
α∈A

Fα

òàêæå ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó T c, ò.å. F ∈ T c.

Áàçà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ

Çàìûêàíèå è âíóòðåííîñòü ïîäìíîæåñòâà

Çàìûêàíèåì ïîäìíîæåñòâà H ⊂ X òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X; T c)
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî H, îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé

H =
⋂
{F ∈ T c : H ⊂ F}.

Çàìûêàíèå H, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì, ò.å. H ∈ T c,
ïðè÷åì çàìûêàíèå çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà F ñîâïàäàåò ñ íèì ñàìèì:
F = F, F ∈ T c. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîâòîðíîå ïðèìåíåíèå çàìûêàíèÿ îñòàâ-

ëÿåò ðåçóëüòàò íà ìåñòå: (H) = H. Çàìêíóòîå ìíîæåñòâî F îïðåäåëÿåòñÿ
óñëîâèåì F = F .

Äâîéñòâåííûì îáðàçîì, ïåðåõîäÿ ê äîïîëíåíèÿì ïîäìíîæåñòâ, ñêàæåì,
÷òî âíóòðåííîñòüþ ïîäìíîæåñòâà H ⊂ X òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
(X; T ) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî Int (H), îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé

Int (H) =
⋃
{U ∈ T : U ⊂ H} ⊂ H.
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Âíóòðåííîñòü Int (H) ïîäìíîæåñòâà H ⊂ X ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîäìíî-
æåñòâîì, Int (H) ∈ T , è àíàëîãè÷íî îïåðàöèè çàìûêàíèÿ äâîéíîå ïðèìåíå-
íèå îïåðàöèè âíóòðåííîñòè îñòàâëÿåò ðåçóëüòàò íà ìåñòå: Int (Int (H)) =
Int (H). Åñëè U � îòêðûòîå ìíîæåñòâî è U ⊂ H, òî U ⊂ Int (H).

Îêðåñòíîñòü òî÷êè. Òî÷êè ïðèêîñíîâåíèÿ, âíóòðåííèå,

âíåøíèå, ãðàíè÷íûå è ïðåäåëüíûå òî÷êè

Ðàññìîòðèì òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X; T ) è íåêîòîðóþ åãî òî÷êó
x ∈ X. Ïîäìíîæåñòâî H ⊂ X íàçûâàåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x, åñëè
âûïîëíåíî óñëîâèå

x ∈ Int (H) ⊂ H ⊂ X.

Ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà îêðåñòíîñòåé Hα òî÷êè x ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíî-
ñòüþ (òî÷êè x):

x ∈
⋂
α

Int (Hα) ⊂ Int (
⋂
α

Hα).

Òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ïîäìíîæåñòâà H, åñëè H åñòü
îêðåñòíîñòü òî÷êè x. Òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ âíåøíåé òî÷êîé ïîäìíî-
æåñòâà H, åñëè èìååòñÿ îêðåñòíîñòü H ′ òî÷êè x, êîòîðàÿ íå ïåðåñåêàåòñÿ
ñ ïîäìíîæåñòâîì H. Íàêîíåö, òî÷êà x ∈ H íàçûâàåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé

ïîäìíîæåñòâà H, åñëè ýòà òî÷êà íå ÿâëÿåòñÿ íè âíóòðåííåé, íè âíåøíåé
òî÷êîé ïîäìíîæåñòâà H, ò.å. âñÿêàÿ åå îêðåñòíîñòü H ′ ïåðåñåêàåòñÿ êàê ñ
ïîäìíîæåñòâîì H, òàê è ñ åãî äîïîëíåíèåì X \H. Âíóòðåííèå è ãðàíè÷íûå
òî÷êè îáðàçóþò òî÷êè ïðèêîñíîâåíèÿ ïîäìíîæåñòâà H. Ýòî òàêèå òî÷êè,
ó êîòîðûõ âñÿêàÿ îêðåñòíîñòü H ′ ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïîäìíîæåñòâîì H.

Âíóòðåííèå òî÷êè ïîäìíîæåñòâà H îáðàçóþò åãî âíóòðåííîñòü Int (H).
Òî÷êè ïðèêîñíîâåíèÿ ïîäìíîæåñòâà H îáðàçóþò åãî çàìûêàíèå H. Âíåø-
íèå òî÷êè ïîäìíîæåñòâà H îáðàçóþò âíóòðåííîñòü åãî äîïîëíåíèÿ Int (X \
H).

Ñðåäè òî÷åê ïðèêîñíîâåíèÿ ïîäìíîæåñòâà H âûäåëÿþòñÿ ïðåäåëüíûå

òî÷êè è èçîëèðîâàííûå òî÷êè . Òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé
ìíîæåñòâà H, åñëè x ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ïîäìíîæåñòâà H\{x}.
Äðóãèìè ñëîâàìè ó ïðåäåëüíîé òî÷êè x ëþáàÿ åå îêðåñòíîñòü U 3 x èìååò
íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ ïîäìíîæåñòâîì H \ {x}. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå òî÷êà
ïðèêîñíîâåíèÿ x ïîäìíîæåñòâà H íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé òî÷êîé. Ëåãêî
ïðîâåðèòü, ÷òî èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà x ïîäìíîæåñòâà H åìó æå è ïðèíàä-
ëåæèò, x ∈ H. Åñëè ïîäìíîæåñòâî H ñîâïàäàåò ñî âñåì òîïîëîãè÷åñêèì
ïðîñòðàíñòâîì X, òî ïðåäåëüíàÿ òî÷êà x ïîäìíîæåñòâà H ïðîñòî íàçû-
âàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X . Àíàëîãè÷íî,
èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà ïîäìíîæåñòâà H = X íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé òî÷-
êîé òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X . Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî èçîëèðîâàííàÿ
òî÷êà x òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì (îäíîòî÷å÷-
íûì) ïîäìíîæåñòâîì {x} ⊂ X; {x} ∈ T .
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Ïëîòíûå ïîäìíîæåñòâà. Ñåïàðàáåëüíîñòü

Ïîäìíîæåñòâî H ⊂ X òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ ïëîò-

íûì ïîäìíîæåñòâîì, åñëè H = X. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçû-
âàåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì, åñëè â íåì èìååòñÿ ñ÷åòíîå ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî.

Ïîäïðîñòðàíñòâà

Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî H ⊂ X òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà (X; T ). Ïîäìíîæåñòâî H ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñàìîñòîÿòåëüíîå
ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì ìîæíî çàäàòü ñîáñòâåííóþ òîïîëîãèþ. Ðàññìîòðèì
ñïåöèàëüíóþ òîïîëîãèþ T |H íà ìíîæåñòâå H, ñîñòàâëåííóþ èç âñåõ ïîä-
ìíîæåñòâ

T |H = {U ∩H : U ∈ T }.

Ñåìåéñòâî T |H , î÷åâèäíî, îáðàçóåò íåêîòîðóþ òîïîëîãèþ íà ìíîæåñòâå
H. Â ýòîì ñëó÷àå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (H; T |H ) íàçûâàåòñÿ ïîä-

ïðîñòðàíñòâîì â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X; T ), êîòîðîå çàäàåòñÿ
ïîäìíîæåñòâîì H ⊂ X. Òàê æå êàê è â ñëó÷àå ñàìîãî òîïîëîãè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà â ñëó÷àå, êîãäà ýòî íå áóäåò ïðèâîäèò ê ðàçíî÷òåíèþ, ìû áó-
äåì êðàòêî ãîâîðèòü, ÷òî H ⊂ X åñòü ïîäïðîñòðàíñòâî â òîïîëîãè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå X, ïîäðàçóìåâàÿ, ÷òî òîïîëîãèÿ T |H ôèêñèðîâàíà íà ïîä-
ìíîæåñòâå H.

Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî ðàññìîòðåíèå ïîäìíîæåñòâ U ⊂ H ⊂ X
ìîæåò ïðèâîäèòü ê òåðìèíîëîãè÷åñêîé ïóòàíèöå â ïîíÿòèè îòêðûòîãî ïîä-
ìíîæåñòâà. Ìíîæåñòâî U îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì êàê â ìíî-
æåñòâå X, òàê è â ìíîæåñòâå H. Ïîýòîìó âî èçáåæàíèè ïóòàíèöû, ñâîéñòâà
ïîäìíîæåñòâà áûòü îòêðûòûì èëè çàìêíóòûì ñëåäóåò îòíîñèòü èëè ê ïðî-
ñòðàíñòâó X èëè ê åãî ïîäïðîñòðàíñòâó H. Ïîýòîìó â òàêîì ñëó÷àå ìû
áóäåì ãîâîðèòü áîëåå òî÷íî, ÷òî ïîäìíîæåñòâî U îòêðûòî â ïðîñòðàí-

ñòâå X, åñëè U ∈ T , è ÷òî ïîäìíîæåñòâî U îòêðûòî â ïîäïðîñòðàíñòâå
H, åñëè U ∈ T |H . Àíàëîãè÷íî, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîäìíîæåñòâî U çà-

ìêíóòî â ïðîñòðàíñòâå X, åñëè U ∈ T c, è ÷òî ïîäìíîæåñòâî U çàìêíóòî
â ïîäïðîñòðàíñòâå H, åñëè U ∈ T c |H .

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïîíÿòèÿ îòêðûòîãî èëè çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà ìî-
æåò íå çàâèñåòü îò òîãî â êàêîì òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ðàññìàòðè-
âàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî U .

Íàïðèìåð, ïóñòü ïîäïðîñòðàíñòâî H ⊂ X ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîäìíî-
æåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå X. Òîãäà ïîäìíîæåñòâî U ⊂ H ⊂ X ÿâëÿåòñÿ îò-
êðûòûì ïîäìíîæåñòâîì â ïîäïðîñòðàíñòâå H òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îíî ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå X.

Àíàëîãè÷íî, åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî H ⊂ X ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ïîäìíî-
æåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå X, òî ïîäìíîæåñòâî F ⊂ H ⊂ X ÿâëÿåòñÿ çàìêíó-
òûì ïîäìíîæåñòâîì â ïîäïðîñòðàíñòâå H òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî
ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå X.
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1 Ïðèìåðû òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ

Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà

Êëþ÷åâûå ïðèìåðû òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâà äîñòàâëÿþò ïðîñòðàí-
ñòâà ñ äîïîëíèòåëüíîé ñòðóêòóðîé ìåòðèêè íà íåì. Ïóñòü íà ìíîæåñòâå X
çàäàíà âåùåñòâåííî çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ îò äâóõ ïåðåìåííûõ ρ(x, y) ∈ R, x, y ∈
X, ò.å. îòîáðàæåíèå äåêàðòîâîãî êâàäðàòà

ρ : X ×X−→R,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì:

1. ρ(x, y) ≥ 0, ïðè÷åì åñëè ρ(x, y) = 0, òî x = y,

2. äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x, y ∈ X âûïîëíåíî óñëîâèå ñèììåòðèè

ρ(x, y) = ρ(y, x),

3. äëÿ ëþáûõ òðåõ òî÷åê x, y, z ∈ X âûïîëíåíî òàê íàçûâàåìîå íåðàâåí-
ñòâî òðåóãîëüíèêà:

ρ(x, y) ≤ ρ(x, z) + ρ(z, y).

Îïðåäåëåíèå 2 Ôóíêöèÿ ρ íàçûâàåòñÿ ìåòðèêîé, çíà÷åíèå ρ(x, y) íà-

çûâàåòñÿ ðàññòîÿíèåì ìåæäó òî÷êàìè x è y, à ïàðà (X, ρ) íàçûâàåòñÿ

ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Ìíîæåñòâî
Oε(x) = {y ∈ X : ρ(x, y) < ε, ε > 0}

íàçûâàåòñÿ øàðîâîé îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x ðàäèóñà ε, à òî÷êà x ïðè ýòîì
íàçûâàåòñÿ öåíòðîì øàðîâîé îêðåñòíîñòè Oε(x).

Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) çàäàåò íà ìíîæåñòâå X òîïîëîãèþ Tρ
ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: îòêðûòûì ìíîæåñòâîì U ⊂ X, áóäåì ñ÷èòàòü
âñÿêîå ìíîæåñòâî, äëÿ êîòîðîãî ëþáàÿ åãî òî÷êà x ∈ U èìååò íåêîòîðóþ
øàðîâóþ îêðåñòíîñòü öåëèêîì ëåæàùóþ â U , Oε(x) ⊂ U . Ïðîâåðêà àêñèîì
òîïîëîãèè âûòåêàåò èç ñëåäóþùèõ äâóõ íàáëþäåíèé:

1)Âñÿêîå ìíîæåñòâî îòêðûòî, åñëè îíî åñòü îáúåäèíåíèå ñåìåéñòâà øà-
ðîâûõ îêðåñòíîñòåé íåêîòîðûõ ðàäèóñîâ âñåõ ñâîèõ òî÷åê. Ñëåäîâàòåëüíî,
îáúåäèíåíèå ëþáîãî ñåìåéñòâà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ òîæå åñòü îáúåäèíåíèå
øàðîâûõ îêðåñòíîñòåé âñåõ ñâîèõ òî÷åê, à, çíà÷èò, îòêðûòî.

2)Åñëè ó òî÷êè x îäíà øàðîâàÿ îêðåñòíîñòü Oε1(x) ëåæèò â U1, à âòîðàÿ
øàðîâàÿ îêðåñòíîñòü Oε2(x) ëåæèò â U2, òî èõ ïåðåñå÷åíèå Oε1(x) ∩Oε2(x)
ëåæèò â ïåðåñå÷åíèè U1 ∩ U2. Ïåðåñå÷åíèå æå Oε1(x) ∩ Oε2(x) (ñ îäíèì
è òåì æå öåíòðîì x) òîæå ÿâëÿåòñÿ øàðîâîé îêðåñòíîñòü ðàäèóñà ε =
min{ε1, ε2} > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåñå÷åíèå îòêðûòûõ ìíîæåñòâ U1 è U2

îòêðûòî.
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Òåîðåìà 1 Â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, ρ) øàðîâàÿ îêðåñòíîñòü Oε(x)
ëþáîé òî÷êè ëþáîãî ðàäèóñà ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òðåáóåòñÿ ëèøü ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè y ∈ Oε(x), òî íàé-
äåòñÿ òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî δ, ÷òî Oδ(y) ⊂ Oε(x). Òàêîå ÷èñëî ìîæíî
ïîëîæèòü ðàâíûì

δ = ε− ρ(x, y) > 0.

Åñëè z ∈ Oδ(y), òî ýòî çíà÷èò, ÷òî ρ(z, y) < δ. Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî òðå-
óãîëüíèêà, ïîëó÷àåì:

ρ(z, x) ≤ ρ(z, y) + ρ(y, x) < δ + ρ(x, y) = ε),

ò.å. z ∈ Oε(x). Îòêóäà âûòåêàåò âêëþ÷åíèå Oδ(y) ⊂ Oε(x).

1.0.1 Ïðèìåð: Ýâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî

Ýâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî â âèäå àðèôìåòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Rn åñòå-
ñòâåííûì îáðàçîì çàäàåò ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ýâêëèäîâà ïðîñòðàí-
ñòâà x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn è y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn ïî ôîðìóëå

ρ(x,y) = ‖x− y‖ =
√
‖x− y‖2 =

√√√√ n∑
k=1

(xk − yk)2.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ðàññòîÿíèå ρ(x,y) ìîæíî ïîíèìàòü êàê äëèíó ïðÿìîëè-
íåéíîãî îòðåçêà ñ êîíöàìè â òî÷êàõ x è y. Ïîýòîìó íåðàâåíñòâî

ρ(x, y) ≤ ρ(x, z) + ρ(z, y)

â îïðåäåëåíèè ìåòðèêè åñòü íè÷òî èíîå êàê íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà

‖x− y‖ ≤ ‖x− z‖+ ‖z− y‖

â ïëîñêîì òðåóãîëüíèêå, îáðàçîâàííîì âåðøèíàìè x, y è z, ÷òî è îïðàâäû-
âàåò íàçâàíèå "íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà". Ñ äðóãîé ñòîðîíû ðàçâåðíóòîå
íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà â ýâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, âûðàæåííîå â êîîð-
äèíàòàõ òî÷åê x, y è z,√√√√ n∑

k=1

(xk − yk)2 ≤

√√√√ n∑
k=1

(xk − zk)2 +

√√√√ n∑
k=1

(zk − yk)2,

ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèå íåðàâåíñòâà Êîøè.
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Çàìå÷àíèå î íåðàâåíñòâå òðåóãîëüíèêà

Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, ρ) îçíà÷àåò, ÷òî
ðàññòîÿíèå ρ(x, y) ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè x ∈ X è y ∈ X ðàâíî òî÷íîé íèæ-
íåé ãðàíè ñóììû ðàññòîÿíèé äëÿ ïðîèçâîëüíîé öåïî÷êè òî÷åê (x0, x1, x2, . . . , xn),
êîòîðàÿ íà÷èíàåòñÿ â òî÷êå x = x0 è êîí÷àåòñÿ â òî÷êå y = xn:

ρ(x, y) = inf
(x0,x1,x2,...,xn)

{ρ(x0, x1) + ρ(x1, x2) + ρ(x2, x3) + · · ·+ ρ(xn−1, xn)} .

Âûøåïðèâåäåííàÿ òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ íà ïðîñòåéøåé öåïî÷-
êå, ñîñòàâëåííîé èç äâóõ òî÷åê (x0, x1), x = x0, y = x1, ò.å.

(x0, x1) = arg inf
(x0,x1,x2,...,xn)

{ρ(x0, x1) + ρ(x1, x2) + ρ(x2, x3) + · · ·+ ρ(xn−1, xn)} .

Åñëè ôóíêöèÿ ρ(x, y) íå óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà, òî ïðè
ïîìîùè ýòîé ôóíêöèè ìîæíî îïðåäåëèòü óæå íîâóþ ôóíêöèþ, ñêàæåì,
ρ̄(x, y), êîòîðàÿ óæå óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà:

ρ̄(x, y) = inf
(x0,x1,x2,...,xn)

{ρ(x0, x1) + ρ(x1, x2) + ρ(x2, x3) + · · ·+ ρ(xn−1, xn)} ,

ïðè÷åì
ρ̄(x, y) ≤ ρ(x, y).

Â ñëó÷àå, êîãäà ρ̄(x, y) > 0 äëÿ x 6= y, ìû ïîëó÷àåì ìàêñèìàëüíî âîçìîæíóþ
ìåòðèêó ρ̄, êîòîðàÿ íå ïðåâîñõîäèò èñõîäíóþ ôóíêöèþ ρ.

Âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ

Íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîéR1 êàê ÷àñòíîì ñëó÷àå åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà
êàíîíè÷åñêàÿ ìåòðèêà, çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

ρ(x, y) = |x− y|, x, y ∈ R1.

Øàðîâàÿ îêðåñòíîñòü Oε(x) òî÷êè x ∈ R1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòêðûòûé
èíòåðâàë Oε(x) = (x− ε, x+ ε).

Êàæäîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî U ⊂ R1 ïîýòîìó ìîæíî ïðåäñòàâèòü
êàê îáúåäèíåíèå íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà èíòåðâàëîâ :

U =
⋃
α

(xα, yα).

Çäåñü êàæäûé èíòåðâàë (xα, yα) ìîæåò áûòü êàê êîíå÷íûì, òàê è áåñêî-
íå÷íûì. Äðóãèìè ñëîâàìè íàðÿäó ñ îáû÷íûìè èíòåðâàëàìè (xα, yα) äî-
ïóñêàþòñÿ èíòåðâàëû âèäà (−∞, yα), (xα,∞) è (−∞,∞) . Ýòî îáúåäèíåíèå
âûáèðàåòñÿ íåîäíîçíà÷íî: íàïðèìåð, åñëè äâà òàêèõ èíòåðâàëà (xα, yα) è
(xβ , yβ) èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå, ñêàæåì â ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíåíû
íåðàâåíñòâà

xα ≤ xβ < yα ≤ yβ ,
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òî âìåñòî ýòèõ äâóõ èíòåðâàëîâ ìîæíî âçÿòü îäèí áîëüøèé èíòåðâàë (xα, yβ).
Îáúåäèíåíèå îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà U ïðè ïîìîùè èíòåðâàëîâ ÿâ-

ëÿåòñÿ åãî ïîêðûòèåì A = {(xα, yα), α ∈ A}. Åñëè ðàññìîòðåòü äâà òàêèõ
ïîêðûòèÿ A = {(xα, yα), α ∈ A} è B = {(uβ , vβ), β ∈ B}, äëÿ êîòîðûõ âû-
ïîëíÿåòñÿ óñëîâèÿ

U =
⋃
α∈A

(xα, yα),

U =
⋃
β∈B

(uβ , vβ),

òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîêðûòèå A èçìåëü÷àåò ïîêðûòèå B, A ≺ B, åñëè
êàæäûé èíòåðâàë (xα, yα) íàõîäèòñÿ âíóòðè íåêîòîðîãî èíòåðâàëà (uβ , vβ),
β = β(α), ò.å. âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

uβ ≤ xα < yα ≤ vβ .

Ñåìåéñòâî ïîêðûòèé ïîäìíîæåñòâà U èíòåðâàëàìè áóäåò ÷àñòè÷íî óïîðÿ-
äî÷åíî îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèÿ ≺.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îïèñûâàåò ñòðóêòóðó ïðîèçâîëüíîãî îòêðûòîãî ïîä-
ìíîæåñòâà U íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé.

Òåîðåìà 2 Ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííîå ïîêðûòèå ïîäìíîæåñòâà U èí-

òåðâàëàìè, ìàêñèìàëüíîå îòíîñèòåëüíî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà, çàäàâàåìîãî

îòíîøåíèåì ≺. Â ýòîì ïîêðûòèè âñå èíòåðâàëû ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþò-

ñÿ è èõ ñ÷åòíîå ÷èñëî.

Èíòåðâàë âåùåñòâåííûõ ÷èñåë

Èíòåðâàë (0, 1) ⊂ R1 êàê ïîäìíîæåñòâî â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå
R1 âñåõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì, è ïîñêîëüêó (0, 1)
ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì â R1, òî êàæäîå åãî îòêðûòîå ïîäìíî-
æåñòâî U ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R1.
Çíà÷èò, ñîãëàñíî òåîðåìå 2 îòêðûòîå ìíîæåñòâî U ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê îáú-
åäèíåíèå ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ. ×òî êàñàåòñÿ çàìêíóòûõ
ïîäìíîæåñòâ â èíòåðâàëå (0, 1), òî îíè íå îáÿçàíû áûòü çàìêíóòûìè ïîä-
ìíîæåñòâàìè íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé. Íàïðèìåð, ñàì èíòåðâàë (0, 1) çà-
ìêíóò â ïðîñòðàíñòâå (0, 1), íî êàê ïîäìíîæåñòâî âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R1

èíòåðâàë (0, 1) íå çàìêíóò.

Îòðåçîê âåùåñòâåííûõ ÷èñåë

Îòðåçîê [0, 1] ⊂ R1 êàê ïîäìíîæåñòâî â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå R1

ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì, è ïîñêîëüêó ïîäìíîæåñòâî [0, 1] ÿâëÿåòñÿ çà-
ìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì â R1, òî êàæäîå åãî çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî F
ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R1. Îòêðû-
òîå æå ïîäìíîæåñòâî U ⊂ [0, 1] ìîæåò áûòü îïèñàíî ïðè ïîìîùè òåîðåìû 2:
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Âñÿêîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî U ⊂ [0, 1] îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âè-
äå ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ è, áûòü ìîæåò, ïîëóèíòåðâàëîâ
âèäà [0, x), (y, 1] èëè îòðåçêà [0, 1].

Ïðîñòðàíñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë

Ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q ⊂ R1 äàåò íàì ïðèìåð ïîäïðîñòðàíñòâà
â ïðîñòðàíñòâå R1, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ íè îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì, íè
çàìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî ðàöèîíàëü-
íûõ ÷èñåë ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R1 è íå èìååò âíóò-
ðåííèõ òî÷åê. Äðóãèìè ñëîâàìè,

Q = R1, Int (Q) = ∅.

Êàíòîðîâî ñîâåðøåííîå ìíîæåñòâî

Êàíòîðîâî ñîâåðøåííîå ìíîæåñòâî K � ýòî ïîäìíîæåñòâî åäèíè÷íîãî
îòðåçêà K ⊂ [0, 1], ñîñòîÿùåãî èç âñåõ ÷èñåë âèäà

x =

∞∑
k=1

ak
3k
,

ó êîòîðûõ êîýôôèöèåíòû ak ìîãóò ïðèíèìàòü òîëüêî çíà÷åíèÿ 0 èëè 2.
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî êàíòîðîâî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ïîäìíî-
æåñòâîì íà îòðåçêå, à, çíà÷èò, è íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè.

Òîïîëîãèÿ íà óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâàõ

Òîïîëîãèÿ íà ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå

Îïðåäåëåíèå 3 Íà ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâàõ åñòåñòâåííî çà-

äàåòñÿ ñòðóêòóðà òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, òîïîëîãèÿ T� êîòîðîãî
îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè èíòåðâàëîâ (x, y),

(x, y) = {z ∈ X : x ≺ z ≺ y}

èëè ïîëóèíòåðâàëîâ (x,+∞), (−∞, y)

(x,+∞) = {z ∈ X : x ≺ z}, (−∞, y) = {z ∈ X : z ≺ y}.

Ìíîæåñòâî U ⊂ X ñ÷èòàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíå-

íèåì íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà èíòåðâàëîâ èëè ïîëóèíòåðâàëîâ.

Ïðîâåðêà ñâîéñòâ òîïîëîãèè ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå òîãî ôàêòà, ÷òî ïåðåñå÷å-
íèå äâóõ (ïîëó)èíòåðâàëîâ (x, y) è (u, v) ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïóñòûì ìíîæåñòâîì,
ëèáî (ïîëó)èíòåðâàëîì.
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Òåîðåìà 3 Â ïðèìåðå ìíîæåñòâà âñåõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R1 òîïîëî-

ãèÿ ëèíåéíîãî ïîðÿäêà T� ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêîé òîïîëîãèåé ìåòðèêè

íà âåùåñòâåííûõ ÷èñëàõ.

Ïóñòü (X,�) � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, à Y ⊂ X � íåêîòî-
ðîå åãî ïîäìíîæåñòâî. Òîãäà íà ïîäìíîæåñòâå Y , ñ îäíîé ñòîðîíû, ìîæíî
çàäàòü ëèíåéíûé ïîðÿäîê �Y , ïîðîæäàåìûé ëèíåéíûì ïîðÿäêîì íà X, à ñ
äðóãîé ñòîðîíû, äâå òîïîëîãèè: îäíà òîïîëîãèÿ TY , ïîðîæäåííàÿ òîïîëî-
ãèåé îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà X, è äðóãàÿ T�Y

, ïîðîæäåííàÿ ïîðÿäêîì
�Y íà ïîäìíîæåñòâå Y .

Òåîðåìà 4 Ýòè äâå òîïîëîãèè, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñîâïàäàþò, íî òîïîëî-

ãèÿ T�Y
ñëàáåå, ÷åì òîïîëîãèÿ TY :

T�Y
� TY .

Äåéñòâèòåëüíî, îòêðûòîå ìíîæåñòâî â òîïîëîãèè T�Y
åñòü îáúåäèíåíèå

èíòåðâàëîâ (x, y)�Y
⊂ Y . Êàæäûé òàêîé èíòåðâàë åñòü ïåðåñå÷åíèå èíòåð-

âàëà (x, y)� ñ ïîäìíîæåñòâîì Y , ò.å. ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì â
òîïîëîãèè TY .

Èìåþòñÿ ïðèìåðû, êîãäà ýòè äâå òîïîëîãèè íå ñîâïàäàþò:

T�Y
6= TY .

Òåîðåìà 5 Íà ïðèìåð, ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå âñåõ âåùåñòâåííûõ

÷èñåë R1 ïîäìíîæåñòâî Y ⊂ R1, ñîñòîÿùåå èç ïîëóèíòåðâàëà [0, 1) è

îòäåëüíîé òî÷êè {2},
Y = [0, 1) ∪ {2}.

Â òîïîëîãèè TY , ïîðîæäåííîé òîïîëîãèé â ïðîñòðàíñòâå âåùåñòâåííûõ

÷èñåë R1, îäíîòî÷å÷íîå ïîäìíîæåñòâî {2} ⊂ Y , î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ îò-

êðûòûì. Îäíàêî â òîïîëîãèè T�Y
, êîòîðàÿ ïîðîæäàåòñÿ ëèíåéíûì ïî-

ðÿäêîì íà ìíîæåñòâå Y , ýòî ïîäìíîæåñòâî

{2} ⊂ Y íå ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì.

Òîïîëîãèÿ íà ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå.

Íà ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâàõ òîæå åñòåñòâåííî çàäàåòñÿ ñòðóê-
òóðà òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, òîïîëîãèÿ T� êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ìíîæåñòâî U ⊂ X îáúÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì, åñëè äëÿ
ëþáîãî ìàêñèìàëüíîãî ïî âêëþ÷åíèþ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîãî ïîäìíîæå-
ñòâà Y ⊂ X ïåðåñå÷åíèå U ∩ Y ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì â Y ñ
òîïîëîãèåé T�Y

.
Â ÷àñòíîñòè, íà àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå Rk òîïîëîãèÿ ÷àñòè÷íî-

ãî ïîðÿäêà ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêîé òîïîëîãèåé, ïîðîæäåííîé ìåòðèêîé â
Rk. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü U = Oε(x0) � øàðîâàÿ îêðåñòíîñòü ðàäèóñà ε ñ
öåíòðîì â òî÷êå x0 ∈ Rk. Ïóñòü Y ⊂ Rk � ìàêñèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ
ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ïîäìíîæåñòâî â Rk.
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Çàäà÷è

Òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà

1. Ïóñòü X � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî è T = { ⊂ : \ êîíå÷íî èëè A = ∅}.
Äîêàæèòå, ÷òî T ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé íà X.

2. Ïîêàçàòü, ÷òî íà áåñêîíå÷íîì ïîëóèíòåðâàëå X = (0,+∞) ñåìåéñòâî
ïîäìíîæåñòâ {∅, (a,+∞), 0 ≤ a < +∞} îáðàçóåò íåêîòîðóþ òîïîëî-
ãèþ.

3. Ïîêàçàòü, ÷òî ïîëóèíòåðâàë [a, b) ⊂ R ïðåäñòàâèì êàê îáúåäèíåíèå
çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ è êàê ïåðåñå÷åíèå îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ
íå âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R.

4. Ïîêàçàòü ÷òî ìíîæåñòâî A = {0} ∪ { 1n}
∞
n=1 çàìêíóòî íà âåùåñòâåííîé

ïðÿìîé R.

5. Äîêàæèòå, ÷òî âñåâîçìîæíûå áåñêîíå÷íûå àðèôìåòè÷åñêèå ïðîãðåñ-
ñèè, ñîñòîÿùèå èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, îáðàçóþò áàçó íåêîòîðîé òîïî-
ëîãèè â N.

6. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî U îòêðûòî, à ìíîæåñòâî F çàìêíóòî,
òî U \ F îòêðûòî, a F \ U çàìêíóòî.

7. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòêðûòûõ ìíî-
æåñòâ çàìûêàíèå ëþáîãî èç íèõ íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ äðóãèì.

8. Äîêàçàòü, ÷òî A ∪B = Ā ∪ B̄; A ∩B = Ā ∩ B̄. (Âçÿòî èç [?], ñòð. 92,
çàäà÷à 13.20).

9. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìíîæåñòâà U è V îòêðûòû è íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî
Int (U) ∩ Int (V ) = ∅.

10. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì âñå îäíîòî÷å÷íûå ìíîæå-
ñòâà çàìêíóòû è îäíîâðåìåííî ëþáûå äâà íåïóñòûõ îòêðûòûõ ìíî-
æåñòâà ïåðåñåêàþòñÿ).

11. Äîêàæèòå, ÷òî, åñëè êàæäàÿ îòäåëüíàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì
ìíîæåñòâîì, òî êàæäîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì íåêîòîðîãî
ñåìåéñòâà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ.

12. Íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R1 ïîñòðîèòü òðè ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ îò-
êðûòûõ ìíîæåñòâà, èìåþùèõ îáùóþ ãðàíèöó

13. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X íåò äðóãèõ
ïëîòíûõ ïîäìíîæåñòâ êðîìå ñàìîãî X, òî ïðîñòðàíñòâî X äèñêðåòíî.

14. Ïðèâåäèòå ïðèìåð òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì èìååò-
ñÿ îäíîòî÷å÷íîå ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî, à ñàìî ïðîñòðàíñòâî ñîñòîèò
áîëåå ÷åì èç îäíîé òî÷êè.
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15. Âåðíî ëè, ÷òî îáúåäèíåíèå ïëîòíûõ ïîäìíîæåñòâ ïëîòíî?

16. Âåðíî ëè, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ïëîòíûõ ïîäìíîæåñòâ ïëîòíî?

17. Ïîêàæèòå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå äâóõ (êîíå÷íîãî ñåìåéñòâà) ïëîòíûõ îò-
êðûòûõ ïîäìíîæåñòâ ïëîòíî.

18. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâà ïëîòíûõ îòêðûòûõ
ïîäìíîæåñòâ íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R1 ïëîòíî.

Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà

19. Ïóñòü ρ1 è ρ2 äâå ìåòðèêè íà ìíîæåñòâå X. Ïîêàçàòü, ÷òî ρ3 = ρ1 +ρ2
òîæå ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé.

20. Ïóñòü ρ1 è ρ2 äâå ìåòðèêè íà ìíîæåñòâå X. Ïîêàçàòü, ÷òî ρ3 =
max{ρ1, ρ2} òîæå ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé.

21. Ïóñòü ρ1 è ρ2 äâå ìåòðèêè íà ìíîæåñòâå X. ßâëÿåòñÿ ëè ìåòðèêîé
ôóíêöèÿ ρ3 = min{ρ1, ρ2} ?

22. Ïóñòü ρ1 � ìåòðèêà íà ìíîæåñòâå X. Ïîêàçàòü, ÷òî ρ2 = ρ1
1+ρ1

òîæå
ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé. ßâëÿþòñÿ ëè ìåòðèêè ρ1 è ρ2 ýêâèâàëåíòíûìè?

23. Ïóñòü ρ1 � ìåòðèêà íà ìíîæåñòâå X. Ïîêàçàòü, ÷òî ρ2 = min{ρ1, 1}
òîæå ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé. ßâëÿþòñÿ ëè ìåòðèêè ρ1 è ρ2 ýêâèâàëåíò-
íûìè?

24. Ïóñòü ρ1 � ìåòðèêà íà ìíîæåñòâå X. Ïîêàçàòü, ÷òî ρ2 = f(ρ1) òî-
æå ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé, åñëè f � ìîíîòîííî íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ.
ïðè÷åì f(0) = 0 è f(x+ y) ≤ f(x) + f(y).

25. Îáîáùèòü ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó íà ñëó÷àé äâóõ ìåòðèê: Ïóñòü ρ1 è
ρ2 äâå ìåòðèêè íà ìíîæåñòâå X. Ïîêàçàòü, ÷òî ρ3 = f(ρ1, ρ2) òîæå
ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé, åñëè ôóíêöèÿ f � ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî íåóáûâàþ-
ùàÿ ôóíêöèåé îòíîñèòåëüíî ïàðû ïåðåìåííûõ, ïðè÷åì f(0, 0) = 0 è
f(x+ y, u+ v) ≤ f(x, u) + f(y, v).

26. Ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì èìå-
åòñÿ äâà øàðà, ïðè÷åì øàð ñ áîëüøèì ðàäèóñîì ñîäåðæèòñÿ â øàðå ñ
ìåíüøèì ðàäèóñîì. Ïîêàæèòå, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå áîëüøèé ðàäèóñ íå
ïðåâûøàåò óäâîåííîãî ìåíüøåãî ðàäèóñà.

27. Ïîêàæèòå, ÷òî îòðåçîê [a, b] â ýâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn çàäàåòñÿ
óñëîâèåì

[a, b] = {x ∈ Rn : ρ(a, x) + ρ(x, b) = ρ(a, b).

Îïèñàòü àíàëîãè÷íûå "îòðåçêè"â ìåòðèêå ρp.
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28. Ïîêàçàòü, ÷òî âñå ìåòðèêè ρp â ïðîñòðàíñòâå R
n çàäàþò îäíó è òó æå

òîïîëîãèþ.

29. Ïîêàçàòü, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå C[0, 1]
äâå ìåòðèêè, çàäàâàåìûå ôîðìóëàìè

ρ1(f, g) =

∫ 1

0

|f(t)− g(t)|dt,

ρ2(f, g) =

√∫ 1

0

|f(t)− g(t)|2dt,

çàäàþò íåýêâèâàëåíòíûå òîïîëîãèè.

30. Ïóñòü G ⊂ R1 � îòêðûòîå ìíîæåñòâî íà íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé. Äî-
êàçàòü, ÷òî G åñòü îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ. (Âçÿòî
èç [?], ñòð. 91, çàäà÷à 13.13).

31. Ïîêàçàòü, ÷òî â ýâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèÿ

ρp(x, y) =

(
n∑
i=1

|xi − yi|p
) 1

p

çàäàåò íåêîòîðóþ ìåòðèêó.

32. Ïðîñòðàíñòâî lp ñ ìåòðèêîé

ρp(x, y) =

( ∞∑
i=1

|xi − yi|p
) 1

p

ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.
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