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Êîíñòðóêöèè òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ

Íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ

Îïðåäåëåíèå 1 Íà íåñâÿçíîì îáúåäèíåíèè X t Y äâóõ òîïîëîãè÷åñêèõ

ïðîñòðàíñòâ X è Y òîïîëîãèÿ çàäàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì îáðàçîì: ïîäìíî-

æåñòâî U ⊂ X t Y ñ÷èòàåòñÿ îòêðûòûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ïåðåñå÷åíèå U ∩X îòêðûòî â X, à ïåðåñå÷åíèå U ∩ Y îòêðûòî â Y .

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ òîïîëîãèÿ íà íåñâÿçíîì îáúåäèíåíèè
∐
α
Xα

ïðîèçâîëüíîãî ñåìåéñòâà òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ Xα: ïîäìíîæåñòâî
U ⊂

∐
α
Xα ñ÷èòàåòñÿ îòêðûòûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïåðåñå÷åíèå

U ∩Xα îòêðûòî â Xα äëÿ ïðîèçâîëüíîãî èíäåêñà α. Â ÷àñòíîñòè, êàæäîå
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ñëàãàåìîå Xα ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì â íåñâÿçíîì îáúåäèíåíèè∐
α
Xα.

Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ

Îïðåäåëåíèå 2 Ïóñòü Z = X × Y � äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå äâóõ òî-

ïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ X è Y . Òîïîëîãèÿ â äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè

çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì êàíîíè÷åñêèì îáðàçîì: Ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ âè-

äà U × V ⊂ X × Y , ó êîòîðûõ ïîäìíîæåñòâî U îòêðûòî â X, à ïîä-

ìíîæåñòâî V îòêðûòî â Y , îáúÿâëÿåòñÿ áàçîé îòêðûòûõ ìíîæåñòâ â

òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà Z.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîäìíîæåñòâî W ⊂ X × Y ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæå-
ñòâîì, åñëè äëÿ ëþáîé åãî òî÷êè (x, y) ∈ X ×Y èìåþòñÿ òàêèå îêðåñòíîñòè
x ∈ U ⊂ X è y ∈ V ⊂ Y , ÷òî

(x, y) ∈ U × Y ⊂W ⊂ X × Y.

Çàìåòèì, ÷òî äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå W = U × V äâóõ îòêðûòûõ ïîä-
ìíîæåñòâ U ⊂ X è V ⊂ Y ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì â X × Y .
Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ íå âåðíî: îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî W ⊂ X × Y íå
îáÿçàíî áûòü äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì, êàê ïîêàçûâàåò íèæåñëåäóþùèé
ïðèìåð ýâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Ðàçîáðàòü áîëåå ïîäðîáíî!

Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ýâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ

Òåîðåìà 1 Òîïîëîãèÿ â ýâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn ñîâïàäàåò ñ òîïî-

ëîãèåé â äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè
n∏
k=1

R1
k, ãäå R

1
k � êîïèÿ îäíîìåðíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà R1.

Ñõîäèìîñòü â äåêàðòîâûõ ïðîèçâåäåíèÿõ

Òåîðåìà 2 Íàïðàâëåííîñòü zα = (xα, yα) ∈ X × Y èìååò ïðåäåë òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò ïðåäåëû íàïðàâëåííîñòåé xα, yα, ïðè÷åì

lim
α−→∞

zα = ( lim
α−→∞

xα, lim
α−→∞

yα).

Íåïðåðûâíîñòü êàíîíè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé

Âëîæåíèå â íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå

Òåîðåìà 3 Êàíîíè÷åñêèå âëîæåíèÿ

iX : X ↪→ X t Y è iY : Y ↪→ X t Y

íåïðåðûâíû.
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Ïðîåêöèè â äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè

Òåîðåìà 4 Êàíîíè÷åñêèå ïðîåêöèè pX : X × Y−→X è pY : X × Y−→Y

pX(x, y) ≡ x; pY (x, y) ≡ y; x ∈ X; y ∈ Y

íåïðåðûâíû.

Ãðàôèê íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ

Íàïîìíèì, ÷òî ãðàôèê îòîáðàæåíèÿ f : X−→Y ýòî ïîäìíîæåñòâî Γf ⊂
X × Y .

Òåîðåìà 5 Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî Y õàóñäîðôîâî. Åñëè îòîáðàæåíèå f :
X−→Y òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ íåïðåðûâíî, òî ãðàôèê Γf ⊂ X × Y
ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì â äåêàðòîâîì

ïðîèçâåäåíèè X × Y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : X−→Y íåïðåðûâíî. Ïîêà-
æåì, ÷òî ãðàôèê îòîáðàæåíèÿ Γf ⊂ X × Y åñòü çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî.
Äëÿ ýòîãî ïðîâåðèì, ÷òî , åñëè zα = (xα, yα) ∈ Γf ⊂ X × Y íåêîòîðàÿ
íàïðàâëåííîñòü, èìåþùàÿ ïðåäåë

lim
α−→∞

zα = z0 = (x0, y0).

Ñîãëàñíî òåîðåìå 2 ñóùåñòâóåò ïîêîîðäèíàòíûå ïðåäåëû

lim
α−→∞

xα = x0,

lim
α−→∞

yα = y0.

Ïîñêîëüêó (xα, yα) ∈ Γf , òî yα = f(xα). Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå f íåïðå-
ðûâíî, òî ïî òåîðåìå ??

lim
α−→∞

yα = lim
α−→∞

f(xα) = f(x0).

Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî Y õàóñäîðôîâî, ïðåäåë íàïðàâëåííîñòè åäèíñòâå-
íåí, ò.å ïîëó÷àåì, ÷òî y0 = f(x0). Ñëåäîâàòåëüíî, z0 = (x0, y0) ∈ Γf , ÷òî è
îçíà÷àåò, ÷òî ïîäìíîæåñòâî Γf çàìêíóòî.

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå âîîáùå ãîâîðÿ íåâåðíî. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì
ñëåäóþùåå îòîáðàæåíèå f : R1−→R1,

f(x) = 1
x , x 6= 0, f(0) = 0.

Ýòî îòîáðàæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì, â òî âðåìÿ êàê åãî ãðàôèê
Γf ⊂ R2 ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì.
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Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå (áåñêîíå÷íîãî) ñåìåéñòâà òîïî-
ëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ {Xα}α∈A è èõ äåêàð-
òîâî ïðîèçâåäåíèå X =

∏
α∈A

Xα. Íàïîìíèì, ÷òî íà ìíîæåñòâå X èìåþòñÿ

åñòåñòâåííûå ïðîåêöèè pα : X−→Xα íà ñîîòâåòñòâóþùèé ñîìíîæèòåëü Xα.

Îïðåäåëåíèå 3 Íà ìíîæåñòâå X çàäàäèì òîïîëîãèþ, ó êîòîðîé ïðåäáà-

çà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ çàäàåòñÿ êàê âñåâîçìîæíûå ïðîîáðàçû {p−1α (U)}
îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ U ⊂ Xα, α ∈ A.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîäìíîæåñòâà p−1α (U) ⊂ X, êîòîðûå îáðàçóþò ïðåä-
áàçó (Ïðîâåðèòü íàëè÷èå îïðåäåëåíèÿ!) òîïîëîãèè â X, èìåþò âèä

p−1α (U) = U ×
∏
β 6=α

Xβ .

Ïðè ýòîì áàçà òîïîëîãèè, ïîðîæäåííàÿ óêàçàííîé ïðåäáàçîé, ñîñòîèò èç
âñåâîçìîæíûõ äåêàðòîâûõ ïðîèçâåäåíèé âèäà

k∏
i=1

Uαi ×
∏
β 6=αi

Xβ .

Îïðåäåëåíèå 4 Ïðèâåäåííàÿ òîïîëîãèÿ â äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè òî-

ïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ íàçûâàåòñÿ òèõîíîâñêîé òîïîëîãèåé, à òîïî-

ëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ýòîé òîïîëîãèåé íàçûâàåòñÿ òèõîíîâñêèì ïðî-

èçâåäåíèåì òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ Xα.

Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 6 Òîïîëîãèÿ òèõîíîâñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ X =
∏
α∈A

Xα ÿâëÿåò-

ñÿ ìèíèìàëüíîé òîïîëîãèåé íà ìíîæåñòâå X, äëÿ êîòîðîé âñå ïðîåêöèè

pXα : X−→Xα íåïðåðûâíû.

Â ñëó÷àå, êîãäà ñåìåéñòâî ñîìíîæèòåëåé {Xα}α∈A êîíå÷íî, áàçà òîïî-
ëîãèè â äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè X =

∏
α∈A

Xα çàäàåòñÿ âñåâîçìîæíûìè

ïðîèçâåäåíèÿìè U =
∏
α∈A

Uα îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ Uα ⊂ Xα. (Â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ ðàíåå ïðèâåäåííûì îïðåäåëåíèåì!)

Òåîðåìà 7 Åñëè âñå ïðîñòðàíñòâà Xα õàóñäîðôîâû, òî èõ òèõîíîâñêîå

ïðîèçâåäåíèå X =
∏
α∈A

Xα ÿâëÿåòñÿ õàóñäîðôîâûì ïðîñòðàíñòâîì.
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Ôàêòîð òîïîëîãèÿ.

Îïðåäåëåíèå ôàêòîð òîïîëîãèè.

Òðè âàæíûõ ïðèìåðà ôàêòîð ïðîñòðàíñòâ. (ïî Ward)

Âåùåñòâåííîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî.

Ëåíòà Ìåáèóñà.

Òîð.

Äðóãèå ïðèìåðû.

Áóòûëêà Êëåéíà.

Êîíóñû è öèëèíäðû îòîáðàæåíèé

Íàäñòðîéêà.

5


