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Êîìïàêòíûå ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå 1 Ïðåäåë íàïðàâëåííîñòè è ïðåäåëüíàÿ òî÷êà íàïðàâëåí-

íîñòè.

Ñêàæåì, ÷òî íàïðàâëåííîñòü xα, α ∈ A, èìååò ïðåäåëüíóþ òî÷êó

x0, åñëè äëÿ ëþáîé îòêðûòîé îêðåñòíîñòè U 3 x è ëþáîãî èíäåêñà α ∈ A
ñóùåñòâóåò áîëüøèé èíäåêñ β � α, äëÿ êîòîðîãî xβ ∈ U .

Òåîðåìà 1 Íàïðàâëåííîñòü èìååò ïðåäåëüíóþ òî÷êó òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà îíà èìååò ïîäíàïðàâëåííîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê ýòîé òî÷êå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íàïðàâëåííîñòü xα, α ∈ A èìååò ïðåäåëü-
íóþ òî÷êó x0 ∈ X. Ðàññìîòðèì íîâóþ íàïðàâëåííîå ìíîæåñòâî B, ñîñòîÿ-
ùóþ èç âñåõ ïàð (α,U), ãäå U 3 x � ïðîèçâîëüíàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x, a
α ∈ A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ xα ∈ U . Ñèñòåìà îêðåñòíîñòåé U = {U 3 x}
îáðàçóåò íàïðàâëåííîå ñåìåéñòâî. Ìíîæåñòâî B ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì
â äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè B ⊂ A × U, è, çíà÷èò ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷å-
íî. Â äåéñòâèòåëüíîñòè æå ìíîæåñòâî B íàïðàâëåíî. Â ñàìîì äåëå, åñëè
(α,U), (β, V ) ∈ B, òî â ñèëó òîãî, ÷òî òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé, ñóùå-
ñòâóåò òàêîé èíäåêñ γ � α, γ � β, äëÿ êîòîðîãî xγ ∈ U∩V , ÷òî è îçíà÷àåò,
÷òî ìíîæåñòâî B íàïðàâëåíî. Íàïðàâëåííîå ìíîæåñòâî B êîíôèíàëüíî íà-
ïðàâëåííîìó ìíîæåñòâó A, ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå f : B−→A, f(α,U) =
α, ìîíîòîííî è äëÿ ëþáîãî èíäåêñà α èìååòñÿ èíäåêñ β � α, äëÿ êîòîðîãî
xβ ∈ U , ò.å. (β, U) ∈ B è f(β, U) � α.

1



Òàêèì îáðàçîì, èìååì ïîäíàïðàâëåííîñòü y(α,U) = xα, (α,U) ∈ B íà-
ïðàâëåííîñòè xα, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê òî÷êå x0.

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû î÷åâèäíî: åñëè ïîäíàïðàâëåííîñòü y(α,U) =
xα, (α,U) ∈ B ñõîäèòñÿ ê òî÷êå x0, òî òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé
íàïðàâëåííîñòè xα.

Îïðåäåëåíèå 2 Ñêàæåì, ÷òî íàïðàâëåííîñòü xα, α ∈ A, ïî÷òè ñîäåð-

æèòñÿ â ïîäìíîæåñòâå Y ⊂ X, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé èíäåêñ α0 ∈ A,
÷òî õâîñò Tα0(xα) ñîäåðæèòñÿ â Y , Tα0(xα) ⊂ Y .

Ñêàæåì, ÷òî íàïðàâëåííîñòü xα, , ÷àñòî áûâàåò â ïîäìíîæåñòâå Y ⊂
X, åñëè êàæäûé õâîñò Tα0

(xα) ïåðåñåêàåòñÿ ñ Y , Tα0
(xα) ∩ Y 6= ∅.

Ñêàæåì, ÷òî íàïðàâëåííîñòü xα, , óíèâåðñàëüíà, åñëè äëÿ ëþáîãî ïîä-

ìíîæåñòâà Y ⊂ X íàïðàâëåííîñòü xα, ïî÷òè ñîäåðæèòñÿ â îäíîì èç

ïîäìíîæåñòâ Y èëè X \ Y .

Òåîðåìà 2 Ó ëþáîé íàïðàâëåííîñòè xα ∈ X, α ∈ A, èìååòñÿ óíèâåðñàëü-
íàÿ ïîäíàïðàâëåííîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî W íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ, ó êî-
òîðîãî âûïîëíÿþòñÿ äâà ñâîéñòâà:

• Åñëè U, V ∈W, òî U ∩ V ∈W;

• Åñëè U ∈W, òî íàïðàâëåííîñòü xα ÷àñòî áûâàåò â U .

Òàêîå ñåìåéñòâî W íàçîâåì ïðèñîåäèíåííûì ê íàïðàâëåííîñòè xα. Âûáå-
ðåì ìàêñèìàëüíîå ñåìåéñòâî W0, ïðèñîåäèíåííîå ê íàïðàâëåííîñòè xα. Ñå-
ìåéñòâî W0 íàïðàâëåíî ïî âêëþ÷åíèþ: U � V ⇔ U ⊂ V . Òîãäà èìååòñÿ
ïîäíàïðàâëåííîñòü yβ ; β ∈ B, íàïðàâëåííîñòè xα; α ∈ A, êîòîðàÿ ïî÷òè
ñîäåðæèòñÿ â êàæäîì U ∈ W0. Â ñèëó ìàêñèìàëüíîñòè ñåìåéñòâà W0 ýòà
ïîäíàïðàâëåííîñòü yβ ; β ∈ B óíèâåðñàëüíà.

Òåîðåìà 3 Óíèâåðñàëüíàÿ íàïðàâëåííîñòü ñõîäèòñÿ ê ëþáîé ñâîåé ïðå-

äåëüíîé òî÷êå.

Òåîðåìà 4 Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà ëþáàÿ íàïðàâëåííîñòü èìååò ïðåäåëüíóþ òî÷êó èëè, ÷òî òî

æå ñàìîå, êîãäà ëþáàÿ íàïðàâëåííîñòü èìååò ñõîäÿùóþñÿ ïîäíàïðàâëåí-

íîñòü. Ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî êîìïàêòíî òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà ëþáàÿ óíèâåðñàëüíàÿ íàïðàâëåííîñòü èìååò ïðåäåë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X êîìïàêòíî è
xα, α ∈ A � íåêîòîðàÿ íàïðàâëåííîñòü. Åñëè òî÷êà y íå ÿâëÿåòñÿ ïðå-
äåëüíîé, òî ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóåò îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü Uy 3 y, äëÿ
êîòîðîé èìååòñÿ òàêîé èíäåêñ α = αy ∈ A, ÷òî åñëè β � αy, òî xβ 6∈ Uy.
Åñëè ó íàïðàâëåííîñòè xα íåò ïðåäåëüíûõ òî÷åê, òî ñèñòåìà îêðåñòíîñòåé
{Uy : y ∈ X} ïîêðûâàåò âñå ïðîñòðàíñòâî X, ò.å.⋃

y∈X
Uy = X.
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Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî X êîìïàêòíî, òî îòêðûòîå ïîêðûòèå {Uy : y ∈
X} èìååò êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå, ò.å. èìååòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê {yk ∈
X, k = 1, . . . N}, äëÿ êîòîðûõ

N⋃
k=1

Uyk = X.

Ïîñêîëüêó ÷èñëî òî÷åê {yk ∈ X, k = 1, . . . N}, êîíå÷íî, òî ñóùåñòâóåò
òàêîé èíäåêñ β ∈ A, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû âñå íåðàâåíñòâà

β � αyk , k = 1, . . . N,

è, çíà÷èò xβ 6∈ Uyk , k = 1, . . . N, ò.å. xβ 6∈
N⋃
k=1

Uyk = X. Ïðîòèâîðå÷èå.

Îáðàòíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñÿêàÿ íàïðàâëåííîñòü ó òîïîëîãè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà X èìååò ïðåäåëüíóþ òî÷êó. Ïîêàæåì, ÷òî X êîìïàêòíî. Ðàñ-
ñìîòðèì íåêîòîðîå îòêðûòîå ïîêðûòèå U = {Uα, α ∈ A}. Äîïóñòèì ïðî-
òèâíîå, ò.å., ÷òî âñÿêîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî B ⊂ A íå äàåò ïîêðûòèÿ
ìíîæåñòâàìè UB = {Uα, α ∈ B}, ò.å.

⋃
UB 6= X. Äðóãèìè ñëîâàìè, èìååòñÿ

òî÷êà xB ∈ X, êîòîðàÿ íå ñîäåðæèòñÿ â îáúåäèíåíèè
⋃
UB ,

xB 6∈
⋃

UB .

Êîíå÷íûå ìíîæåñòâà B ⊂ A îáðàçóþò íàïðàâëåííîå ñåìåéñòâî B =
{B ⊂ A : #(B) < ∞} ïî âêëþ÷åíèþ. Çíà÷èò, ïîëó÷àåì íàïðàâëåííîñòü
{xB , B ∈ B}. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, ýòà íàïðàâëåííîñòü èìååò ïðåäåëüíóþ
òî÷êó, ñêàæåì, x0 ∈ X, êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó ýëåìåíòó îòêðû-
òîãî ïîêðûòèÿ, ò.å. x0 ∈ Uα0

. À òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé èíäåêñ B ∈ B, ÷òî
B � {α0} è xB ∈ Uα0

. Óñëîâèå æå B � {α0} îçíà÷àåò, ÷òî α0 ∈ B, ò.å.
xB 6∈ Uα0

. Ïðîòèâîðå÷èå.

Òåîðåìà 5 (Ëåììà Øóðû-Áóðû) Ïóñòü X êîìïàêòíîå òîïîëîãè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî, U ⊂ X � åãî îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî, F = {Fα, α ∈ A}
ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ òàêîå, ÷òî⋂

F =
⋂
α∈A

Fα ⊂ U.

Òîãäà èìååòñÿ êîíå÷íîå ïîäñåìåéñòâî F0 = {Fα, α ∈ A0 ⊂ A}, äëÿ êîòî-
ðîãî âûïîëíåíî òî æå ñàìîå âêëþ÷åíèå⋂

F0 =
⋂
α∈A0

Fα ⊂ U.

Òåîðåìà 6 (Òåîðåìà Òèõîíîâà) Òèõîíîâñêîå ïðîèçâåäåíèå êîìïàêòíûõ

ïðîñòðàíñòâ êîìïàêòíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Òèõîíîâñêàÿ òîïîëîãèÿ íà ïðîèçâåäåíèè òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ �
ýòî ìèíèìàëüíàÿ òîïîëîãèÿ, â êîòîðîé âñå ïðîåêöèè íà èñõîäíûå ïðîñòðàí-
ñòâà íåïðåðûâíû. Êîíñòðóêòèâíî å¼ ìîæíî òàêæå îïèñàòü ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì: â êà÷åñòâå ïðåäáàçû òîïîëîãèè íà X áåð¼òñÿ ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ
P = {π−1α (U) : U ⊂ Xα � -îòêðûòî }. Áàçà òîïîëîãèè � âñåâîçìîæíûå
êîíå÷íûå ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ èç P, à òîïîëîãèÿ � âñåâîçìîæíûå îáú-
åäèíåíèÿ ìíîæåñòâ èç áàçû.

Òåîðåìà Òèõîíîâà: Åñëè âñå ìíîæåñòâà {Xα : α ∈ A} êîìïàêòíû, òîãäà
êîìïàêòíî è èõ òèõîíîâñêîå ïðîèçâåäåíèå X =

∏
α∈A

Xα.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå Àëåêñàíäåðà î ïðåäáàçå, äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå ïîêðûòèå ýëåìåíòàìè ïðåäáàçû P äîïóñêàåò êîíå÷íîå
ïîäïîêðûòèå.

Ïîêðûòèå ýëåìåíòàìè ïðåäáàçû P åñòü ñåìåéñòâî îòêðûòûõ ìíîæåñòâ
âèäà W = {Wβ = π−1α(β)(Uβ), Uβ ⊂ Xα(β)}. Äëÿ âñÿêîãî ïóñòü � îáúåäè-
íåíèå âñåõ ìíîæåñòâ , äëÿ êîòîðûõ ìíîæåñòâî ñîäåðæèòñÿ â ïîêðûòèè.
Òîãäà íåïîêðûòàÿ ÷àñòü ïðîñòðàíñòâà X, âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé . Ïîñêîëü-
êó ýòî ìíîæåñòâî ïóñòî, ïóñòûì äîëæåí áûòü õîòÿ áû îäèí ñîìíîæèòåëü.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå ïîêðûòèå ïðè íåêîòîðîì ñîäåðæèò -
ïðîîáðàç ïîêðûòèÿ ïðîñòðàíñòâà . Â ñèëó êîìïàêòíîñòè ïðîñòðàíñòâà , èç
åãî ïîêðûòèÿ ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå, è òîãäà åãî ïðîîáðàç
îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ áóäåò êîíå÷íûì ïîäïîêðûòèåì ïðîñòðàíñòâà X.

Òåîðåìà Àëåêñàíäåðà î ïðåäáàçå: Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî êîìïàêò-
íî, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûäåëåíèå êîíå÷íîãî ïîäïîêðûòèÿ äîïóñ-
êàåò êàæäîå ïîêðûòèå, ñîñòàâëåííîå èç ýëåìåíòîâ ïðåäáàçû åãî òîïîëîãèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü â ýòîì êðèòåðèè êîìïàêòíîñòè î÷åâèä-
íà, òàê êàê âñå ýëåìåíòû ïðåäáàçû - îòêðûòûå ìíîæåñòâà.

Äîñòàòî÷íîñòü äîêàçûâàåòñÿ ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü ïðîñòðàí-
ñòâî X íåêîìïàêòíî, õîòÿ âñÿêîå ïîêðûòèå, ñîñòàâëåííîå èç ýëåìåíòîâ ïðåä-
áàçû åãî òîïîëîãèè, äîïóñêàåò âûäåëåíèå êîíå÷íîãî ïîäïîêðûòèÿ. Ïóñòü B
� áàçà òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà X, îáðàçîâàííàÿ ýòîé ïðåäáàçîé P. Êàæ-
äûé å¼ ýëåìåíò åñòü êîíå÷íîå ïåðåñå÷åíèå ýëåìåíòîâ ïðåäáàçû P.

Ìíîæåñòâî S âñåõ âîçìîæíûõ B - ïîêðûòèé ïðîñòðàíñòâà X (òî åñòü
ñîñòàâëåííûõ èç ýëåìåíòîâ áàçû B), íå äîïóñêàþùèõ êîíå÷íîãî ïîäïîêðû-
òèÿ, èíäóêòèâíî óïîðÿäî÷åíî è íåïóñòî, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ìàê-
ñèìàëüíîå (íåðàñøèðÿåìîå) òàêîå ïîêðûòèå S0 . Ýëåìåíòû ïðåäáàçû P,
ñîäåðæàùèåñÿ â ïîêðûòèè S0, íå îáðàçóþò ïîêðûòèÿ ïðîñòðàíñòâà X, òàê
êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èìåëîñü áû ïî ïðåäïîëîæåíèþ êîíå÷íîå ïîäïîêðû-
òèå. Ñëåäîâàòåëüíî, êàêàÿ-òî òî÷êà x ∈ X ïîêðûòà ýëåìåíòîì P1∩P2∩· · ·∩
Pn áàçû B, íî ñàìî ïîêðûòèå S0 íå ñîäåðæèò íè îäèí èç ýòèõ ýëåìåíòîâ
P1, P2, . . . , Pn ïðåäáàçû P.

Äàëåå èñïîëüçóåòñÿ ìàêñèìàëüíîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî ïîêðûòèÿ S0.
Åñëè ìû äîáàâèì ê ïîêðûòèþ S0 ìíîæåñòâî Pi, S0 ∪ {Pi}, òî èç íåãî óæå
ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå, â êîòîðîå äîëæíî âõîäèòü ìíîæå-
ñòâî Pi, ò.å. êîíå÷íîå ñåìåéñòâî {Ui,1, Ui,2, . . . , Ui,mi , Pi} ïîêðûâàåò X. Îáú-
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åäèíÿÿ âñå ýòè ïîäïîêðûòèÿ, âûêèäûâàÿ èç íèõ ìíîæåñòâà Pi è äîáàâëÿÿ
ìíîæåñòâî P1∩P2∩· · ·∩Pn , ïîëó÷àåòñÿ êîíå÷íîå ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâàX,
ÿâëÿþùååñÿ ïîäïîêðûòèåì èñõîäíîãî ïîêðûòèÿ S0. Ïðîòèâîðå÷èå (êîíå÷-
íûõ ïîäïîêðûòèé èñõîäíîå ïîêðûòèå íå äîïóñêàëî) äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Äîêàçàòåëüñòâî. [Êîðîòêîå äîêàçàòåëüñòâî.] Ðàññìîòðèì òèõîíîâñîå
ïðîèçâåäåíèå êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ X =

∏
i∈I

Xi. Òî÷êà x ∈ X � ýòî

íàáîð åå êîîðäèíàò x = {xi}, xi ∈ Xi, i ∈ I.
Ïóñòü xα, α ∈ A � íåêîòîðàÿ óíèâåðñàëüíàÿ íàïðàâëåííîñòü â ïðîñòðàí-

ñòâå X. Òîãäà êàæäàÿ òî÷êà xα çàäàåòñÿ ñâîèìè êîîðäèíàòàìè

xα = {xiα ∈ Xi}.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì íîìåðå i ∈ I íàáîð xiα, α ∈ A çàäàåò óíèâåð-
ñàëüíóþ íàïðàâëåííîñòü â êîìïàêòíîì ïðîñòðàíñòâå Xi, è, çíà÷èò, èìååò
ïðåäåë, ñêàæåì ñêàæåì yi ∈ Xi. Ðàññìàòðèâàÿ òî÷êè {yi, i ∈ I} êàê êî-
îðäèíàòû, ïîëó÷àåì òî÷êó y ∈ X, y = {yi, i ∈ I}. Ïîêàæåì, ÷òî òî÷êà y
ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì äëÿ óíèâåðñàëüíîé íàïðàâëåííîñòè xα, α ∈ A. Äëÿ ýòî-
ãî ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ îêðåñòíîñòü V òî÷êè y. Ýòà îêðåñòíîñòü áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåò èìåòü âèä

V =

N∏
k=1

Uik ×
∏

j 6=i1,...,iN

Xj .

Èìåþòñÿ òàêèå èíäåêñû αk, ÷òî õâîñò ëåæèò â îêðåñòíîñòè: Tαk
(xkα) ⊂

Uik . Çíà÷èò, èìååòñÿ îáùèé èíäåêñ α0 � αk, 0 ≤ k ≤ N , ò.å. Tα0(xα) ⊂ V ,
ò.å. óíèâåðñàëüíàÿ íàïðàâëåííîñòü xα, α ∈ A ñõîäèòñÿ ê òî÷êå y.

0.0.1 Ïåðâàÿ àêñèîìà ñ÷åòíîñòè

0.0.2 Âòîðàÿ àêñèîìà ñ÷åòíîñòè

Òåîðåìà 7 Åñëè ïðîñòðàíñòâî óäîâëåòâîðÿåò âòîðîé àêñèîìå ñ÷¼òíî-

ñòè, òî îíî ñåïàðàáåëüíî.

Òåîðåìà 8 Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà è ëþáûå èõ ïîäïðîñòðàíñòâà ñåïà-

ðàáåëüíû è óäîâëåòâîðÿåò âòîðîé àêñèîìå ñ÷¼òíîñòè.

Òåîðåìà 9 (Óðûñîí) Íîðìàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ñî âòîðîé àêñèîìîé ñ÷åò-

íîñòè ìåòðèçóåìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {Uα} � ñ÷åòíàÿ áàçà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ â
òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X. Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî X íîðìàëüíî, òî
äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ X è ýëåìåíòà áàçû Uα 3 x íàéäåòñÿ äðóãîé ýëåìåíò áà-
çû Uβ 3 x, β = β(α) òàêîé , ÷òî x ∈ Uβ ⊂ Uβ ⊂ Uα. Ïàðà (α, β), äëÿ êîòîðîé
Uβ ⊂ Uβ ⊂ Uα íàçîâåì äîïóñòèìîé ïàðîé. Äëÿ êàæäîé äîïóñòèìîé ïàðû
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(α, β) ïî ëåììå Óðûñîíà ïîñòðîèì íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ ϕα,β : X−→[0, 1],
äëÿ êîòîðîé

ϕα,β(x) ≡ 1, x ∈ Uβ ,
ϕα,β(x) ≡ 0, x 6∈ Uα,

Ñåìåéñòâî äîïóñòèìûõ ïàð ñ÷åòíî, çíà÷èò èõ ìîæíî çàíóìåðîâàòü íà-
òóðàëüíûìè ÷èñëàìè, ò.å. êàæäàÿ ïàðà èìååò âèä (αn, βn). Òîãäà ïîëîæèì
ϕn(x) = ϕαn,βn

(x)

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Q =
∞∏
n=1

[1, 1
2n ]. Ýòî ïðîñòðàíñòâî ìåòðèçóåìî,

ìåòðèêà çàäàåòñÿ ôîðìóëîé: ïóñòü x, y ∈ Q, x = {xn}, y = {yn}, 0 ≤ xn ≤
1
2n , 0 ≤ yn ≤

1
2n ,

ρ(x, y) =

√√√√ ∞∑
k=1

(xn − yn)2.

Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå f : X−→Q ïî ôîðìóëå

f(x) =

{
ϕn(x)

2n

}
∈ Q.

Îòîáðàæåíèå f âçàèìíî îäíîçíà÷íî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x 6= y, òî íàé-
äåòñÿ òàêîé íîìåð n, ÷òî x ∈ Uβn

, y 6∈ Uαn
, çíà÷èò n�ÿ êîîðäèíàòà ó òî÷åê

f(x) è f(y) ðàçëè÷íà, ò.å. f(x) 6= f(y) .
Íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êå x: ïóñòü äàíî ε = 1

2N
> 0. Ïåðâûå

N êîîðäèíàò
{
ϕk(x)
2k

}N
k=1

çàäàþò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, çíà÷èò íàéäåò-

ñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü U 3 x, ÷òî ïðè y ∈ U ïîëó÷àåì√√√√ N∑
k=1

(
ϕk(x)

2k
− ϕk(y)

2k

)2

< ε

èëè
N∑
k=1

(
ϕk(x)

2k
− ϕk(y)

2k

)2

< ε2.

Ëîêàëüíî êîìïàêòíûå ïðîñòðàíñòâà

Ïàðàêîìïàêòíûå ïðîñòðàíñòâà

Ïðèìåðû

Ïðåäêîìïàêòíûå ïîäìíîæåñòâà

Êðèòåðèé êîìïàêòíîñòè ïîäìíîæåñòâ â êîíå÷íîìåðíîì

åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå
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