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Ãîìîòîïèÿ.

Ðàññìîòðèì äâà òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâà X è Y è äâà íåïðåðûâíûõ
îòîáðàæåíèÿ

f0, f1 : X−→Y.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèÿ f0, f1 ãîìîòîïíû è ïèñàòü f0 ∼ f1, åñ-
ëè ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå F äåêàðòîâîãî ïðîèçâåäåíèÿ X×I
ïðîñòðàíñòâà X íà åäèíè÷íûé îòðåçîê âåùåñòâåííûõ ÷èñåë I = [0, 1],

F : X × I−→Y,

äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû òîæäåñòâà

F (x, 0) ≡ f0(x), F (x, 1) ≡ f1(x), x ∈ X.

Îòîáðàæåíèå F íàçûâàåòñÿ ãîìîòîïèåé ìåæäó îòîáðàæåíèÿìè f0 è f1,
à ïðîìåæóòî÷íûå îòîáðàæåíèÿ ft(x) = F (x, t) íàçûâàþòñÿ äåôîðìàöèåé ,
ñîåäèíÿþùåé îòîáðàæåíèÿ f0 è f1 .
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Çàìåòèì, ÷òî åäèíè÷íûé îòðåçîê I â îïðåäåëåíèè ãîìîòîïèè ìîæíî çà-
ìåíèòü íà ïðîèçâîëüíûé îòðåçîê âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, ïîñêîëüêó âñå îò-
ðåçêè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë âèäà [a, b] ãîìåîìîðôíû ìåæäó ñîáîé, à â êà÷å-
ñòâå ãîìåîìîðôèçìà ìåæäó íèìè ìîæíî âûáðàòü ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå.
Íà ïðèìåð, ãîìåîìîðôèçì

ϕ : [0, 1]−→[a, b]

ìîæíî çàäàòü ôîðìóëîé

ϕ(t) = a+ t(b− a), t ∈ [0, 1].

Èç ýòîãî çàìå÷àíèÿ ñëåäóåò, ÷òî îòíîøåíèå ãîìîòîïíîñòè ìåæäó îòîáðà-
æåíèÿìè ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, ò.å. âûïîëíåíû åñòåñòâåí-
íûé ñâîéñòâà îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè:

• f ∼ f ;

• èç f ∼ g ñëåäóåò g ∼ f ;

• åñëè f ∼ g è g ∼ h , òî f ∼ h .

Ïðîâåñòè äîêàçàòåëüíîå ðàññóæäåíèå!!

Îïðåäåëåíèå 1 π(X,Y )

Òåîðåìà 1 Ïóñòü çàäàíû íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ

f0, f1 : X−→Y, g0, g1 : Y−→Z.

Åñëè ãîìîòîïíû îòîáðàæåíèÿ f0 è f1, à òàêæå ãîìîòîïíû îòîáðàæåíèÿ
g0 è g1, òî ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîçèöèè h0 = g0 · f0 è h1 = g1 · f1 òîæå
ãîìîòîïíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåñòè äîêàçàòåëüíîå ðàññóæäåíèå!!

Òåîðåìà 2 Ôóíêòîðèàëüíîñòü:

π(X,Y )× π(Y, Z)−→π(X,Z)

Îïðåäåëåíèå 2 Êàòåãîðèÿ ãîìîòîïè÷åñêèõ òèïîâ

Òåîðåìà 3 Íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ f, g : X−→Y ×Z ãîìîòîïíû òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáå ïðîåêöèè íà ñîìíîæèòåëè, ò.å. êîìïîçèöèè
prX · f , prX · g è prY · f , prY · g, ñîîòâåòñòâåííî, ãîìîòîïíû.

Òåîðåìà 4 Èíà÷å: Äèàãðàììà

π(Z,X × Y )

≈

((

prX //

prY

��

π(Z,X)

π(Z, Y ) π(Z,X)× π(Z, Y )oo

OO

êîììóòàòèâíà.
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Òàêèì îáðàçîì, ñåìåéñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé {f : X−→Y }
ðàçáèâàåòñÿ íà êëàññû ïîïàðíî ãîìîòîïíûõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé.
Êàòåãîðèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ è íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé T OP
òåì ñàìûì ðåäóöèðóåòñÿ äî êàòåãîðèèHT òàê íàçûâàåìûõ ãîìîòîïè÷åñêèõ
òèïîâ: îáúåêòàìè ñëóæàò òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, à ìîðôèçìàìè �
êëàññû ïîïàðíî ãîìîòîïíûõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé.

Ïî àíàëîãèè ñ ïîíÿòèåì ãîìåîìîðôèçìà â êàòåãîðèè T OP òîïîëîãè÷å-
ñêèõ ïðîñòðàíñòâ, â êàòåãîðèè HT ãîìîòîïè÷åñêèõ òèïîâ ââîäèòñÿ ïîíÿòèå
ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ . Íàïîì-
íèì (ñì. ??), ÷òî ïîä ãîìåîìîðôèçìîì ìû ïîíèìàåì îáðàòèìîå íåïðåðûâ-
íîå îòîáðàæåíèå, ò.å. òàêîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
f : X−→Y ïðîñòðàíñòâà X íà ïðîñòðàíñòâî Y, ó êîòîðîãî îáðàòíîå îòîáðà-
æåíèå f−1 : Y−→X òîæå íåïðåðûâíî. Äðóãèìè ñëîâàìè, ê îòîáðàæåíèþ f
èìååòñÿ äðóãîå îòîáðàæåíèå g : Y−→X , ïðè÷åì äâå âîçìîæíûå êîìïîçè-
öèè f è g ÿâëÿþòñÿ òîæäåñòâåííûìè îòîáðàæåíèÿìè, ò.å.

f · g = IdY , g · f = IdX .

Îïðåäåëåíèå 3 Ïîä ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ ìåæäó òîïîëî-
ãè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè X è Y ïîíèìàåòñÿ òàêîå íåïðåðûâíîå îòîá-
ðàæåíèå f : X−→Y , äëÿ êîòîðîãî èìååòñÿ äðóãîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæå-
íèå g : Y−→X , òàêîå ÷òî äâå âîçìîæíûå êîìïîçèöèè f è g ãîìîòîïíû
òîæäåñòâåííûìè îòîáðàæåíèÿì, ò.å.

f · g ∼ IdY , g · f ∼ IdX ,

X

g·f∼IdX

**
f

// Y

f ·g∼IdY

**
g=f−1

// X
f

// Y .

Â ýòîì ñëó÷àå ñàìè òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà X è Y íàçûâàþòñÿ
ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè

Ïðèìåðû

Ïðèâåñòè äîêàçàòåëüñòâà!!

1. Ãîìåîìîðôíûå òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâà-
ëåíòíû.

2. Ýâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Rn ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî îäíîòî÷å÷-
íîìó ïðîñòðàíñòâó {x0} (êîòîðîå ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ R0 ).

3. Çàìêíóòûé äèñê Dn ⊂ Rb , Dn = {x ∈ Rn : x21 + x22 + · + x2n ≤ 1
ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí îäíîòî÷å÷íîìó ïðîñòðàíñòâó.

4. Îòêðûòûé äèñê
◦
Dn⊂ Rb , Dn = {x ∈ Rn : x21 + x22 + · + x2n < 1

ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí îäíîòî÷å÷íîìó ïðîñòðàíñòâó.
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Ñòÿãèâàåìîñòü ïðîñòðàíñòâà ê ñâîåìó ïîäïðîñòðàíñòâó

Îïðåäåëåíèå 4 Ðåòðàêöèÿ, ðåòðàêò, äåôîðìàöèîííûé ðåòðàêò, äåôîð-
ìàöèîííàÿ ðåòðàêöèÿ.

Òåîðåìà 5 Ðåòðàêöèÿ X
f−→A ⊂ X ýòî òàêîå îòîáðàæåíèå f : X−→X,

÷òî f · f = f . Çäåñü A � ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ
f .

Òåîðåìà 6 Ïðèìåðû ðåòðàêòîâ, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ äåôîðìàöèîííûìè
ðåòðàêòàìè

Òåîðåìà 7 Ïðèìåðû: Ëèñò Ìåáèóñà, öèëèíäð � äåôîðìàöèîííûå ðåòðàê-
öèè íà ýêâàòîð

Òåîðåìà 8 Êîíñòðóêöèÿ Áèíãà � äîì ñ äâóìÿ êîìíàòàìè, ó êîòîðîãî
ñòåíêè îáðàçóþò ñòÿãèâàåìîå ïðîñòðàíñòâî.

Òåîðåìà 9 Îñíîâàíèå öèëèíäðà îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ åãî äåôîðìàöèîí-
íûì ðåòðàêòîì.

1 Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà, íàêðûòèÿ, òåîðå-

ìà Âàí-Êàìïåíà.

Ïàðû òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Ïóíêòèðîâàííûå ïðî-

ñòðàíñòâà

Ïàðîé òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ (X,A) íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî X è åãî çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî A ⊂ X . Îòîáðàæåíèåì ïàð
f : (X,A)−→(Y,B) íàçûâàåòñÿ òàêîå îòîáðàæåíèå f : X−→Y , äëÿ êîòîðîãî
âûïîëíåíî óñëîâèå f(A) ⊂ B . Îãðàíè÷åíèå f0 = f |A : A−→B ôîðìèðóåò
òîãäà êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

A

f0
��

⊂ // X

f

��
B

⊂ // Y

(1)

Ïîýòîìó ÷àñòî òàêæå ïèøóò, ÷òî îòîáðàæåíèå ïàð ýòî ïàðà îòîáðàæåíèé
(f, f0) , äëÿ êîòîðîé äèàãðàììà (1) êîììóòàòèâíà.

Åñëè â ïàðå (X,A) ïîäìíîæåñòâî A ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè x0 , òî òî-
ãäà ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ïóíêòèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì èëè ïðî-
ñòðàíñòâîì ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé x0 . Ïðè ýòîì îòîáðàæåíèÿ ïóíêòèðî-
âàííûõ ïðîñòðàíñòâ äîëæíû ïåðåâîäèò îòìå÷åííóþ òî÷êó â îòìå÷åííóþ
òî÷êó. Òàêèå îòîáðàæåíèÿ áóäåì íàçûâàòü ïóíêòèðîâàííûìè îòîáðàæå-
íèÿìè.
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Ãîìîòîïèÿ ïàð
F : X × I−→Y

� ýòî òàêàÿ ãîìîòîïèÿ, êîòîðàÿ ïðè êàæäîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà t ∈ I
îòîáðàæàåò ïîäìíîæåñòâî A â B , ò.å. F åñòü îòîáðàæåíèå ïàðû (X×I, A×
I) â ïàðó (Y, I) . Â ñëó÷àå ïóíêòèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ ãîìîòîïèÿ ïðè
êàæäîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà t ∈ I ïåðåâîäèò îòìå÷åííóþ òî÷êó x0 ∈ X â
îòìå÷åííóþ òî÷êó y0 ∈ Y .

Âñå âûøå ñêàçàííîå ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü êàòåãîðèþ HT0 ïóíêòèðîâàí-
íûõ ãîìîòîïè÷åñêèõ òèïîâ êàê êàòåãîðèþ ïóíêòèðîâàííûõ òîïîëîãè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ, ìîðôèçìû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ êëàññàìè ïîïàðíî ãîìîòîïíûõ
ïóíêòèðîâàííûõ îòîáðàæåíèé.

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà

Ðàññìîòðèì çàìêíóòûé (îðèåíòèðîâàííûé) ïóíêòèðîâàííûé ïóòü â ïóíê-
òèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå êàê íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå åäèíè÷íîãî îòðåç-
êà I äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë â ïðîñòðàíñòâî X ,

γ : [0, 1]−→X,

êîòîðîå íà÷èíàåòñÿ è êîí÷àåòñÿ â îòìå÷åííîé òî÷êå x0 ∈ X , ò.å.

γ(0) = γ(0) = x0.

Äðóãèìè ñëîâàìè, îòîáðàæåíèå γ ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì ïàð

γ : ([0, 1], {0, 1})−→(X,x0).

Êàê è â ñëó÷àå ãîìîòîïèé îòîáðàæåíèé çàìåòèì, ÷òî çàìêíóòûé ïóòü γ
ìîæíî çàäàâàòü ïðè ïîìîùè íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî îò-
ðåçêà [a, b] :

γ : ([a, b], {a, b})−→(X,x0).

Ïðè òîì çàìêíóòûé ïóòü êàê îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî òî÷åê {γ(t)}, t ∈
[a, b] áóäåì ñ÷èòàòü íå çàâèñèìûì îò êàê âûáîðà îðèåíòèðîâàííîãî ïàðà-
ìåòðà t ∈ [a, b], òàê è îò âûáîðà ñàìîãî îòðåçêà [a, b]. Äðóãèìè ñëîâàìè äâà
çàìêíóòûõ ïóòè

γ1 : ([a1, b1], {a1, b1})−→(X,x0), γ2 : ([a2, b2], {a2, b2})−→(X,x0)

áóäåì ñ÷èòàòü ýêâèâàëåíòíûìè (ò.å. íå áóäåì èõ ðàçëè÷àòü), åñëè îäèí ïàðà-
ìåòð ìîæíî çàìåíèòü íà äðóãîé, ò.å.èìååòñÿ ãîìåîìîðôèçì, ñîõðàíÿþùèé
íà÷àëà è, ñîîòâåòñòâåííî, êîíöû îòðåçêîâ

ϕ : [a1, b1]−→[a2, b2], ϕ(a1) = a2, ϕ(b1) = b2,

äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî òîæäåñòâî

γ2(t) = γ1(ϕ(t)), t ∈ [a1, b1].
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Ìíîæåñòâî êëàññîâ ïîïàðíî ãîìîòîïíûõ èëè ýêâèâàëåíòíûõ çàìêíóòûõ
ïóíêòèðîâàííûõ ïóòåé â ïóíêòèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå (X,x0) áóäåò îáî-
çíà÷àòüñÿ ÷åðåç π1(X,x0) . Çàìåòèì, ÷òî ýêâèâàëåíòíûå ïóòè, ïîëó÷àþ-
ùèåñÿ äðóã èç äðóãà ïóòåì çàìåíû ïàðàìåòðà íà îäíîì è òîì æå îòðåç-
êå [a, b] î÷åâèäíûì îáðàçîì ãîìîòîïíû, ïîñêîëüêó ëþáîé ãîìåîìîðôèçì
ϕ : [a, b]−→[a, b] , ñîõðàíÿþùèé íà÷àëî è, ñîîòâåòñòâåííî, êîíåö îòðåçêà,
ãîìîòîïåí òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ.

Âî ìíîæåñòâå π1(X,x0) êëàññîâ ãîìîòîïíûõ ïóòåé åñòåñòâåííûì îáðà-
çîì çàäàåòñÿ îïåðàöèÿ γ1 ∗ γ2 ∈ π(X,x0), γ1, γ2 ∈ π1(X,x0),

∗ : π1(X,x0)× π1(X,x0)−→π1(X,x0),

íàçûâàåìàÿ îïåðàöèåé êîìïîçèöèè èëè óìíîæåíèÿ. Îïåðàöèÿ êîìïîçèöèè
çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì äâà êëàññà çàìêíóòûõ ïóòåé
γ1, γ2 ∈ π1(X,x0), . Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ó çà-
ìêíóòîãî ïóòè γ1 ïàðàìåòð ïðîáåãàåò îòðåçîê [a, b], à ó çàìêíóòîãî ïóòè γ2
ïàðàìåòð ïðîáåãàåò îòðåçîê [b, c]. Ðàññìîòðèì îòðåçîê [a, c] ðàâíûé îáúåäè-
íåíèþ äâóõ îòðåçêîâ

[a, c] = [a, b] ∪ [b, c]

ñ åäèíñòâåííîé îáùåé òî÷êîé b. Çàäàäèì îòîáðàæåíèå

γ3 : [a, c]−→X

ôîðìóëîé:

ϕ3(t) =

{
γ1(t), t ∈ [a, b],
γ2(t), t ∈ [b, c]

Ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî îïðåäåëÿåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå γ3, ïî-
ñêîëüêó â åäèíñòâåííîé îáùåé òî÷êå b çíà÷åíèÿ îòîáðàæåíèé γ1 è γ2 ñîâ-
ïàäàþò:

γ1(b) = γ2(b) = x0.

Òàê ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç γ3 = γ1 ∗ γ2 è
íàçûâàòü êîìïîçèöèåé çàìêíóòûõ ïóòåé êîìïîçèöèÿ çàìêíóòûõ ïóòåé.
Åñëè ïàðàìåòð t ïðåäñòàâëÿòü êàê âðåìÿ, à ñàì ïóòü êàê äâèæåíèå òî÷-
êè â ïðîñòðàíñòâå X, òî êîìïîçèöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîå
ïðîõîæäåíèå òî÷êè ïî äâóì ïóòÿì, ñíà÷àëà ïî ïåðâîìó ïóòè, à ïîòîì ïî
âòîðîìó ïóòè.

Òåîðåìà 10 Îïðåäåëåíèå êîìïîçèöèè ∗ çàìêíóòûõ ïóòåé êîððåêòíî ïå-
ðåíîñèòñÿ íà èõ ãîìîòîïè÷åñêèå êëàññû, ò.å. íà ìíîæåñòâî π1(X,x0) .
Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ïóòü γ1 ãîìîòîïåí ïóòè γ′1, à ïóòü γ2 ãîìîòîïåí
ïóòè γ′2, òî êîìïîçèöèè òîæå ãîìîòîïíû:

γ1 ∗ γ2 ∼ γ′1 ∗ γ′2.
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Òåîðåìà 11 Ìíîæåñòâî π1(X,x0), îñíàùåííîå îïåðàöèåé ∗ ÿâëÿåòñÿ ãðóï-
ïîé.

Ãðóïïà π1(X,x0) (â ïðåäïîëîæåíèè îïåðàöèè ∗ ) íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåí-
òàëüíîé ãðóïïîé ïóíêòèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà (X,x0)

Òåîðåìà 12 Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ïóíêòèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ

f : (X,x0)−→(Y, y0)

ïðè ïîìîùè êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèé ïîðîæäàåò ãîìîìîðôèçì ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ ãðóïï

f∗ : π1(X,x0)−→π1(Y, y0).

Òåîðåìà 13 Äâà ãîìîòîïíûõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèÿ ïóíêòèðîâàí-
íûõ ïðîñòðàíñòâ

f ∼ g : (X,x0)−→(Y, y0)

ïîðîæäàþò îäèí è òîò æå ãîìîìîðôèçì ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï

f∗ = g∗ : π1(X,x0)−→π1(Y, y0).

Òåîðåìà 14 Äëÿ äâóõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé ïóíêòèðîâàííûõ ïðî-
ñòðàíñòâ

f : (X,x0)−→(Y, y0), g : (Y, y0)−→(Z, z0)

êîìïîçèöèÿ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé ïåðåõîäèò â êîìïîçèöèþ ãîìîìîð-
ôèçìîâ ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï:

g∗ · f∗ = (g · f)∗ : π1(X,x0)−→π1(Z, z0)

Ñëåäñòâèå 1 Åñëè ïóíêòèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà (X,x0) è (Y, y0) ãîìî-
òîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû, òî èõ ôóíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû èçîìîðôíû

π1(X,x0) ≈ π1(Y, y0).
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Äðóãîå îïðåäåëåíèå ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû

Âñÿêèé çàìêíóòûé ïóíêòèðîâàííûé ïóòü

γ : ([0, 1], {0, 1})−→(X,x0).

ïóíêòèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæíî îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîì-
ïîçèöèè

([0, 1], {0, 1})
γ //

p
&&

(X,x0),

(S1, s0)

γ̃

99

ïðè÷åì ñîîòâåòñòâèå γ ⇒ γ̃ ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì ìåæäó çàìêíó-
òûìè ïóíêòèðîâàííûìè ïóòÿìè è ïóíêòèðîâàííûìè îòîáðàæåíèÿìè îêðóæ-
íîñòè, ñîãëàñîâàííûì ñ ãîìîòîïèÿìè ïóíêòèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ.

Òåîðåìà 15 Îòîáðàæåíèå f : (S1, s0)−→(X,x0) ðåàëèçóåò íåéòðàëüíûé
ýëåìåíò ãðóïïû π1(X,x0) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îòîáðàæåíèå f
ïðîäîëæàåòñÿ äî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ äâóìåðíîãî äèñêà (D2, s0), ó
êîòîðîãî îêðóæíîñòü (S1, s0) ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé.

Òåîðåìà Âàí-Êàìïåíà

Òåîðåìà 16 (Âàí-Êàìïåí) Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà áóêåòà (X∨Y, x0∨
y0) äâóõ ïóíêòèðîâàííûõ ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíûõ ëîêàëüíî îäíîñâÿçíûõ
ïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâ (X,x0) è (Y, y0) èçîìîðôíà ñâîáîäíîìó ïðîèç-
âåäåíèþ ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï ñëàãàåìûõ:

π1(X ∨ Y, x0 ∨ y0) ≈ π1(X,x0) ∗ π1(Y, y0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìåþòñÿ ãîìîìîðôèçìû

i∗ : π1(X,x0)−→π1(X ∨ Y, x0 ∨ y0),

j∗ : π1(Y, y0)−→π1(X ∨ Y, x0 ∨ y0),

ïîðîæäàåìûå âëîæåíèÿìè

i : (X,x0)−→(X ∨ Y, x0 ∨ y0),

j : (Y, y0)−→(X ∨ Y, x0 ∨ y0),
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Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì

i∗ ∨ j∗ : π1(X,x0) ∗ π1(Y, y0)−→π1(X ∨ Y, x0 ∨ y0).

Ýïèìîðôèçì: Ïóñòü f : ([0; 1], {0, 1})−→(X ∨ Y, x0 ∨ y0) îòîáðàæåíèå,
ðåàëèçóþùåå íåêîòîðûé ýëåìåíò â ãðóïïå π1(X ∨ Y, x0 ∨ y0). Ïîêðûâà-
åì ïðîñòðàíñòâî X ∨ Y òðåìÿ îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè: Ul = X \ {x0},
Ur = Y \ {y0}, è U0 ⊂ X ∨ Y � ñâÿçíàÿ è îäíîñâÿçíàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè
x0∨y0. Ïðîîáðàçû âñåõ òðåõ ìíîæåñòâ f−1(Ul), f

−1(Ulr), f
−1(U0), ðàñïàäà-

þòñÿ â íåñâÿçíûå îáúåäèíåíèÿ èíòåðâàëîâ (è äâóõ ïîëóèíòåðâàëîâ). Îíè
ïîêðûâàþò âåñü îòðåçîê [0, 1]. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ñåìåéñòâî òàêèõ
èíòåðâàëîâ, ñêàæåì, L = {(αli, βli)}, R = {(αri , βri )}, O = {(α0

i , β
0
i )}.

Èíòåðâàëû èç L ∪ R ìîæíî ïðîíóìåðîâàòü ñëåâà íàïðàâî òàêèì îáðà-
çîì, ÷òîáû L ∪R = {(xi, yi)}, yi ≤ xi+1. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà yi = xi+1 ýòà òî÷êà îòîáðàæàåòñÿ â îòìå÷åí-
íóþ òî÷êó. Â ñëó÷àå æå, êîãäà yi < xi+1, îòðåçîê [yi, xi+1] îòîáðàæàåòñÿ â
îêðåñòíîñòü U0.

Ïîñêîëüêó îêðåñòíîñòü ëèíåéíî ñâÿçíà è îäíîñâÿçíà, òî ëþáàÿ òî÷êà
z ∈ U0 ñîåäèíÿåòñÿ ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé x0 ∨ y0 êðèâîé γz, åäèíñòâåííîé ñ
òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïèè, íåïîäâèæíîé íà êîíöàõ. Òîãäà êðèâàÿ f ãîìîòîï-
íà êðèâîé f ′, êîòîðàÿ ðàñïàäàåòñÿ â êîìïîçèöèþ êðèâûõ

f ′ = (f[x1,y1] ∗ γ
−1
f(y1)

) ∗ (γf(y1) ∗ f[y1,x2] ∗ γ
−1
f(x2)

) ∗ (γf(x2) ∗ f[x2,y2] ∗ γ
−1
f(y2)

) ∗ · · ·

· · · ∗ (γf(yk) ∗ f[yk,xk+1] ∗ γ
−1
f(xk+1)

) ∗ (γf(xk+1) ∗ f[xk+1,yk+1] ∗ γ
−1
f(yk+1)

) ∗ · · ·

· · · ∗ (γf(yN−1) ∗ f[yN−1,xN ] ∗ γ−1f(xN )) ∗ (γf(xN ) ∗ f[xN ,yN ]).

Êàæäûé èç ñîìíîæèòåëåé çàäàåò ëèáî ýëåìåíò â ãðóïïå π1(X,x0), ëèáî
â ãðóïïå π1(Y, y0), ëèáî íåéòðàëüíûé ýëåìåíò, ò.å. êîìïîçèöèÿ ïðåäñòàâëÿåò
ýëåìåíò â ñâîáîäíîì ïðîèçâåäåíèè π1(X,x0) ∗ π1(Y, y0).

Ìîíîìîðôèçì: Åñëè ñëîâî a1b1a2b2 · anbn äàåò íåéòðàëüíûé ýëåìåíò,
òî ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå êâàäðàòà I2, êàê ïîêàçàíî íà êàðòèíêå. Êðàñ-
íûì îòìå÷åí ïðîîáðàç X, ñèíèì îòìå÷åí ïðîîáðàç Y , à æåëòûì � ïðîîáðàç
îòìå÷åííîé òî÷êè. Äàëüøå íóæíî ïðèìåíÿòü òåîðåìó Æîðäàíà, êîòîðàÿ
áûëà ñòóäåíòàì äîêàçàíà â êóðñå íàãëÿäíîé ãåîìåòðèè íà ïåðâîì êóðñå:
Âåñü êâàäðàò ðàçáèâàåòñÿ íà êîíå÷íîå ÷èñëî îâàëîâ. Ñàìûé âíóòðåííèé
äàåò òðèâèàëüíîñòü, ñêàæåì, b1. è ò.ä.
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Ïàðà Áîðñóêà è ïðî÷åå

Òåîðåìà 17 If (X;A) is a CW pair consisting of a CW complex X and a
contractible subcomplex A, then the quotient map X−→X/A ([1]), p.11 is a
homotopy equivalence.

([1]), p.11

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
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