
Çàäà÷è äëÿ ýêçàìåíàöèîííûõ áèëåòîâ

17 äåêàáðÿ 2012 ã.

1. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìíîæåñòâà A \ B è B \ A ðàâíîìîùíû, òî è ìíî-
æåñòâà A èB ðàâíîìîùíû.

2. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ ñ÷åò-
íûì ìíîæåñòâîì.

3. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî Q ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñ÷åòíî.

4. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè è � ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà, òî èx îáúåäèíåíèå A ∪
� ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî.

5. Äîêàçàòü, ÷òî îáúåäèíåíèå ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâà ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ åñòü
ìíîæåñòâî ñ÷åòíîå.

6. Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë íåñ÷åòíî.

7. Ïîêàçàòü, ÷òî íà áåñêîíå÷íîì ïîëóèíòåðâàëå X = (0,+∞) ñåìåéñòâî
ïîäìíîæåñòâ {∅, (a,+∞), 0 ≤ a < +∞} îáðàçóåò íåêîòîðóþ òîïîëî-
ãèþ.

8. Ïîêàçàòü ÷òî ìíîæåñòâî A = {0} ∪ { 1n}
∞
n=1 çàìêíóòî íà âåùåñòâåííîé

ïðÿìîé R.

9. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî U îòêðûòî, à ìíîæåñòâî F çàìêíóòî,
òî U \ F îòêðûòî, a F \ U çàìêíóòî.

10. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì âñå îäíîòî÷å÷íûå ìíîæå-
ñòâà çàìêíóòû è îäíîâðåìåííî ëþáûå äâà íåïóñòûõ îòêðûòûõ ìíî-
æåñòâà ïåðåñåêàþòñÿ).

11. Âåðíî ëè, ÷òî îáúåäèíåíèå ïëîòíûõ ïîäìíîæåñòâ ïëîòíî?

Âåðíî ëè, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ïëîòíûõ ïîäìíîæåñòâ ïëîòíî?

12. Ïîêàæèòå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå äâóõ (êîíå÷íîãî ñåìåéñòâà) ïëîòíûõ îò-
êðûòûõ ïîäìíîæåñòâ ïëîòíî.

1



13. Ïóñòü C[0, 1] � ïðîñòðàíñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå
[0, 1]. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ

ρ(f, g) = sup

t∈[0,1]
|f(t)− g(t)|

çàäàåò ìåòðèêó íà ïðîñòðàíñòâå C[0, 1].

14. Ïóñòü ρ1 è ρ2 äâå ìåòðèêè íà ìíîæåñòâå X. Ïîêàçàòü, ÷òî ρ3 = ρ1+ρ2
òîæå ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé.

15. Ïóñòü ρ1 è ρ2 äâå ìåòðèêè íà ìíîæåñòâå X. Ïîêàçàòü, ÷òî ρ3 =
max{ρ1, ρ2} òîæå ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé.

16. Ïóñòü ρ1 � ìåòðèêà íà ìíîæåñòâå X. Ïîêàçàòü, ÷òî ρ2 = ρ1
1+ρ1

òîæå
ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé. ßâëÿþòñÿ ëè ìåòðèêè ρ1 è ρ2 ýêâèâàëåíòíûìè?

17. Ïóñòü ρ1 � ìåòðèêà íà ìíîæåñòâå X. Ïîêàçàòü, ÷òî ρ2 = min{ρ1, 1}
òîæå ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé. ßâëÿþòñÿ ëè ìåòðèêè ρ1 è ρ2 ýêâèâàëåíò-
íûìè?

18. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùàÿ ôóíêöèÿ â Rn åñòü ìåòðèêà:

ρ(x, y) = max
i
|xi − yi|.

19. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùàÿ ôóíêöèÿ â Rn åñòü ìåòðèêà:

ρ(x, y) =

n∑
i=1

|xi − yi|.

20. Ïóñòü f, g : X−→R íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî îòîá-
ðàæåíèå h : X−→R, îïðåäåëåííîå ïî ôîðìóëå

h(x) = max{f(x), g(x)}

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.

21. Ïóñòü f, g : X−→R íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ, ïðè÷åì 0 6∈ g(X). Äî-
êàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå h : X−→R, îïðåäåëåííîå ïî ôîðìóëå

h(x) =
f(x)

g(x)

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.

22. Ïóñòü GL(n;R) ⊂Mat (p× n,R) � ïðîñòðàíñòâî îáðàòèìûõ ìàòðèö.
Ïîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå f : GL(n;R)−→GL(n;R), f(A) = A−1

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.
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23. Ïðèâåñòè ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé fi : R−→R,
i ∈ N , äëÿ êîòîðîé ôóíêöèÿ f(x) = sup {fi(x) : i ∈ N} íå ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíîé.

24. Ïîñòðîèòü íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå Êàíòîðîâà ñîâåðøåííîãî ìíî-
æåñòâà íà îòðåçîê [0, 1] .

25. Ïîñòðîèòü íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå Êàíòîðîâà ñîâåðøåííîãî ìíî-
æåñòâà K íà åãî êâàäðàò K ×K.

26. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : I−→I2, ó êîòîðîãî
îáðàç f(I) ⊂ I2 âñþäó ïëîòåí, ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêöèåé.

27. Ïðèâåñòè ïðèìåð äâóõ ãîìåîìîðôíûõ ïðîñòðàíñòâ X è Y è áèåêöèè
f : X−→Y , êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì.

28. Ïóñòü S1 � îêðóæíîñòü è s0 ∈ S1 �òî÷êà íà îêðóæíîñòè. Äîêàçàòü,
÷òî ïðîñòðàíñòâî S1 \ {s0} ãîìåîìîðôíî R.

29. Ïóñòü Sn � n�ìåðíàÿ ñôåðà è s0 ∈ Sn �òî÷êà íà ñôåðå. Äîêàçàòü, ÷òî
ïðîñòðàíñòâî Sn \ {s0} ãîìåîìîðôíî Rn.

30. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿ ïëîñêîñòü R2 ãîìåîìîðôíà îòêðûòîé ïîëóïëîñêî-
ñòè C+.

31. Äîêàæèòå, ÷òî çàìêíóòûé êðóã D2 ãîìåîìîðôåí êâàäðàòó I2.

32. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëóïëîñêîñòü {x ≥ 0} ãîìåîìîðôíà êâàäðàíòó {x, y ≥
0}.

33. Äîêàæèòå, ÷òî ïëîñêîñòü áåç òî÷êè R2 \ {x0} ãîìåîìîðôíà ïëîñêîñòè
áåç êðóãà {(x, y) : x2 + y2 > 1}.

34. Ïîêàçàòü, ÷òî ïîäìíîæåñòâî A ⊂ Rn êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
A çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî.

35. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà K ⊂ Rn ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ âå-
ùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ f , òàêàÿ, ÷òî K = f−1(0).

36. Ñâÿçíî ëè ïðîñòðàíñòâî Q ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë (ñ òîïîëîãèåé, èíäó-
öèðîâàííîé èç R)?
Ñâÿçíî ëè ïðîñòðàíñòâî èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë (ñ òîïîëîãèåé, èíäó-
öèðîâàííîé èç R)?

37. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïðîñòðàíñòâî ñíàáæåíî ñòðóêòóðîé ãðóïïû è óìíî-
æåíèå íà ëþáîé ýëåìåíò ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíè-
åì, òî ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà åäèíèöû ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé.
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38. Ñâÿçíû ëè ñëåäóþùèå ïîäìíîæåñòâà ïëîñêîñòè:

1) ñîñòàâëåííîå èç òî÷åê, ó êîòîðûõ îáå êîîðäèíàòû ðàöèîíàëüíû;

2) ñîñòàâëåííîå èç òî÷åê, ó êîòîðûõ õîòÿ áû îäíà èç êîîðäèíàò ðàöè-
îíàëüíà;

3) ñîñòàâëåííîå èç òî÷åê, ó êîòîðûõ ëèáî îáå êîîðäèíàòû ðàöèîíàëü-
íû, ëèáî îáå � èððàöèîíàëüíû?

39. Ïîêàçàòü, ÷òî êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè çàìêíóòû.

40. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ó êàæäîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà X èìååòñÿ ñâÿçíàÿ
îêðåñòíîñòü, òî êàæäàÿ åãî êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè îòêðûòà.

41. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìíîæåñòâà A è B îáà çàìêíóòû èëè îáà îòêðûòû è
èõ îáúåäèíåíèå è ïåðåñå÷åíèå ëèíåéíî ñâÿçíû, òî A è B òîæå ëèíåéíî
ñâÿçíû.

42. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ëèíåéíî ñâÿçíîãî ìíîæåñòâà, çàìûêàíèå êîòîðîãî
íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûì.

43. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X ìíîæå-
ñòâî π(X, I) ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà.

44. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà π(I, Y ) ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì
êîìïîíåíò ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà Y .

45. Ïîêàçàòü, ÷òî ëþáûå äâà íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèÿ f, g : −→Rn ãî-
ìîòîïíû.

46. Ïóñòü f : X−→Y íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, ÿâëÿþùååñÿ ãîìîòîïè÷å-
ñêîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ. Äîêàçàòü, ÷òî äâà îòîáðàæåíèÿ g0, g1 : Z−→X
ãîìîòîïíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãîìîòîïíû êîìïîçèöèè

f · g0, f · g1 : Z−→Y.

47. Ïîêàçàòü, ÷òî äâà ëþáûõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî
ïðîñòðàíñòâà â âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rn
ãîìîòîïíû.

48. Íàéäèòå äâà íåãîìîòîïíûõ îòîáðàæåíèÿ îäíîòî÷å÷íîãî ïðîñòðàíñòâà
â R1 \ {0}.

49. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå íåñþðúåêòèâíîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ïðî-
èçâîëüíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà â ñôåðó Sn ãîìîòîïíî ïî-
ñòîÿííîìó îòîáðàæåíèþ.

50. Ïóñòü îòîáðàæåíèÿ f, g : X−→Sn ⊂ Rn+1 â ñôåðó ðàäèóñà 1 óäîâëå-
òâîðÿþò íåðàâåíñòâó

|f(x)− g(x)) < 2.

Äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèÿ f è g ãîìîòîïíû.
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51. Ïóñòü îòîáðàæåíèÿ f, g : X−→Rn ⊂ {0} óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó

|f(x)− g(x)) < |f(x)|.

Äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèÿ f è g ãîìîòîïíû.

52. Ðàññìîòðèì ñôåðó S2 è äâîåòî÷èå íà íåé S0 ⊂ S2. Äîêàçàòü, ÷òî ôàê-
òîð ïðîñòðàíñòâî S2/S0 è áóêåò S2 ∨ S1 ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû.

53. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ó òîðà ñòÿíóòü â òî÷êó êîíå÷íîå ÷èñëî ìåðèäèàí,
òî ïîëó÷èòñÿ áóêåò íåêîòîðîãî ÷èñëà ñôåð è îêðóæíîñòè.

54. Ïîñòðîèòü äåôîðìàöèîííóþ ðåòðàêöèþ òîðà ñ âûêîëîòîé òî÷êîé íà
áóêåò ìåðèäèàíà è ïàðàëëåëè.

55. Ïîñòðîèòü äåôîðìàöèîííóþ ðåòðàêöèþ Rn \ {0} íà ñôåðó Sn−1.

56. Ïîêàçàòü, ÷òî ó ñòÿãèâàåìîãî ïðîñòðàíñòâà ðåòðàêò òîæå ñòÿãèâàå-
ìûé. Íî åñëè ðåòðàêò åñòü ñòÿãèâàåìîå ïðîñòðàíñòâî, íî ñàìî ïðî-
ñòðàíñòâî íå îáÿçàíî áûòü ñòÿãèâàåìûì.
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